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ТТредиесловае. 


Первое издане настоящей книги давно разошлось, и потому, 
въ удовлетвореше существующаго на нее спроса, мнф казалось 
не лишнимъ отпечаталь ее вторымъ издашемъ. Такъ какъ во 
все время съ появлевя въ свфтъ первато издашя (въ 1887 г.) 
я не получаль ни въ печати, ни въ личныхъ моихъ сношешихь 
съ компетентными лицами никакихъ указашй на недостатки моего 
труда, то, приступая ко второму изданю, я долженъ быль огра- 
ничиться лишь указашями собетвеннаго опыта. Изъ личныхЪ моихъ 
наблюден!й я не могъ, однако, извлечь данныхь для измёненя 
содержашя книги въ существенномъ, а потому и ограничился 
одними редакцюнными исправлешями, долженствующими, по моему 
миЪню, улучшить изложеше ифкоторыхь мфеть и тфмъ содЪй- 
ствовать увеличению пригодности книги, какъ руководства. 

Какъ при первоначальномъ составлен этого руководства, 
такъ и при настоящихь его исправлешяхь я имблъ въ виду, 
какъ было сказано въ предислони къ 1-му изданию, дать точное 
и систематическое изложеше того научнаго матерала, знаше ко- 
тораго составляеть основан!е изучешя высшаго Математическаго 
Анализа и наукъ, именуемыхъ прикладными. В» этомъ намфрени 
я старалея выполнить, по возможности равномфрно, дв слфдую- 
пИл главныя задачи. Во первыхъ, соединить въ достаточной пол- 
пот необходимыя фактичесвя свфдЪыя и, притомъ, такъ, чтобы 
они усваивались изъ книги съ возможно большею легкостью. Во 
вторыхъ, дать достаточно полное разъяснене силы и значешя 
методовъ, какъ собственно аналитическаго, или метода коорди- 
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нать, такъ и находлщагося съ нимъ въ тёеной связи метода 
проективнаго. Этими цфлями обусловливается‘ самое наименован!е 
курса основнымъ. Е 

Обфщанный мною въ предисловш къ первому изданю „Сбор- 
никъ упражненй“ вышель въ свфть въ 1892 году и, смёю 
думать, можеть принести свою долю пользы желающимь боле 
прочнаго усвоеня предмета. Такъ какъ вопросы и задачи въ 
этомъ „Сборник“ расположены соотвфтетвенно плану самого 
„Курса Аналитической Геометри“, а этотъ планъ безъ всякаго 
измфненя сохраненъ и во второмъ издаши „Курса“, то значеше 
„Сборника упражненш“ по отношенио къ „Курсу“ остается 
прежнее, 


К. Андреевъ. 


Харьковъ, 
7-го Августа 1896 года. 
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ГЕОМЕТРИЯ НА ПЛОСКОСТИ. 


ГЕОМЕТРИЯ НА ПЛОСКОСТИ. ^ 


ГЛАВА ПЕРВАЯ. 


КООРДИНАТЫ И УРАВНЕНИЯ. 


$1. Прямолинейныя координаты. 


1, Аналитическая Геометр!я, будучи наукою о протяжеши въ са- 
момъ широкомъ смысл, характеризуется особеннымь способомь изелф- 
довашя, состолщимъ въ однообразномь и методическомь примнеши 
алгебраическаго анализа къ изученю формъ пространства. Основа- 
Шемъ этого способа служить понят!е о координатахъ, которое въ перво- 
начальномъ, простЪйшемъ его видЪ и въ примфнены къ изучено формъ 
плоскихь т. е. фигуръ, помбщающихея на плоскости, можеть быть со- 
ставлено слфдующимь образомъ. 

2. Положимъь, что мы имфемь на плоскости прамой уголь ХОУ 
(фиг. 1), одну изъ сторонъ котораго, именно ОХ, будемъ предпола- 
гать горизонтальною. 

Всякая точка М, ииБющая опредЪленное ‘положене внутри этого угла, 
находится на опредфленныхь разстояныхь МР 
и 210 отъ его сторонъ. Всякое измфнене поло- 
жешя точки 1/ влечетъ за собою измфнеше одно- 
го или обоихъ этихъ разстоявй. Эти-то разетоя- 
я и называются координатами точки М по отно- 
шенйо къ сторонамъ угла ХОУ. Они могуть быть 
измЁрены какою-нибудь единицею и, сл дователь- Фиг. 1 
но, выражены опредфленными числами. Пусть эти числа будуть @ иб. 

Если положене точки М неизвЪфстно, то по дапнымь числовымь ве- 
личинамъ координать «и $ оно можеть быть найдено построешемъ. 
Вь самомъ дЪлЪ, для этого нужно ‘только на сторон ОХ отложить 
длину ОР, равную а единицъ, а на сторон5 ОУ длину 00, равную В 
единиць, и затЪмь чрезь точки Ри © провести прямыя, параллельныя 
сторонамъ угла. Точка пересфченя этихъ прямыхь и будеть И. 

Итакъ, въ предиоложени, что единица извфетна, числовыми значе- 


ными диф положеше точки М внутри угла ХОУ опредфлиется вполн%. 
АВДРЕЯВЪ. АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ. 
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3. Чтобы различать двЪ координаты точки М, имъ усваиваются осо- 
был назван!я. Координату а, которая предетавляетъ разстояше точки 
М оть стороны ОУ и, для построешя этой точки, отмфривается по сто- 
рон ОХ, называють абециесою; а координату 6, представляющую раз- 
стояне точки 1 оть горизонтальной стороны ОХ и отмфриваемую по 
сторонф ОУ, пазываютъ ординатою \). 

Неопред®ленную абециесу принато обозначать буквою 2, а неопре- 
дфленную ординату буквою у. ВслЬдетые этого, вмфето того, чтобы 
товорить, что абецисса точки есть а, а ордината ъ, можно писать: 


#=а и у=ь. 

Прямыя ОХ и ОУ называются осями координалть, при чемъ первая 
именуется осью абсииссь или осью иксовъ, а вторая оеью ординать или 
осью изрековъ. Точка ихъ пересфчешя называется началомь координать. 

06бЪ оси въ совокупности соетавляють систему координать. 

При опредфлен!и положенйя точки посредствомъ координать всегда 
предполагается, что положеше самихъ осей координать дано или счи- 
тается извфетнымъ. 

4. Оси координатъ, будучи продолжены неопредфленно, образують 
четыре угла: ХОТ, ХОУ', ХОУ и Х'ОУ’ (фиг. 2). Сказанное выше 
объ опредфлени положеня точки внутри угла ХОУ примфнимо и къ 
тремъ остальнымъ угламъ. Вслфдетше 
этого одними и тфми-же числовыми ве- 
личинами координать 

=а и у= 

опредфляются на плоскости четыре точ- 
ки М, М’, М", М”, по одной въ каак- 
домъ углЪ. Ве эти точки находятся на 
разстояыи а единицъ отЪ оси ординать 
и Ъ единицъ отъ оси абсциесь. Чтобы 
различать ихъ, координатамь ипридають вообще не числовое только, 
& алгебраическое значеше, т.е. призваютъ ихъ величинами, могущими 
быть положительными или отрицательными, смотря по направлению 
измфрешя. 

При этомъ принято абецисеы, отмфриваемыя по оби 2-овъ вправо, 
считать положительными, отмриваемыя же влЪво — отрицательными. 
Подобнымь же образомъ ординаты, отмфриваемыя по оси у-овъ кверху, 
считаются положительными, а внизъ— отрицательными. 


Фиг. 2. - 


*) Нужно замфтить, однако, что услове, чтобы одна изь сторонь угла была горизон- 
тальною, не существенно необходимо и не всегда соблюдается, а потому и присвоеше 
этихъ наименован!й той или другой изъ сторовъ до нфкоторой стененн произвольно. 


При такомъ услоши всф четыре точки №, М’, М”, М” будуть 
имфть разныя координаты, а именно: 


для точки М в=-ра, у=-ЕЬ, 
для точки №’ =-а, у=-, 
для точки 1” х=—фа, у=-Ь, 
для точки 2” =—а, у=—Ъ. 


Слфдовательно, при такомъ услови каждая точка плоскости харак- 
теризуется особыми, ей только принадлежащими, координатами; такъ 
что двумя координатами, данными алгебраически, т. е. со знаками -|- 
или —, положеше точки на плоскости опредфляется внолнф и един- 
ственнымъ образомъ. 

Уголь ХОУ, внутри котораго всЪ точки имфютъь положительныя 
абециесы и положительных ординаты, называется нормальным. 

5. Указанное услоше считать разстоля между точками за положи- 
тельных или отрицательныя, смотря по направлен!ю ихъ измфреня, имфеть 
въ Аналитической Геометри всеобщее расиространене и прилагается 
не только къ осямъ координать, но и ко веёмъ другимъ прямолиней- 
нымъ направленямъ. Оно извфетно подъ назвашемь правила знаков. 

6. Мы предполагали до сихъ поръ, что оси координать ОХ и ОУ 
взаимно периендикулярны и, слфдовательно, вс четыре образуемые ими 
угла прямы?. Но это предположеше 
не есть ‘существенно необходимое. Изъ 
предыдущаго слфдуетъ, что абециеса 
точки М (фиг. 2) есть величина отр%з- 
ка ОР, отсЪкаемаго на оси х-овъ пря- 
мою, проведенною чрезъ М параллель- 
но оси у-овъ, а ордината— величина 
отрёзка О©, отеБкаемаго на оси у-овъ 
прямою, проведенною чрезъ М парал- 
лельно оси х-овь. Такое воззр не на 
координаты распространяется безъ всякаго измфнешя и на случай, когда, 
оси не перпендикулярны между собою. Такъ на прилагаемомъ чертеж 
(фит. 3), гдЪ нормальный уголь ХОУ острый, координаты точки М суть: 

==0Р=0М и у=00=РМ, 
& координаты точки № суть: 
з=0ОВ=5М и у= 05 = ВМ. 

7. Раземотрнный способъ опредфлять положене точки на плоскости 
посредствомъ величинъ прямолинейныхь отрЬзковъ называется спосо- 
бомъ прямолинейныхь координатъ; при этомъ и самая система коорди- 
нать называется зуямолинейною. Сверхъ того, если оси взаимно пер- 
пендикулярны, то система координатъ называется прямоуюльною. Въ 
противномъ случаЪ ова именуется косоуюльною. 
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Прямолинейная система координать извфстна также под названемь 
Декартовой, такъ какъ Декарть первый даль правила методическато” 
примфнен!я этой системы къ изученю Геометр2и и тфиь положиль на- 
чало Аналитической Геометр!и (въ 1637 г.). 

8. При всякой прямолинейной систем координатъ`всЪ точки, имЪ- 
пя равныя абсциесы, находятся на прямой, параллельной оси орди- 
нать, а всЪ точки, имфющя равныя ординаты, на прямой, параллельной 
оси абецисеъ. 

СлЪдовательно, услоше х==а, взятое въ отдфльности, хотя и недо- 
статочно для опредфлевя положеня точки на плоскости, тфмь не ме- 
вЪе выдЪфляеть изъ всфхъ точекъь плоскости тф, которыя лежать на 
прямой МР. Точно также услоше у==Ь вылдфляеть изъ всфхъ точекъ 
плоскости тЪ, которыя лежать на прямой 1/0. Понятно, что оба эти 
усломя въ совокупности опредфляють точку, принадлежащую обфимъ 
прямымъ одновременно, т. е. единственную ихъ точку перееВченя ЛМ. 

Въ частпости услове 2 =0 опредЪляеть ось у-овь, а услоше у=0 
ось 2-овъ. 

Координаты начала коордивать суть: х=0, у=0. 

9. Если двЪ точки (какъ наприм$рь Ми М” въ фиг. 3) имфють 
координаты, соотвфтетвенно равныя по абсолютнымь величинам, но съ 
противоположными знаками, то онф расположевы симметрично относи- 
тельно начала координатъ, т.е. лежатъ на одной съ нимъ прямой и на 
равныхь оть него разстояшяхъ. Точно также и обратно, всяюйя дв точ- 
ки, симметричныя относительно начала координать, имфють координаты, 
равныя по абсолютнымь величинамъ, но съ противоположными знаками, 
Въ этомъ легко убЪдиться изъ равенства треугольвиковъ МОР и М”ОР’. 

10. Точка, которой коордиваты суть &==а и у=Ь, называется со- 
кращенно очкою (а,5). Она считается извфстною или данною, какъ 
‘скоро извЪетны или даны величины а и В. Найти неизвфстную точку 
(2,9) значить въ Аналитической Геометр!и вычислить координаты хи у 
или, по крайней мЪрЪ, дать формулы, выражающия ихъ чрезъ величи- 
ны извфетныя. 


Въ слфдующихъ задачахь координаты точекъ служатъ данными или 
искомыми. 

11. Даны деъ точки (2, у) и (5, уз); требуется найти разето- 
яне ‘между ними. - 

Предположимь, что оси координать косоугольныя, и назовемь чрезь 
© уголь между ними. Пусть № и М, будуть данныя точки (фиг, 4). 
Проведя прямыя МР, и МР» параллельно оси ординать и прямую 
ММ параллельно оси абецисеъ, будемъ имфть: 


ОР =а, ОР = 


В МР, =, 5 Р. =. 


м 


'Изь треугольника М, ММ. имфемъ: 
ММ = М М, № — М, М. М.М. со ММЬ, 


но МХ = РР. = ОР — ОР =2— я 
и М, № = М.Р, — МР, = М.Р, — МА=и-и; 
кром того 60324, ММ, = — с030. 


Поэтому, называя чрезъ @ искомое разстояше №, №,, будемъ имЪть: 


42 = (2 — а) (фи) 22 — 2) (уз— у) 080, 
откуда 


а== У, — эф и- 2—1) — и)возо. . (1) 

Это равенство и рфшаеть задачу, потому что Во второй части на- 
ходятся только данныя величины, по которымъ искомая длина 4 и 
можеть быть вычислена. Двойной знакъ во 
второй части соотвётетвуеть двумъ различ- 
нымь направленямъ, которымъ можно сл$- 
довать при изифрени длины №, М5. Если 
по смыслу задачи нужно найти только абсо- 
лютную величину отр№зка 1/1», то ясно, 
что знакъ — не долженъ имфть мЪета. 

12. Замтимъ, что формула (1) есть вполн% 
общая, т. е. справедливая при всЪхъ воз- 
можныхъ положешяхъ данныхъ точекъ на плоскости, если только подъ 
ж, , 22, уз будемъ понимать (какъ это всегда дфлается) алгебраиче- 
сын значенйя координатъ, т. е. со включешемь въ это обозначене и 
знака —- или — соотвфтственно положешямъ точекъ. 


Фиг. 4. 


Такъ напримфрь, если положимъ, что 
точка ЛМ. находится внутри нормальнаго 
угла ХОУ, а точка М, внутри угла ХОУ’ 
(фиг. 5), то будемъ имфты: 

М, М= М.Р, -|- МР. 
Но, замфчая, что алгебраическя значеня 
ординать у: и у» суть: 


у =-- М.Р. ии =— МР, Фиг. 5. 
будемъ имЪфть, что въ этомъ случаЪ, какъ и въ предыдущемъ, 
№ М=у— и. 


13. Если оси координать прямоугольных, то формула (1) принимаеть 
слдуюний болфе простой видъ: 


= У а --ий....... 0). 


ибо въ этомъ случаВ с03@ = с0390°=0. 


Е 


Полагая въ послднемь выражени 22, =0, у =0 и ж =, и =у, 

получимь 

ау ее ета) 
Это есть выражеше разстолнйя какой-нибудь точки (2,9) оть начала 
координать. 

14. Даны двъ точки (м, \) м (та,у:); требуется найти на пря- 
мой, ить соединяющей, зточку (2,у), которой разстояня оть данныхь 
зпочекь находятся въ данномь отношени т:т. 

У Другими словами эта задача можеть быть 
выражена такъ: раздълить отръзокь меж- 
ду двумя данными точками въ данномь от- 
ношензи. 

Пусть М, и М, будуть давныя точки и 
М искомая (фиг. 6.). Проведя прамыя № Р., 
М.Р. и МР параллельно оси ординать и 

Фиг 6. прямыя МК и МГ параллельно оси аб- 
сциссъ, будемъ имЪть изъ подобя треугольниковь М КМ и МТМ: 


Но МКк=РР=оОР-— ОР ==—а, 
МГ= РР. = ОР. —ОР=а.— а, 

МК= МР КРЕМР- МРА=у—и, 

МГ, = М.Р, — ГР, = М.Р, — МР=у:—уУ- 


Поэтому, замфчая, что по условю задачи должно быть 


ИМ _т 
М. —»' 
получимъ два уравпеня 
м 


Е п’ уу т 


изъ которыхъ находимъ 


пл - та пу -- ту (4) 
тв ' # т--® ее, 

Эти формулы и рьшають задачу, потому что онЪ% предетавляють 
выражения искомыхъ координать чрезь данныя координаты 2, У, 23, Уз 
и данныя числа ти и. ОнЪ одинаковы какъ для косоугольной, так 
и для прямоугольной системы координать, потому что въ нихь вовсе 
це входить уголь @ между осями координатъ. 

15. Мы предполагали, что искомая точка М находится внутри от- 
рёзка 2 М», но смыслу задачи не противорфчить и допущеше, что 
точка М находится на продолжени этого отрфзка въ ту или другую 


а лы 


сторону. ДЖлал это допущеше и повторяя предыдущия разсужден!я при- 
мЬнительно къ фиг. 7-й, найдемъ: 


МК _ МК _ ММ 
ТМ ГМ: ^ 65М 


или 
#—м убит 
и и 
откуда 
Ее т) 
п—т 


Такимь образомъ, мы видимъ, что двумъ различнымъ предположещямь 
© положеши искомой точки относительно данныхъ (внутри и вн ее 
ка Г, М») соотвфтетвують различныя форму- У 
лы, рёшающия задачу. Легко показать, од- 
нако, что это различе устраняется, если 
принять во внимане правило знаков. 

° Въ самомъ дфлЪ, когда точка М нахо- 
дитея внутри отрзка №,1/., то отношене 
разетоянй 2, М и ММ,, имвющихъ оди- 
наковое направлеше (оть М, къ 2 и оть ` 
М кь М,), должно считаться положитель- Фиг. 7. 

нымъ; когда же точка 1/ находится внф отрЬзка 1/45, то эти 
разстояя имфють разныя направленя и, слЪдовательно, отношен!е 
ихъ должно считаться отрицательнымъ. Отсюда видимъ, что въ двухъ 
этихъ случаяхъ данное отношевше должно имфть разные знаки, тогда 
какъ, выводя формулы (4) и (5). мы принимали во вниман!е только его 
ариометическое значеше. Такимъ образомъ, видимъ, что, принимая во 
внимане правило м мы должны во второмъ случа отношене 


т 
ЗАМЕНИТЬ чреь — —. Оть этого формулы (5) сдЪлаются тождествен- 


ными съ (4). 

Итакъ, формулы (4) рёшають задачу во вефхь возможныхь случа- 
яхъ, если только подъ обозначешями %ж и п разумЪютея величины 
злгебраическя со включешемь ихъ знаковь. ‹ Е 


16. Изъ сказаннаго видимь также, что всякой величин отношешя 
т : 
< соотвфтствуеть единственное п опредфленное положеше точки М 


на прямой 2/.М, внутри или вн отрЁзка №,М., смотря по знаку 
этого отношеня, и обратно, всякому положеню точки М на этой пря- 


й от 
мой соотвфтетвуеть особое алгебраическое значеше отношеня е- 


Зе 


Если положимъ ит или т==и, то будемъ имфть ЛМ = ММ, 


т. е. М будетъ срединою отрёзка 24 М. Въ этомъ случа формулы (4) 
обращаются въ 


Координаты средины отрзка суть, слфдовательно, ариеметическя 
средины координать концовъ его. 


Если "= —1, то формулы (4) дають 2 =0, у=с. Точка, которой 


одна или обф координаты имфють безконечно большия величины, назы- 

вается жочкою безконечно удаленною. По какую бы сторону оть отрфзка 

М.М, ни находилась точка 2, при безпредЪльномъ ея удалени отно- 
„ ММ 

шеше мм стремится къ одному и тому же предфлу (—1). Поэтому 

принимають, что на всякой прямой безконечно удаленная точка един- 

ственна, 


$ 2. Преобразоваше координатъ. 


17. Выборъ системы координатъ, относительно которой опреджляется 
положеше точки, въ большинотв® случаевь бываеть произволенъ, но 
иногда, ради простоты изслФдоватй или другихъ пфлей, бываетъ но- 
лезно одну систему координатъ, первоначально взятую, замфнить дру- 
тою, опредфленнымь образомъ выбранною. При этомъ является вопросъ: 
какъ по координатамь точки относительно одной системы найти ко- 
ординаты той же точки относительно друюй? 

Чтобы не емфшивать двухъ системъ координатъ, о которыхъ при этомь 
идеть рёчь, будемъ ту изъ нихъ, которая дана первоначально, пазы- 
вать прежней, а ту, къ которой требуется перейти, — новой. При этомъ 
координаты какой-нибудь точки Л относительно прежней системы усло- 
вимся обозначать чрезь хил, а координаты той же точки относи- 
тельно новой системы чрезъ д’ и у’. 

Рушене названнаго вопроса должно, очевидно, состоять въ отыскани 
формуль, выражающихь величины хи у чрезь а’ и у’ или обратно. 

Замфтимъь;, что данными для опредфлешя однихъ координать по 
другимъ должны служить, кромф этихъ послфднихьъ координать, еще 
величины, опредфляюния расположене одной системы координать по 
отношеню къ другой. Кавя могуть быть эти величины, мы сейчасъ 
увидимъ. 

18. Раземотримъ сперва два частные случая предложеннаго вопроса, 

1-й случай — Обь системы импють одинаковое направлеше осей, но 
разныя начала. ще 


И 


Пусть будеть ХОУ (фиг. 8) прежняя система координать и Х'О’У’ 
— новая. По предположению ось О’Х’ параллельна ОХ и 0’У’ варал- 
лельна ОУ. Гасположеше новой системы я У 
отпосительно прежней будетъ, очевидно, впол- 
нЪ опредЪфлено, если даны координаты во- 
заго начала относительно прежней системы. 
Пусть эти координаты будуть 


в=а и у=Ь. 
Проведя прямую МР.Р параллельно оси Фиг. 8. 
ОУ и обозначивь чрезъ © точку пересфчешя осей ОХ и 0’У’, 6бу- 
демъ имфть: 
ОР=00--0РЕОО-ОР,, 
МР=Рр'Р-- МР = 00 МР’, , 
и такъ какъ 
ОР=а, МР=у, ОР =х, МР'=у, 00=а, 0'0=Ъ, 

то получим \ 


з=а-х 
бо 


Эти формулы и рЬшають вопросъ въ настоящемь чаестномъ случаЪ. 
Он, очевидно, волн общуя, т. е. имфютъ мфето при всякихъ поло- 
жешяхъ какъ начала новой системы координатъ, такъ и данной точки 
М, если только подъ буквенными обозначен!ями разум ются алгебраи- 
чесв1я значеня координатъ со включешемъ знака -- или —. Кром% т0- 
го эти формулы олинаковы какъ для косоугольныхь, такъ и для пря- 
моугольныхь системъ координатъ. 

19. 2-й случай.—Объ системы координать имтють общее начало, но 
разныя направленгя осей. 

Пусть ХОУ будеть прежняя система координать, а Х’ОУ' — новая. 
Расположеше новой системы относительно 
прежней опредЪлится вполнЪ, если будуть 
извфетны углы, составляемые новыми осями 
съ прежними. Очевидно, что достаточно для 
этого дать только два угла, составляемые 
новыми осями съ одной изъ прежнихъ, напр. 
съ ОХ; кромЪ того должно предиолагать из- 
вфетнымъ уголь ХО У между прежнимиосями. Фиг. 9. 

Итактъ, пусть даны (фиг. 9): 


{ ХОХ=&а, Д УОХ=В, Д ХОУ ==. 
Вь такомъ случаЪ, какъ видно изъ чертежа, будемь имЪфть: 
: Д У0Х' =о—а, Д У0ОУ'=©-— В. 


в —° 
Проведя чрезъ точку № прямыя МР и МР’ параллельно осямъ ОУ 
и ОУ’, будемь имфть: 
ОР=х, МР=у, ОР'=х, МР =у. 


Проведя кромф того чрезь точку Р’прамыя Р’ГиР’К параллельно 
прежнимъ осямъ ОХ и ОУ, будемъ имЪть, что въ треугольникь ОР’К 


С КОР'’=а, Д ОКР'=л—ю, ДОРК=ю—&а 
а въ треугольник РМГ, 
С МРТ=В, ДРТМ=ля—©, (РМГ =©— В. 
Велфдетые этого изъ перваго треугольника получимъ: 


, 


РК эта г ОК _ мп(е— в) 
ОР’ эи(я— 0) ОР’ зи(я-®)’ 


откуда 
На а 
зто 5110 
Изъ второго же треугольника пайдемъ: 
МЕ зт@ РТ _ эп(®— 8) 
МР зи(я—о) \ МР зао), 
откуда 


О рее нЫЙЙ: 
Ш < 
Но изъ чертежа видно, что 
у=МР=РК-- МТ, 
#=0ОР=оК--РТГ: 
Подставивъ сюда найденныя выражешя для РК, ОК, МГ и РТ, 
получим: 


=’ вша-ру ва, 
т зто 
ы т о © 
— а зи (о — &-Ну’ эт (® — 8) 
— зто 


Эти формулы и р5ёшають вопрсеъ въ настоящемъ частномъ случа. 

20. Хотя формулы (2) выведены для частнаго расположевя осей, 
изображеннаго на чертеж, но не трудно видЪфть, что он виолнф об- 
шя, т. е. им$ютъ мфето и при всякомъ другомъ расположени осей. 
Для этого замфтимь, что въ Аналитической Геометри для угловых 
величинъ соблюдается то же правило знаков, какъ и для прямолиней- 
ныхь разстоянй, при чемъ за положительное направлеше, которому 
слфдуютъ при измфреви или отсчитывани угла, принимается въ боль- 
шинетвЪ случаевъ направлеве, обратное направлению движеня часовой 
стрлки, а за отрицательное — совиадающее съ направлешемьъ этого 


_‘заросбоваины: 559 


ЕЕ 


движешя. Въ силу такого правила въ формулахъ (2) углы @ и 2 мо- 
гуть имфть различные знаки при различныхь направлешяхь осей. Но 
если условимея подъ буквеннымъ обозначешемъ, угловь понимать ихъ 
алгебраичесыя значеня, т. е. со включешемь знаковъ -- или —, то 
оть измфненя направленя осей не будетъ измфняться видъ формулъ 
(2). Эти формулы будуть, слЪдовательно, справедливыми при всякомъ 
расположеши осей. 

21. Формулы (2) принимають болфе простой видъ, если одна или 
06% системы координать прямоугольных. Такъ, еслн прежняя система 
я 
2 
зн(о — В) =с03@, и формулы (2) обращаются въ 

у=а зта-- уз 
= воза -Р у’ созВ } О 


координать прямоугольная, то зто => =1, зш(@ — <) = с0за, 


. (8)- 


Еели новая система прямоугольная, то ВЯ и, слЪдовательно, 
зтВ = воза, зп (о — 2) = — с0з(® — <), такь что формулы (2) обра- 
щаются въ 

` _ #зта-ру с0за 
У— ^ зто а 
ее я’ зт(е — <) — у соз(® — в) 
$1 © 
Наконець, если об системы прямоугольных, то изъ послфдвихь 


л 
формуль, полагая @ =>, получимь 


у= 2 зта + у’ сова } а 
2= с03& — у’ зша а 

22. Обратимся теперь къ самому общему случаю въ раеположени 
системъ координатъ, т. е. къ тому случаю, когда объ системы имъють 
`различныя начала координать и различныя направленя осей. 

Пусть прежн!я оси будуть ХОУ, а новыя Х’О’У’ (фиг. 10). Возь- 
мемъ еще третью вспомогательную систему, 
которой начало совиадаеть съ новымъ на- 
чаломъ 0’ и которой оси О’Х”, О’У” послЪ- 
довательно параллельны осямь ОХ и ОУ. 
Если назовемь координаты точки М от- 
посительно этой системы чрезъ м” и у", то 
будемь имЪть на основани формулъ (1) 

ж=а- а”, 
у=ь-и". 

Для перехода же оть вспомогательной системы Х”О’У” къ новой 
ХО’У' будемь имфть по формуламъ (2) равенства: 


„__ 2 зи(о — в) --у яп (о ег. 
ы зто 
у _# эша-г. у зи. 
зто 
Подставляя эти выраженя для х” и у’ въ предыдущя равенства, 
получим: 


у 


_= в(о — в) у’ А 
зто 
ра зте-- у’ тв 
зто 


—_О-Ь 


Это и будуть такъ называемыя обийя формулы преобразованя ко- 
ординатъ. Сокращенно мы можемъ ихъ представить въ видЪ 
х=тх пу а | 
ур аи | 
тдЪ, какъ видно изъ предыдущато, величины т, ®, р, 4 должны ечи- 
таться извфетными, ибо онЪ зависять опредфленнымь образом оть 
угловыхъ величинъ, опредфляющихъ расположеве одной системы  ко- 
ординатъ относительно другой. 

Такимъ образомъ, видимъ, что при всякомъ преобразован! и прямо- 
линейныхъ координатъ обф координаты точки относительно одной сие- 
темы выражаются чрезъ координаты точки относительно другой ли- 
нейно, т. е. многочленами первой степени. 


И => 


$ 3. Полярныя координаты. 


23. Способъ опредфлять положеше точки посредствомъ прямолиней- 
ныхъ координать не есть единственный, служанИй для этой цфли, 
Основываясь на одной и той же основной мысли, можно предложить 
безконечное множество подобныхъ способовъ. Наиболфе употребитель- 
ный, кромЪ изложеннаго, есть способъ координатъ полярныхъ. Онъ с0- 
стоить въ елфдующемъ. 

Допустимъ, что намъ извфетно положеше на плоскости нкоторой 
точки Р и нЪкоторой прямой РГ, исходящей изъ этой точки въ опре- 
дфленномъ направлеши (фиг. 11). Въ такомъ 
случа положеше всякой другой точки 1 бу- 
деть опредЪфлятьея виолн посредетвомъ раз- 
стоявя МР и угла МРГ, ибо, какъь скоро 
извфетны эти величины, точка М можеть быть 
найдена построешемъ. СлЪдовательно, эти двЪ 
величины можно считать координатами точки 2 
въ такомъ же точно смыслЪ, какъ и координаты прямолинейныя. Ихъ-то 
и называютъ полярными координатами. 


1: 


Фиг. 11. 


Точка Ри прямая РГ, положене которыхъ предполагается изафст- 
нымъ напередъ, составляютЪ полярную систему координать; изъ нихъ 
первая называется полюсомь системы, а послдняя полярною осью. 

Самымъ координатамъ усваиваются особыя наимеповашя, & именио: 
разстояне МР точки М отъ полюса называется радёусомь векторомъ, 
& уголь радлуса вектора еъ полярной осью— амплитудою. Условившиеь 
обозначать радусъ векторъ буквою », а амилитуду буквою ф, будемъ 
имфть, что для точки М 

’= МР, ф= С МРЕ. 


24. По отношению къ амплитудамъ различныхь точекъ соблюдается 
упомянутое выше правило знаковъ, т. е. амплитуды, отечитываемыя оть 
полярной оси къ рад1усу вектору въ направлен!и обратномъ направлению 
движены часовой стрфлки, считаются положительными, а въ направлеши 
согласномъ этому движенио— отрицательными. При этомъ можно огра- 
ничитьея только положительными амплитудами, если условимея ихъ 
абсолютныя величины считать изифняющимися оть 0% до 360°. Если же 
допускаютел и отрицательныя амплитуды, то необходимо (во избфжан!е 
неопредВленности и недоразум6н!й), чтобы ихъ абеолютныя величины не 
превышали 1809. Что же касается радтуса вектора, то онъ дается обык- 
новенно только абсолютными размфрами, ибо направлеше, въ котором 
его сл$дуеть отмфривать оть полюса для построешя точки М, уже 
Достаточно опредфляется амплитудою. 

Изь сказаннаго видимъ, что всЪ точки, имфющя одинаковые радусы. 
векторы, лежать на окружности, которой центръ находится въ полюс*. 
Веф точки, имфющ!я одинаковыл амплитуды, лежать на прямой (или лу- 
1$), исходящей изъ полюса въ опредфленномъ направлен!и. Полюсь есть 
единственная точка, которая опредЪляется только однимъ услошемъ “=0. 

Точка, которой полярныя координаты суть ги ф, называетея со- 
кращенною эючкою (”, $). : 

25. Рьшимь одну изъ задачь, разсмотрённыхь уже нами при упо- 
треблени прямолинейныхь координатъ. 

Даны двъ точки (т,Ф1) и (72, Фз); требуется найти разстояне 
‚между ними. 

Пусть №; и М, будутъ данныя точки (фиг, 12). 
Мзъ треугольника 2. РМ, имфемъ: 


м. 
ММ, =РМ:-- РМ, —2.РМ,.РМ, со М, РМ.. 

Но ‚РМ =и, РМ. = р ——\ 
и’ Д МРМ.= 9—9. Фиг. 12. 


Поэтому, обозначая искомое разстояще 21. 1/, чрезь 4, будемъ имЪть: 
= п-т? — 2173 с03(9! — $3), 
откуда а==Уя Ри — 9 в03 (41 — 93). ..... (1) 


вы 


26. Зная полярныя координаты какой-нибудь точки, не трудно най- 
ти ея прямолинейныя координаты, или обратно. При этомъ располо- 
жеше одной системы координатъ относительно другой должно считаться 
извфетнымь. Такъ какъ формулы для перехода отъ одной прямолиней- 
вой системы координатъ къ другой также прямолинейной нами уже 
найдены, то въ настоящемъ случа% достаточно найти формулы, связы- 
ваюция полярныя координаты точки съ ея ирямолинейными координа- 
тами относительно какой-нибудь произвольно взятой прямолинейной 
системы. Пусть эта поелфдняя система будеть прямоугольная и при- 
томъ такая, что положительное направлеше оси абецисеъ ‘вовпадаеть 
съ полярною осью, а начало координать—съ полюсомъ. 

Въ такомъ случаф изъ треугольника РММ (фиг. 11) получимъ: 


Р№= РМ.соз МРТ, и МК= РМ.з МРГ,, 
или 1 ==7608Ф и ут ф и ег 2) 


Эти формулы выражають прямолинейныя координаты чрезъ полярных. 
Изъ нихъ же, или непосредственно изъ треугольника РММ, паходимъ: 


г=У и у ины(). НН 


Эти формулы опредфляютъ полярныя координаты чрезъ прямолинейныя. 
На основан!и сказаннаго, формулами (2) и (3) рЬшается вполнЪ вопросъ 
о преобразовави прямолинейныхъ координать въ полярныя или обратно. 


$4. Линш и уравненйя. 


27. Мы видфли, что усломя 


ИУ ‚ 
взятыя въ совокупности, опредфляютъ, по отношению къ какой-либо 
прямолинейной систем координатъ, точку, и что каждое изъ пихь въ 
отд льноети. выдЪфляетъ изъ веБхъ точекъ плоскости цфлый непрерыв- 
ный радъ, т. е. опредфляетъ нфкоторую лин. Подобнымь же обра- 
зомъ два условйя 
Аз-- ВЕ @=0 
Ав ВУуо=о|° 
по отношению къ которымъ предыдущя условя суть только частные 
случаи, опредфляютъ на плоскости нфкоторую точку, ибо изъ нихъ мы 
находимъ для координатъь хи у значешя 
_ ВС — ОВ’ _— 64—40’ 
—АВ-ВА`  АВ-ВА”’ 
которымъ и соотвфтетвуеть опредфленное положене точки. 
Если же одно изъ услошй (1) будеть взято въ отдфльности отъ 
другого, то изъ него, какъ неопредфленнаго уравнешя, не опред®лятея 


чо) 


го 


Ра 


координаты ди у. Тфмъ не менфе посредствомъ его устанавливается 
между этими координатами опредЪленная связь, въ силу которой вея- 
кому произвольному значению одной изъ величинъ х и у будеть соот- 
вЪтетвовать опредзленное значене другой. И если одну изъ этихъ 
величинъ, напр. 2, будемъ измфнять непрерывно, то, въ силу той же 
связи, другая будеть измфняться также непрерывно. Отсюда слЪдуетъ, 
что и каждое изъ условй (1), въ отдфльности взятое, выдЪляеть нь 
плоскости непрерывный рядъ точекъ или линию, 

28. Это заключен справедливо не только для уравнешй первой 
степени, каковы услошя (1), но и для всакихь другихь уравнешй еъ 
двумя неизвЪстными. Чтобы нагляднфе убфдиться въ этомъ, положим, 
что мы имфемь одно такое уравнене: 


ЕД ЕЕо.. . <: 25° ПУОв ЗАО 
тд знаюь { служить символическимь обозначешемъ какой-угодно ана- 
литической зависимости, т. е совокупноети какихь бы то ни было дЪй- 
стый надъ пеизвфетными х иу и надъ другими величивами, принимае- 
мыми за извЪетныя, 

Раземотримь сперва, какое звачеше имфеть совокупность двухь 
условий: 


уу) = ео] 

Вторымъ изъ этихъ услошЙ дается, непосредственно значене неиз- 
вфетнаго 2; другое же неизвфстное у опредфлится посл исключен!я 2 
изь обоихъ усломй. Результатъ этого исключен!я будетъ уравнене съ 
однимъ неизвестным’ 


ау =... М 

Такь какъ изъ Алгебры извЪстно, что уравнене съ однимъ неизвфет- 

нымь имфетъ, вообще говоря, нЪеколько рьшенйй (корней), то должно 

существовать нЪеколько значешй для у, удовлетворяющихь уравне- 
нию (4). Пусть эти значення будуть: 


У=Ы , у=ЕВ, у=Ь..... 

Принимая во внимане, что каждому изь этихъ значешй у соотвЪт- 
ствуеть одно и то же значене д, именно х=а, заключаемъ, что сово- 
купностью условй (3) опредъляется нЪфсколько 
точекъ, лежащихъ на прямой РМ,, параллель- 
ной оси ОУ (фиг. 13), и имфющихъ ординатами 
МР=Ь, М.Р=ь, М.Р =, ит. д. 

Если тецерь вообразимъь, что величина @ 
непрерывно измЪняется, то услоше д = а будетъ 
представлять неирерывный рядъ прямыхъ, па- 
раллельныхь оси ОУ, или, другими словами, Фиг. 13. 
непрерывное измфнен!е величины @ въ уравнеши х = а обусловливаеть 


непрерывное перемфщеше прямой РМ., выражаемой этимъ уравнен]- 
АНДРЕЕВ, АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИИ. 


Е 


емъ. Но, въ силу уравнешя (4), такому измненио величины а будеть 
соотвЪтетвовать непрерывное же измфнеше и вефхь опредфляемыхь 
изь него значенй величины у. Это значить, что при перемфщени 
прямой РМ, каждая изъ точекъ №, М, № ...будеть тавже пере- 
мфщалься, образуя непрерывный рядъ или опиемвая ‘линйо. Каждая 
изъ точекъ этихъ ряловъ будеть имЪть координатами величины, удовле- 
творяющия первому изъ условй (3) или уравневю (2). Что же касается 
другого условя (3), т. е. уравнешя х=а, то при допущен и, что @ 
есть величина измфняющанся, оно перестаеть имфть значене, т. е. оно 
не можеть служить, какъ услоше для выдфленя какихъ-либо точекь 
плоскости. Слдовательно, всф точки рядовъ, описываемыхъ точками 
Л, М,, Мь..., выдфляются поередетвомь только уравнешя (2) вли, 
другими словами, одно это уравнене опредфляеть вполнф эти ряды. 
Ряды, образуемые точками №М,, М, 1:-.., могутъ быть или совер- 
шенно отдфльными одинъ оть другого, какъ напр. на чертежф (фиг. 13) 
ряды М5№ и М №, или непрерывно переходяними одипъ въ другой, 
какъ ММ и М. №. Въ поелЪднемь случаЪ они являются только чае- 
тями или вЪтвями одной и той же лини, Впрочемь и въ первомъ слу- 
ча болфе подробное изучеше свойствь линй обпаруживаеть тфепую 
связь между названными отдЪльными рядами точект, связь, въ силу 
которой ихъ также признають вЪтвями одной и той же лиши, Прини- 
мая все это во внимаше, мы убфждаемся, что всякое уравнене съ двумя 
нензвьъестными опредъляеть на плоскости нъкоторую динио, 
29. Постараемся теперь убфдиться въ обратномъ. 
Пусть дана на плоскости нЪкоторая непрерывная лия АЗ (фиг. 14). 
Возьмемъ на ней какую-нибудь точку №, координаты которой будуть 
ОР=хи МР==у. Если одну изъ этихъ ко- 
` „В ордипать, напр. абециссу, измЪнимь на произ- 
вольную величину РР’, то такому измфненю 
будеть соотвфтетвовать изм$неше ординалы на 
А величину вполн% опредфленную Г.М". СОлфдова- 
тельно, посредетвомъ лини АВ устанавливается 
0 р] >= между величинами хи у такая зависимость, что 
произвольное измфнене одной изъ этихъ вели- 
чинъ влечеть за собою опредфленное измВнеше 
другой, и, при непрерывности лини АВ, эта зависимость будетъ также 
обладать свойствомъ непрерывности 1). Такого рода зависимость назы- 
ваотсл аналитическою и можеть быть выражена такъ: 


у ила есь 


Фиг, 14. 


1) Свойство это состоить въ томъ, что, при достаточно маломь измфневи одной 


изъ двухъ зависящихь другь отъ друга велячинъ, измфненше другой можеть быть сколь 
угодно мальмъ. 


Е 


гдЪ знакъ И означаеть совокупность дЪйствй надъ х и другими веля- 
чинами, принимаемыми за извфетныя. 
Послёднее равенство равнозначуще съ равенствомъ 


Ка, у)=0, 


въ которому оно приводится посредствомъ простых алгебраическихь 
дфйствШ, и такъ какъ это есть общий видъ уравнешя съ двумя неиз- 
вфотными, то и заключаемъ, что всякая линёя на плоскости выражается 
однимь уравнешемь съ двумя нензвъстными. 

30. Во всякомъ уравнеши, выражающемь какую-либо лин, вели- 
зины ди у суть перемфнныя, а потому ихъ называють измфвяющи- 
мися или текущими координатами лини, въ отличе оть координать 
опредфленныхь точекъ, которыя суть величины постоянныя. 


Если двф перемфнныя величины связавы между собою такъ, что 
одну мы можемъ измфпать произвольно, а другая измфняется при этомъ 
лишь въ зависимости оть изифнешй первой, то первую привято въ ма- 
тематик называть независимою перемънною, а вторую ея функшею. 
'Употребляя это наименоване, можно сказать, что изъ двухъ перем%н- 
ныхъ координатъ какой-дибо лини одна есть. функщя другой. Это 
именно и выражено символически уравнешемъ (5). 

Хотя во веемъ сказанномь выше мы имфли въ виду только прямо- 
линейныл координаты, но легко повять, что т% же разсужденя при- 
мВнимы и ко всякой другой систем координать. Такъ, очевидно, что 
всякое уравпеше 


Ире О 5: ло, ЗЬ 


въ которомъ ги Ф суть полярныя координаты, выражаеть лив!о, и 
обратно, всякая лишя выражается по отношению къ какой-либо поляр- 
ной систем координать уравнешемъ вида (6). 

31. Возможность выражать всякую линшо уравнешемь даеть сред- 
ство къ самому широкому примфненгю алгебраическато анализа къ изу- 
чению какъ самихъ лин, такъ и всякихъ ихъ сочетав!й или фигуръ. 

Въ самомь дЪлЬ, между лившей и выражающимь ее уравненемъ, 
очевидно, должна существовать тфеная связь, такъ что велкая особен- 
пость уравневя должна имЪть свое истолковане въ свойствахь лини, 
и обратно, ВелЪдетые этого изучеше лин и, слЪдовательно, фигуръ, 
а съ тфмь вифетб и Геометри вообще, сводится на изучеше уравненй 
въ связи съ установлешемъ общихъ правилъ для такого истолкован!я. 

Если лишя опредфляется геометрически, то первымъ шагомъ для ея 
изучешя должно быть нахождене, на основани этого теометрическаго 
опред лен1я, ея опредфленя аналитическаго, т. е. уравнен!я. 


р ай 


Возьмемъ для примВра кругъ. Эта лини опредфляется геометри- 
чески, какъ такая, всЪ точки которой находятся на равныхь разотоя- 
яхъ оть одной и той же точки, называемой 
центромъ. Обозначимь чрезъ х абсолютную ве- 
личину радтуса, чрезъ с и # координаты центра 
С, а чрезъ х и у координаты какой-нибудь 
точки М на окружности относительно н%кото- 
рой прямолинейной системы (фиг. 15). Въ силу 
теометрическаго опредЪленйя круга, между вели- 
чинами этими должно имфть мфето соотношение: 


Ув (и -Е2=—-и—Везо=и, 


или 


(2— <) -(у—8)--2(#—&)(у—В)сзо=я,... (7) 

ГД © есть уголъ между осями координатъ. Такъ.какъ этому соотно- 

шенио удовлетворяютъ координаты всякой точки окружности и не 

удовлетнворяютъ координаты точекъ, лежащихъ впутри или виЪ круга, 
то оно и будетъ уравнешемъ круга. 

Вь случа прямоугольной системы координат уравнеше круга будеть 


(#— «+ и—в*=т, 


и оно обращается въ 
а-и=м, 


когда начало координать находится въ центр круга. 

32. Наиболфе общую задачу Аналитической Геометр!и составляеть 
такое изучеше линй, въ которомъ за исходный пункть принимаетея 
не. геометрическое ихъ опредфлеше, а самый общий видъ выражающихь 
ихъ уравнешй. Чтобы это изучеше было систематическое, лини под- 
раздьляются или классифицируются на основаши признаковъ, характе- 
ризующихъ самыя уравнешя. Такъ, прежде всего лив!и раздфляются 
на алебраическя и трансцендентныя. 

Алгебраическою называется всякая лин!я, которая относительно пря- 
молинейныхь системъ координать выражается алгебраическимь урав- 
ненемъ. Другими словами, алгебраическая лив!я есть такая, для ко- 
торой общая зависимость между прямолинейными координатами любой 
ея точки выражается совокупностью однихъ только алгебраическихь 
дЪйстый надъ ними. Если же эта зависимость не можеть быть выра- 
жена одними только алгебраическими дфйствями, повторенными въ ко- 
нечномъ числЪ, то какъ уравнеше, выражающее лин!ю, такъ и самая 
линя называются трансцендентными. 

Къ числу зависимостей, не выражающихся алгебраическими дВй- 
стыями, принадлежать, напримЪрь, зависимости между угломь и ео 


ах 


синусомь, между степенью и ея показателемъ и т. д. Велфдетые этого 
лиш, выражаемыя уравненями: 


у=5ших или у=а*, 


суть трансцендентных. 

Во всякомъ алгебраическомъ уравнеши, при помощи алгебраическихь 
же дЪйстый надъ его объими частями, могутъ быть уничтожены дЪлители 
и радикалы, велфдстые чего уравнеше это приводится къ такому виду 


Ка) =0, 


въ которомъ первая часть есть такъ называемая цфлая функшя, т. е. 
алгебраическй многочленъ съ двумя неизвёстными. Смотря по степени 
или измфрен!ю этого многочлена, лини раздляются на порядки. Такъ, 
алгебраическая ливя будеть 1-го, 2-го и т. д: порядка, когда въ вы- 
ражающемь ее уравнев!и /(х, у) =0 первая часть будетъь многочлен 
1-й, 2-й и т. д. степени. 

Обративъ внимаше на уравнеше (7), убфждаемся, что кругъ есть 
алгебраическая лишя второго порядка. 

33. Одна и та же лишя выражается, вообще говоря, различными урав- 
нен!ями, смотря по тому, относительно какой системы координать мы 
ее разсматриваемъ. Поэтому является вопросъ: какъ, зная уравнеше ли- 
ви относительно одной системы координат, найти ея уравнеше отно- 
сительной другой? 

Такъ какъ искомое или новое уравнеше есть аналитическое выра- 
жеше зависимости, которая существуеть между новыми координатами 
каждой точки лини, то, для вВахожденя этого новаго уравненя, нужно 
только въ прежнее уравнеше /(х, у) =0 подставить на м$ето перемфн- 
ныхъ хиу ихъ выраженя изъ формулъ для преобразованйя координатъ. 

Если какъ прежняя, такъ и новая системы координатъ — прямоли- 
нейныя, то эти выражешя суть линейныя. ВелЪдетые этого отъ вне- 
сешя ихъ на мфото хи у въ многочленъ {(2,у) послёдый преобра- 
зуется въ повый многочлень Е(х,у), степень котораго не можетъ быть 
выше степени прежняго. СлФдовательно, отъ преобразованя прямоли- 
нейныхь координатъ степень уравненя лини не можеть повыситься. 
Отсюда слфдуетъ также, что она не можеть и понизиться, ибо въ про- 
тивномъ случаЪ обратное преобразоваше координатъ, т, е. переходъ 
оть новой системы къ прежней, приводило бы къ повышенйю степени. 

Лив, разсматриваемая по отношеню къ какой-нибудь систем ко- 
ординаль, называется озинесенною къ этой системф. Употребляя для 
краткости этотъ терминъ, можно сказать на основаши предыдущаго, 
что степень уравнешя всякой аллебраической лини остается одна и 
та же, къ какой бы прямолинейной системъ координать эта лимя ни 
была отнесена. 


ЕАО 


Порядокъ лини представляетъ, слфдовательно, такую ея особенность, 
которая не зависить отъ выбора осей координать и лежитъ, такъ ска- 
зать, въ самой природВ лини. 

34. Если въ алгебраическомъ уравнении {(х, у) =0 многочлень, 60- 
ставляюний первую часть, есть произведеше двухъ многочленовъ низ- 
шихъ степеней, то уравнене это выражаетъ совокупность двухъ лин. 

Въ самомъ дфлЪ, полагая 


Иа, у) = 9 (2, у)-4 а, у), 


будемъ имфть, что уравнеше {(х, у) =0 удовлетворяется вефми тфии 
точками, которыя удовлетворяютъ каждому изъ уравнешй $(2,у)=0 
и (5,9) =0 въ отдфльности. Слфдовательно, первое уравнене выра- 
жаеть не что иное, какъ совиВстно взятыя двф линш, выражаемыя 
двумя поелфдними уравнен1ями. 

Сказапное распространяется, очевидно, и на тоть случай, когда пер- 
вая часть уравнешя разлагается на большее число множителей, изъ ко- 
торыхь каждый есть цълый многочлен. 

Если же одинъ изъ множителей многочлена [(2,у) есть постоянный, 
т. е. вовсе ие зависящий отъ перемфиныхъ координать 2 и у, то его мож- 
но откинуть, не измфняя значеня уравненя. ДЪйствительно, при услови 


Ка, у) = М.Г, у) 
всф значешя неизвФетныхъ, удовлетворяющия одному изь уравненй 
Ка,у)=0 и (в, у)=0, 
должны удовлетворять и другому. Оба эти уравнен!я выражають, слЪ- 
довательно, одну и ту же лин!ю. 
Мы видимъ, такимъ образомъ, что обф части всякаго уравненя мож- 


но умножать или дЪлить на постоянныя количества, не измфняя этимъ 
теометрическаго значен!я уравненя, 


ТЛАВА ВТОРАЯ. 
ОПРЕДЪБЛИТЕЛИ. 


$1. Основныя свойства опред лителей. 


35. Положимъ, что мы имфемъ и? какихъ-нибудь количеств, рас- 
положенных въ таблицу, состоящую изъ п строкъ и п столбцовъ. 
Чтобы изъ самаго обозначешя этихъ количествь видно было, какое 
мфсто каждое изъ нихъ занимаеть въ таблицф, будемъ означать коли- 
чества, находящяся въ одномъ столбцЪ, одною и тою же буквою съ 
присоединешемь только различныхь указателей, послдовательность ко- 
торыхъ соотвфтетвуеть послфдовательности строкъ. Разематриваемая 
таблица количествъ будеть, слфдовательно, имЪть такой видъ: 


И, а, 
а, 6, 3,2. 
аз, В, 63, -- из 


ан, бы, п, - 


Выберемь изь вефхъ этихъ количествь группу п такихь, между 
которыми не было бы принадлежащихь одной и той же строкЪ или 
одному и тому же столбцу. Такихъ группъ можеть быть, очевидно, 
иЪеколько. Одну изъ вихъ, именно группу 


‚Вы, 63,---Иву 


состоящую изъ количествъ, расположенных по дагонали таблицы, 
мы будемъ называть злавною. Ве остальныя труппы получатея изъ 
тлавной, если, сохраняя въ ней порядокъ буквъ, произведемъ всф воз- 
можныя перемфщеня указателей, или, сохраняя порядокъ указателей, 
подвергнемъ всевозможнымь перемфщешямъ буквы, Число групиъ бу- 
детъ, слЪдовательно, 


1.2.3...п: 


Е 


36. Перемножая количества, составляюпя каждую такую группу, 
составимь изъ произведен алгебраическую сумму такъ, чтобы глав- 
ный. членъ ел 


‘равно какъ всф тф, которые получаются изъ него посредствомъ четнаго 
числа взаимныхь переетановокь указателей, были взяты со знаномъ -Ё, 
а 16 члены, которые получаются изъ главнаго чрезъ нечетное число 
такихъ перестановокъ, со знакомъ — . 

Составленное такимъ образомъ алгебраическое выражене разематри- 
ваемыхъ количеетвъ называется опредъаителемь или детерминантомьу 
‹амыя же количества его элементами. Произведена элементовъ, состав- 
ляюнця елагаемыя опредфлителя, суть его члены. Число и называется 
порядкомь опредфлителя. 7 

37. Въ тьхъ случаяхъ, когда должны быть указаны всЪ элементы, 
опредЪлитель принято. обозначать такъ: 


| мы, а, --м 
а, 65, @а, 
28, в, в |, ны 


@н, Вы, бп,- Ш 


| 
| 


Сокращенно же можно употреблять слфдующее обозначенше: 


ХУ== че... 

Изъ сказаннаго слдуеть, что опредфлитель второго порядка есть 
разноеть днухъ произведешй: 
а, | _ 
а, 


Опредфлитель 3-го порядка есть алгебраическая сумма шести про- 
изведен!й: 


У=аь=ав— И. 


м. в, а | 
аз, №, в |= Ха = 
аз, 63, 63 | 


а. Вас; — вас» -[ азвзс, — азвисз -- азс — азбзе 
Вь частности: 


25 


38. Прямыми слёдотвями даннаго способа составлешя опредфлите- 
лей изъ элементов являются слфдующйя ихъ свойства. 
1) Величина опредЪфлителя не м$няется, если строки будутъ замф- 
нены столбцами и обратно, при сохранен! и послфдовательноети тЪхъ’ 


и другихъ, т. е. 


а, , а, 


Чту бы, биз Мы 


сш | 
аз, В, 6-2 | 
аз, 63, 63,--- | 


а, аз, аз, - - ан 
ы, ь, в, 

С, 63, 63,---Сп 
Му №, М3, › + „Мы 


Въ самомъ дфлЪ, группы элементовъ, изъ которыхъ составляются сла- 
гаемыя для обоихъ опредфлителей, очевидно, однЪ и тЪ же, а потому 
члены этихъ опредфлителей соотвфтетвенно равны по абсолютнымъ ве- 
личинамъ. Замфчая же, что оба опредЪлителя имфють одинъ и тотъ же 


главный членъ. 


а1ьбз. - Ш, 


заключаемъ, что и знаки у равныхъ членовъ должны быть одинаковые, 


2) Опредфлитель измфняеть знакъ, сохраняя абсолютную величину, 
если два каве-нибудь столбца будуть перемфщевы одинъ на мфсто 


другого. Тавкъ наприм®ръ, 


а, в, а, ---щ 
а; в, са, - в | 
аз, В, 63,3 


| 
т 
| 


ан, г бт и | 


| Бум, а, 
| Вы, а, са- 


"ит 


С] №, 43, баны 


бы, @н, си, 


М | 


Это елдуеть изъ того, что слагаемыя новаго опредфлителя, по аб- 
солютнымь величинамъ, суть тЪ же самыя произведен1я, какъ и въ 
данномъ опредфлителф, но тотъ членъ, который въ новомъ опредфли- 
телЬ есть главный и, слЪдовательно, берется со знакомъ --, получается 
изь главнаго члена даннаго опред$лителя только одной перестановкой 
двухъ буквъ, велфдетме чего равный ему членъ даннаго опредфлителя 
имфеть знакъ обратный: Отсюда же слфдуетъ, что и остальные члены 
обоихъ опредфлителей, какъ получаюциеся изъ главныхъ однимъ и тёмъ 
же способомъ, должны, при равныхъ абсолютныхъ величинахъ, разли- 


чатьсл знаками. 


3) Опредфлитель равняется пулю, если въ немъ элементы двухъ ка- 
кихъ-нибудь столбцовъ послфдовательно равны между собою. Такь папр.: 


а, вы, а, ---щ | 
а, баз со | 
аз, вы, 6а,-- из ты 
| 
| 


если 


@ =а, а. = 63, аз = 63 ,- - .@в == Си. 


Это слфдуеть изъ того, что при такомъ услоши оть перемфщеня 
одинаковыхь столбцовъ одного на мфето другого опредфлитель вовсе не 
долженъ мёнатьсл и въ то же время, на основаши предыдущаго свой- 
ства, онъ долженъ мфнять свой знакъ. 

39. Изъ способа составлен!я опредЪфлителей видно, что во всякомь 
опредфлител В существуеть по нЪсколько членовъ, содержащихъ множи- 
тедемь одинъ изъ элементовь перваго столбца, и не можеть быть чле- 
новь, въ которые не входилъ бы множителемь ни одинъ изъ ‘элемен- 
товъ этого столбца. Отеюда слфдуетъ, что опредфлитель (1) можно 
представить слфдующимъ образомъ: 


а А-а А:  азАз-..- Раннее: (2) 

Представленный въ такомъ вид, опредфлитель (1) называетея раз- 
ложеннымь пд элементамь первазо столбца. 

Понатно, что тоть же опредфлитель можеть быть разложень по эле- 
ментамъ всякаго другого столбца или какой-угодно строки. Такъ, раз- 
лагая опредфлитель (1) по элементамь 3-го столбца, представимь его 
въ вид суммы 

еб, Е ебу - сзСа-Е .., Рен», 
а разлагая по элементамъ 1-ой строки,—вЪ вид суммы 
а-ы В -а@-...+щ 0... .... (3) 

Во вефхь этихь разложевяхъ множитель, на который умножается ка- 
кой-либо элементъ разсматриваемаго столбца или разсматриваемой стро- 
ки, мы будемъ обозначать тою же буквою (но большою) и съ тфмь же 
указателемъ, какъ и самый элемевтъ. 

Изь возможности указавнаго разложешя обваруживаются еще сл%- 
дующйя свойства опредфлителей. 

1) Еели веЪ элементы одвого изъ столбцовь или одной изь строкъ 
суть вули, то и самый опредфлитель равенъ нулю. 

2) Если веЪ элементы одного изъ стоабцовъ или одной изъ строкь 


будуть помножены на какую-нибуль величину, то чрезъ это и опред- 
литель помножается на ту-же величину. 


ета 


3) Величина опредфлителя не мфняется, если къ элементамъ какого- 
нибудь столбца будуть прибавлены количества, пропорщюнальныя еоот- 
вЪтетвующимь элементамъ другого столбца. То-же самое и относитель- 
но строкъ. ы 

40. Произведеше и.4, въ разложении (2) или (3) есть алгебраиче- 
ская сумма веЪхъ тЪхъ членовъ даннаго опредфлителя, которые содер- 
жать множителемьъ элементь а. Такъ какъ вс эти члены получаются, 
изъ главнаго 

@1 6563 - - Ин 


посредствомъ всевозможныхъ перемфщен!й вефхъ буквъ, кром$ а, то 
яено, что множитель А; составляетея, по общему правилу для. состан- 
лешя опредФлителей, изъ элементовъ даннаго опредфлителя, за исклю- 
ченемь расположенныхь въ первомъ столбцф и въ первой строкф. Та- 
химъ образомъ имфемъ: 


Опредфлитель, который получается изъ даннаго опредфлителя, когда 
въ немъ будеть выкивуть какой-нибудь столбець и какая-нибудь стро- 
ка, называется его ходчиненнымь опредълителемь или миноромь. Оче- 
видно, что число миноровъ даннаго опред®лителя равняется чиелу его 
элементов, т. е. и?, такъ-какъ каждому элементу соотвЪтетвуеть 0со- 
бый мипоръ, получающийся исключешемь того столбца и той строки, 
которымъ этоть эдементь принадлежит. 

Множитель А, при элементЪ а, есть, слфдовательно, опредЪлитель 
миноръ соотвЪтетвующий этому элементу. 

Чтобы найти значеше множителя А», гдЪ № какое-угодно число, пе- 
ренесемъ въ опредфлителЪ (1) Ё-ую строку на мЪето первой. Такъ какъ, 
это перенесене можно произвести поередствомъ (# — 1) послфхователь- 
ныхь перестановокъ #-ой строки съ каждой изъ предшествующихь, & 
при каждой изъ такихъ перестановокъ мфняется знакъ опредфлителя, 
то, очевидно, будемъ имфты 


ак, бы, сы, +4 | 
и, ба, 
ба, бы, са ь | 


=(—- 1 Ка, Ч адь--... Надь- ... Ра, А»). 


Отсюда убфждаемсея соотвфтетвенно съ предыдущимъ, что 


Ыб ,а 


ибкаею ось 
| СЕ 

Вы (уе! Ь ‚. 
ен у Фа, сы ,. 


|6» 2 бя 


Принимая во внимав!е, что сказанное о строкахъ должно быть спра- 
ведливо и для столбцовъ и обратно, приходимь къ слБдующему обще- 
му заключению: 

Въ разложени опредфлителя по элементамъ какого-нибудь я 
или какой-нибудь строки каждый элементь умножается на соотвЪтству- 
ющЙ ему опредфлитель миноръ, причемъ | послЪднй берется со зна- 
комъ --, когда сумма чисель, означающихь порядки строки и столб- 
ца, которымъ принадлежитъ этотъ элементъ, будетъ числомъ четнымъ, 
и 60 знакомь — въ противномъ случа%. 


$ 2. Рьшен1е сиетемь линейныхъ уравнен!. 


41. Приложимъ сказанное къ выводу общихъ формулъ для ршешя 
совмЪстныхь уравнешй первой степени со многими неизвфетными. 

Пусть мы имфемь слфдующую` систему » такихъ уравневй съ » не- 
иавфетными: 


ах Ву-ае-... Вий =я 
аж Е фау её --... Рё = 
аа -Е зу её -[.. р 23 НТ 


ах-- Ех Не аЕЫ ра 


Обозначимъ чрезь Д опредфлитель, составленный изъ и? коэффи- 
щентовъ при неизвъстныхъ, т. е. положимъ: 


| м, ы, а, Ш 

| @з, ба, 62,-- 

| 43, 63, 63... Е. 
М 

| аъ быти --ьми | 


о Я 


Разлагая этотъь опредфлитель по элементамь 1-го столбца, будемь 
имЬть: 
а А -- аз Аз -- азАз р... а, 4. = Д. 
КромЪ того должно быть: 


4 --ь44--... 4, =0, 
с. Ал -Н с Аз -Е сз -- ..--Ё 4, =0, 


такъ какъ здфеь первыя части суть таве опредфлители, въ которыхъ 
два столбца имфють одинаковые элементы. 

На этомъ основан, помножая данныя уравнешя посл довательно на 
Ат, Аз, Аз,...Ан и складывая ихъ почленно, получимъ: 

Д;=и 4 РА: -ЕазАз- - он, 
откуда 
чл. Аа -Р оз... 04» М 
ТА д’ 

ЗдЪеь М, есть, очевидно, такой опредфлитель, который получимъ, 
замЪнивъ въ опредфлителЬ /\ элементы перваго столбца соотв тетвен- 
ными постоянными членами данныхъ уравнений. 

42. Такимъ же точно образом, разлагая опредфлитель Д по эле- 
ментамъ 2-го столбца, будемъ имфть: 


ыВ НЬВ В... НВ =Д, 
И ВЬ 10 же время 


а Ви -- а3В  азВз--... В» =0, 
с Ву Не Вь НВ: |... -- си Вь =0, 


ши В Риз Вь-Е из Вз--..- Ри Вь=0; 
поэтому, сложивши почленно данныя уравненя, помноженныя послдо- 
вательно на В, В, В: ... В», получимъ 
Ду=иВ В. Ривз... РВ» 
и, слфдовательно, 
п В В Роз Вз-- -.. В» _ Му 
ух Я 
д д 
гдВ М, есть рёзультать зам$ны въ опредфлителВ Д элементовь вто- 
рого столбца вторыми частями данныхь уравнен!й, 
Точно также получатся выражен я и для остальныхь неизвфетныхъ. 
Мы видимъ, такимъ образомъ, что каждое неизвестное въ систем 
уравнешй первой степени съ » неизвЪстными выражается отношенемъ, 
въ которомъ послфдующий членъ есть опредфлитель, составленный изъ 


с. ще 


коэффищентовъь этихъ уравненй, а предыдуш!й получается, какъ ре- 
зультать замфны въ этомъ опредфлителЪ коэффищентовъь при опред%- 
лнемомьъ неизвфетномь соотвЪтетвующими постоянными членами, 
43. Полагая въ уравнешяхъ (1) , 
==... = =0, 
будемъ имЪфть систему я однородныхъ уравнен!й съ» неизвфетными: 


аа Руа... Ещё =0 
ах Буре... Е ий=о 
ах Е зу -Реза-- ... Её =0 


пет И 
гаи ый ызь ры 
Такь какъ въ этом случаЪ опредфлители 1/,, М,,... М, должны 


равняться нулю, то изъ предыдущихь выраженй для неизвфетныхь 
2, у, .-. будемъ имЪть: 
Д==Ду=Д+=...=ДЕ=0. 

Это показываеть, что разематриваемая система уравнен!!й (2) только 
тогда удовлетворяется значешями неизвфетныхь, не равными одновре- 
менно нулю, когда опредфлитель /\ равняется нулю. Равенство, 

Д=о 
есть, слЬдовательно, услоше, при которомъ уравнешя ‚(2) совмфстимы, 
т, е. удовлетворяются вс одними и тёми же величинами неизвВстныхъ. 

Ясно, однако, что, кавими бы значешими неизвфетныхь ни удовле- 
творялось какое-нибудь изъ этихъ уравненй, оно будеть удовлетво- 
рятьея и произведенями этихъ значешй на одну и ту же произволь- 
ную величину. 

'Изъ однородныхь уравнен!й не опредфляются, слфдовательно, самыя 
неизвфетныя, и могуть быть найдены только отношеня ихъ или вели- 
чины имъ пропорщональныя. 

44. Для нахождешя я величинъ, пропорцюнальныхь неизвфстнымъ, 
въ уравнешмяхъ (2) достаточно имфть (и—1) изъ этихъ уравненй. 

Въ самомъ дфлЪ, такъ какъ опредфлитель Л можеть быть представ- 
ленъ въ видЪ 


а А, --Ы В, - «а... -щ И, 

то должно. быть: 
а. А -- В, аб... Ее. =0, 
ава НВ ++ саб... 4 изб =0, 


дыдн Ве мы, 


РИ 


ибо первая чаеть каждаго изъ этихъ равенетвъ есть опредфлитель, въ 
которомъ элементы двухъ строкъ одинаковы. Эти равенства показыва- 
ють, что величины А,, В, С,,-.. 0ь, которыя вовее не зависять 
отъ коэффищентовъь перваго изъ уравнений (2), удовлетворяють осталь- 
нымъ (и—1) изъ нихъ, Слёдовательно, рьшешя этихъ (и — 1) одно- 


родныхъ уравнешй будуть: 
х=РА,, уУ=ЕВ,... =, 
тд произвольный множитель. 


45. Уравненя (1) принимають видъ одвородныхъ, если вторыя части 
ИХЪ М, 02, ..- я ЗАмфнимь чрезь —и®, —0,... —0и@ и будемъ 
разематривать © какъ неизвЪстное. Полагая же © = —1, возвратимея 


снова къ неоднороднымъ уравневямъ (1). 


Отсюда слфдуеть, что усломе совифетимости (и --1) неоднородныхь 


уравнен!й съ п неизвфстными, каковы уравнешя 


а -- Бу-Е сое - - + - Е мо = 00 
аж у-- аа --. Ещё = 
ана -- уровень 


аж -Н Фыу - сне -- .-. Е == 


Аа. 


есть то же, какъ и для одпородныхъ уравнешй съ тфми же коэффиц!- 
ентами. Это услоше есть, слЪдовательно, равенство нулю опредвлителя 
(и-- 1)-го порядка, составленнаго изъ вефхъ этихъ коэффищентовъ, 


включая и постоянные члены, т, е. 
40 > бо, 6, -- + 0 | 
а, в, а, - | 


23, Вау ев | 


Чт, бы, Сп В | 


$ 3. Перемноженте опредфлителей. 


46. Возьмемъ систему уравненй первой степени съ тремя неизвёстными 


ая-Рыу-ае = 


вору еее 


аж -Н зу Ес = 


и пусть ихъ постоянные члены 7, $, # сами опредЪляются изъ такой 


же системы уравненй: 
ви Аз = | 
@зт-- Выв-- уё == 92 | $4 
аз" -- Ваз -- 73 == 63 


83 = 


` Подставляя въ эти послфдийя вмфсто х, зи ихъ выражен!я изъ (1), 
получимъ систему уравненй: 


Аз-- Ву-- Об =4 
шота ле ОчАИдяВ 
Азх -- Взу - С = 6 
А: = ив + ай, - аз, А; = а, -|- ав» -- аз 
тд В =ыа в ый |, В=иа 8 НЫ , 
С, = аа + св: - сз | С; = паз -- сзвз [37 


Аз = и @з-- авз -- аз 
Вс -- 683 НВ 
С = аб -- с5йз 5 сы 


Если положимъ 


Ат, В, | м, ы, а | а, @, п 
4з, Ва, С, | =Д, | аз, &, в | =Р, |0, в, | =®, 
Аз, Вз, 03 | аз, 63, 63 | сз, 63, 7з 
то будемь имфть изъ системъ (3) и (2): 
и ом, ом, 
д д» Е Ь, 
№ №, № 
ааа ор. аз ие 
и оао 9 (5) 


Система же (1), по внесеши въ нее послфднихъ выраженй для”, 5 
и #, обратится въ 


аи ву 
вы -=' . 
оу 


Рьшая эти уравнен!я, получимь для х, уи 2 выражешя, въ кото- 

рыхъ общ знаменатель будетъ, очевидно, 
Р.0. 

Такъ какъ эти значешя неизвфстныхь суть т же самых выражешя 
ихъ чрезь коэффишенты уравневй (1) и (2), какъ и представляемыя 
равенствами (4), то обийе знаменатели въ тЪхъ и другихъ выраже- 
в1ихъ должны быть равны, т. е. 


Р.0=Д 
|щ, бы, а а, в, т А, В, С 
а | а, 6, 2» | * | @а, 6%, 7 | == | 4, Вь, С: 
@з, 3, 63 сз, 8з, 7з| Аз, Вз, С. | 


Е Пр 


Это заключене имфеть, очевидно, мфето при какомъ-угодно чиель 
неизвфстныхь и уравненЁй системъ (1) и (2). Оно представляеть пра- 
вило для перемножешя опредфлителей, состоящее въ слфдующемъ, 

Произведеше двухъ опредфлителей одного и того же порядка есть 
опредФлитель того же порядка, элементы котораго суть суммы произве- 
ден элементовь множителей. Именно, элеменл“ь и-го столбца и п-й 
строки равенъ сумм произведенй элементовь т-го столбца одного 
множителя на соотвфтетвующе элементы »-й строки другого. 


ПримЪръ: 


а, а | т, в —_ | ат-- ев, 5т Ра» | 
с. 4‘ в,9| | ар са, № {аа | 


Такъ какъ въ множителяхъ строки могуть быть принимаемы за столб- 


цы и обратно, то произведеше тхъ же опредЪлителей равно опредЪ- 
лителямъ. 


| ат-- ср, т--@р | 


ап-- а, т--а | 
или 
| ат-ЕЪр, ст--4р | 
ап--М, в-- аа |’ 
или у 


ат-- т, став : 
ар-- м, «44 


47. Если въ какомъ-нибудь данном опредфлитель замфнимь каж- 
дый олементь соотвфтетвующимь ему опредфлителемъь миноромъ, то 
получимъ новый опредзлитель, который называется эронэводнымь дан- 
нато. Этоть же послёднй называется начальнымь по отношению къ 
своему производному. 

Между двумя такими опредзлителями существуеть простая зависи- 
мость, которую, на основаши сказаннаго, легко обнаружить. 

Возьмемъ опредфлитель ®-го порядка 


и, в, а... 
аз, ба, са - 
@з, 6, с: 


| @пу бы, си. 


Андеить, АНАЛИТИЧЕСКАЯ ТЕОМЕТРИЯ. 3 


о 


Вел детвые извфстнаго намъ соотношешя между множитёлями въ раз- 
ложени даниаго опредфлителя и его минорами (см. стр. 28) можно 
производный опредзлитель представить слфдующимь образомъ: 


Перемножая эти опредЪлители по указанному сейчасъ правилу и за- 
мЪчая, что вообще 


ар Аь-{- бЫВь - сЕбь-- ... Ри ь= Д 


ав -- ыы сьб,-|- «. Е и ео, 
тдЪ указатели # и 1 каке-угодно, будемъ имфть: 


или 
или 
д’ — д. 


Итакъ, производный опредфлитель равняется начальному, возвышен- 
ному въ степень, единицею низшую его порядка. 


ГЛАВА ТРЕТЬЯ. 
ПРЯМАЯ ЛИНИЯ. 


$1. Уравнен!е прямой. 


48. Уравнеше всякой лини представляеть, какъ сказано выше, за- 
висимость, евязывающую координаты какой-угодно точки этой лини 
съ постоянными величинами, значешями которыхъ опредфляется ея видъ, 
и расположене относительно системы координать. Эти постоянныя, ка- 
кого бы рода они ни были, называются параметрами “лини, 

Постараемся найти уравневе какой-нибудь прямой лини 1’ отно- 
сительно прямоугольной системы ХОУ (фиг. 16). Для этого опустимъ пер- 
пендикуляръь ОР изъ начала координатъ на разсматриваемую прямую и 
назовемъ длину его чрезъ р, а уголь, состав- 
ляемый имъ съ осью ОХ, чрезъ <. Величи- 
нами р и'& опредЪляется` положене прямой; 
ов% суть, слфдовательно, параметры прямой, и 
искомое уравнене должно представлять зави- 
симость между этими величинами и коорди- 
натами точекъ, лежащихь на прямой. 

Пусть М будеть какая-нибудь точка пря- 0 м 

мой Г.Г’. Построимъ ея координаты ОМ=х Фиг. 16. 
и М№И=у и проведемъ двЪ прямыя № и МН, изъ которыхъ пер- 
вая параллельна Г.Т”, а вторая перпендикулярна къ ней. Очевидно, 
что при всякомъ положеши точки М ва прамой СГ’ должно имфть 
мфсто равенство 


< 


оа-- НМ=оР. 
Но ОР=Ь, и кромЪ того изъ треугольниковь Об Ми НМ М имфемт: 


04 = ОМсоз МОС = 2603& 
и НМ = М № ММН = узта. 


Велфдетве этого предыдущее равенство принимаеть видъ: 


шеоза-- узша=р 
или асозе-р узша—р=0. 0.1) 


в 


Такъ какъ это равенство справедливо при всякомъ положени` точки 
М на прямой ГЛ” и не можеть имфть мЪета при всякомъ другомъ по- 
ложени этой точки, то оно и будетъ искомое уравнеше прямой .1.1/. 

"49. Относительно перемфиныхь д и у уравнеше (1) есть алгебраи- 
ческое первой степени. Поэтому, принимая во вниман!е неизмфняемость 
степени уравненя отъ преобразовавя прямолинейныхъ координать и 
замфчая, что разематриваемая прямая Г.Г’ была взята совершенно про- 
извольно, мы можемъ сдфлать общее заключеше: прямая линёя есть 
линя амебраическая первало порядка. 

50. Чтобы убфдиться въ справедливости обратнаго предложеня, 
достаточно также ограничиться случаемъ прямоугольной системы ко- 
ординатъ. 

Возьмемь общее уравнене первой степени 


Ае- Ву 0 0: еее) 


тдь А, Ви суть кавя-угодно дЪйствительныя величины, и поста- 
раемся обнаружить, какую лин!о оно выражаетъ относительно прямо- 
угольной системы координать ХОУ. РаздЪливъ обЪ части этого урав- 


неня на УА?- В®, мы, не измфняя его геометрическаго значеня, 
дадимъ ему видъ 


И: Ле 
Ув ‘Узы Узы 


Такъ какъ теперь коэффищенты при хи у удовлетворяють условию 


а 


р: ы ев В з 1 
(= ,) та зы 
то долженъ существовать такой уголъ а, чтобы было 


и зшае= 


В 
уз 
КромЪ того должна, очевидно, существовать такая длина р, выра- 
женная въ тЬхъ-же единицахь, какъ и координаты 2, у, чтобы было 
и. 
УА?- В 
Въ силу этихъ поелЪднихь равенствъ уравнеше (3) является тожде- 
ственнымъ съ уравненемъ (1), а потому должно имфть одинаковое съ 
нимъ значене. Слфдовательно, какъ это уравнене, такъ и данное (2) 
выражаеть прямую. 
Итакъ, убждаемся, что всяхая лимя перваю порядка есть прямая. 
Веф остальныя алгебраичесвя лини, а также и лин!и транецендент- 
ных, вошло въ обычай называть общимъ именемъ кривыл. 


Я г 


51. Уравнеше (2) называется обшимь уравнешемь прямой линёи. Ураз- 
нен!е (1) именуется ея уравнешемь въ нормальной форм. 

Для того, чтобы общее уравнене прямой, отнесенной къ прямоуголь- 
ной систем координатъ, привести къ нормальной формЪ, нужно тольйо, 
какъ видно изъ сказаннаго, раздфлить об его части на квадратный 
корень изъ суммы квадратовъ двухъ первыхъь коэффищентовъ. 

Въ уравнеши (1) величину р можно всегда считать положительною, 
т. е. понимать подъ этимъ обозначешемьъ только абсолютное разстояще 
прямой отъ начала координатъ. Въ такомъ случаЪ, при различныхь 
положеняхь прямой, уголь &« долженъ получать различныя значешя 
оть 0° до 3609. Если же допустимъ, что р можеть имфть ‘оба знака, то 
достаточно углу & придавать значеня, не превосходяшия 1809. При 
этомъ величину перпендикуляра ОР нужно считать положительною, 
когда основаве его Р выше оси ОХ, и отрицательною въ против- 
вомь случаЪ. 

58. Въ случаЪ косоугольной системы координать общее уравнеше (2) 
можеть быть приведено къ виду 


жсоза-- усозй —р=0, + (4) 


гдф р имфетъ то же значеше, какъ и въ уравнени (1), аси В суть 
углы, составляемые перпендикуларомъ къ прямой съ осями ОХ и ОУ, 
тавъ что, означая уголь между осями чрезъ ©, будемъ имфть 

а Р=о. 

Чтобы убфдиться въ этомъ, помножимь обЪ части уравневя (2) на 
неопред$ленный множитель М и постараемся выбрать для него такое 
значеве, чтобы это уравневе сдЪлалось тождественнымь съ уравне- 
в!емъ (4), т. е, чтобы было 

с08& = МА, 6088 = МВ, —р= МС. 
Для этого замЪтимъ, что 
зто = зи (а-- В) = зша созй -- сова эт 8 
или, возвысивъ въ квадратъ, 
ЗПР = зт?а с0528 -|- 03? зт?В -- 2 зе Иа 8 соза 038. 

Замфняя же въ двухъ первыхъ членахъ второй части зш?с чрезъ 
1 — 603? и 3128 чрезъ 1 —с03%@, полузимъ 

$10200 = 6033 -- 038 — 26034 с03 (с03& с03й — зтазш 8) 
или ЗН? = 6032 | 6038 — 26034 6038 с03@. 

Подставивь сюда па мЪфето с054 и с08й ихъ предыдущйя выраже- 
ня, получимь 


51020 = №М2( А -- В? —2АВсоз0), 
ЗНА 


откуда М= 


” 


а = 


Итакъ, чтобы общее уравнеше (2), выражающее прямую относитель- 
во косоугольной системы координать, привести къ виду (4), вужно об 
его части помножить на 


О ЕЕ 
ув — 2АВсозо. 
Уравнеше (4), обращающееся въ (1) при «=, называется также 


‘уравнешемь прямой въ нормальной формт. 

53. Кром раземотрфнныхь видовъ уравнешя прямой лини употре- 
бительны еще друге виды, которые получаются также изъ общаго урав- 
неня (2) посредствомъ простыхъ преобразован й. Такъ, рёшая урав- 
нен!е (2) относительно перем ннаго у, дадимь ему видъ: 


с 


9 
—, 


В 


Ут 


А [2 
или, ая чрезъь а, а ы чрезъ 6, 


у=ад-Ь. рак ОВ) 


Послзднее уравнеше равнозначуще съ (2), ибо получается изъ него 

посредствомъ раздЪленя обфихь частей на постоянное В и неренесешя 

м/  членовъ. Слфдовательно, оно также выражаеть ка- 

кую-угодно прямую. 

Это есть одинъ изъ наиболфе употребительныхь 

видовъ уравненя прямой. Въ немь аи $ суть 

5 > «# параметры. Посмотримь, какое ‘они инфють 
Фиг. 17. геометрическое значеше. 

Такъ какъ, положивъ въ уравнеши (5) х==0, получимъь у=ф, то 
заключаемъ, что $ есть ордината той точки прямой, выражаемой урав- 
нешемь, въ которой она пересфкается съ осью ОУ, т.е. $=0К 
(фиг. 17). Это постоянное называется поэтому ординатою въ началь. 

Что касается другого постояннаго а, то значеше его обнаруживается 
слфдующимъ образомъ. Изъ уравнешя (5) имфемъ 


РЯ 


ПЕ Е 
Но для какой-нибудь точки Л, взятой произвольно. на прямой, 
2=0Р и у= МР. 
Слдовательно, для этой точки 
МР—ОК _ МР— МР _ МИ 


ОР ки КМ 


ов 


Если же обозначимь углы, которые прямая составляеть съ осями 
ОХ и ОУ, послдовательно чрезь с и В, то будемь имфть изъ тре- 
угольника КМУ 

Мм _ 8 МКМ _ па 

КМ з®КММ 
. СлЪдовательно, 7 
зша _ за 
зшй — зт(@— <) ь 

Такимъ образомъ видимъ, что постоянный коэффищенть @ есть отно- 
шен!е синусовъ угловъ, составляемыхь прямою съ осями координать. 
Онъ есть, слфдовательно, величина угловая, опредвляющая направлеше 
прамой, и называется поэтому ея умовымь коэффишентомь. 

Если система координать прямоугольная, то 5т(@ — <) = 03а и 

зто 


а= сс. 
с03 & = 


Для того, чтобы коэффищенть а имфлъ какое-угодно значеше и, слф- 
довательно, уравнеше (5) представляло какую-угодно прямую, углу @ 
могуть быть приписываемы только положительныя величины, не превы- 
шаюнщя 180°, причемъ этоть уголь измфряется между положительнымь, 
направленемъ оси ОХ и тою частью прямой, которая выше этой оси, 

54. Еще одинъ употребительный видъ уравненя прямой можно по- 
лучить изъ общаго уравнения (2), раздЪливъ обф его части на —Си 
перенеся послфдЕЙ членъ во вторую часть. Въ такомъ случа уравнене 
это обращается въ 


и, обозначая 9 чрезь п, а 8 чрезъь ®, мы дадимъ ему видъ: 


‚ВЕ и 
Нины ро свкь) 


Положимъ, что Ги Г/ суть точки, въ которыхъ прямая, выражаемая 
этимь уравнешемь, пересфкаеть оси ОУ и ОХ (фиг. 16). Такъ какъ 


при у=0 уравнеше (6) обращается въ 2= 1, откуда х=т, то за- 


ключаемъ, что постоянная величина т есть абециеса точки 1”, “т. е. 
отрзокъ оси ОХ между началомъ координать и точкою пересфчешя 
©ъ прямою. Подобнымъ же образомъ, › полагая х==0, получимь у==я, 
изъ чего убЪждаемся, что постоянное ® есть ордината точки Г, т. е. 
отрфзокъ ОХ. Итакъ, постоянные параметры р и ж въ уравнеши (6) 
суть отрфзки, отсфкаемые па осяхъ координать выражаемою этимъ урав- 
нешемъ прямою. Смотря по расположению прямой, величины эти мо- 
туть быть какъ положительных, такъ и отрицательныя. ‘ 


ВЕ Ея 


Уравнене (6) выведено нами изъ общаго (2) въ предположени, что 
‘оси координать как!я-угодно. Въ случа прямоугольной системы коор- 


динать, какъ видъ этого уравневя, такъ и значен!е его коэффищентовъ 
остаются тЪ же самые. 


55. Уравнеше (6) можеть быть выведено также изъ уравнен!я (4) въ 
нормальной форм. 


Вь самомъ дЪлЬ, изъ треугольниковь ОРГ/ и ОРГ, (фиг. 16) имфемъ 
ОР = ОГ соз РОГ = ОГ.сов РОГ, 


откуда, полагая ОГ’ =ти ОГ= в, получимъ 


со РОГ = с0за= и и возРОЁ=свзё =. 


Велдетые этого уравнене (4) принимаетъ- видъ 


р, 
2Р Р —р=о. 
жи г р 
Раздфливъ здЪеь всЪ коэффищенты на р и перенеся постоянный 
членъ во вторую часть, мы и получимъ уравнеше (6). 


56. Обратимъ внимаше на случаи, когда одинъ или два изъ коэф- 
фищентовь общаго уравнешя прямой 


Аз-- Ву С=о0 
равнаются нулю. 

Если А=0, то уравнеше удовлетворяется однимъ только постолн- 
нымъ значешемъ у при неопредфленномъ значеши 2. Если же В=0, 
то уравнению удовлетворяеть одно постоянное значеше х и какое 
угодно ‘значеше у. Это показываеть, что въ первомъ случа® уравнене 
выражаеть прямую, параллельную оси 2-овЪ, а во второмъ—параллель- 
ную оси у-овъ. 

Если С==0, то уравнеше обращается въ 

Ах-- Ву=0 
и удовлетворяется при х=0, у=0. Это значить, что прямая прохо- 
дить чрезь начало координать. 

Если А=С=0, то уравнеше обращается въ у=0 и представляеть 
ось 2-въ, а при В==С==0 оно обращается въ х==0 и предетавляеть 
ось у-овъ. : ф 

Наконець, если А = В =0, но С не равняется нулю, то уравнене 
становится невозможнымь при конечныхь величинахь 5 и у. Это пока- 
зываеть, что оно не представлаетъ никакой прямой, точки которой не 
безконечно удаленных (см. стр. 8). Легко видфть, дЪйствительно, что 


такое значеше коэффищентовъ соотвфтетвуеть случаю, когда прямая 
всЪми точками удалена въ безконечноеть. 


Мы положили выше 


тдВ т и я суть отрфзки, отефкаемые прямою на осяхъ координать. 
Отсюда видно, что при данномъ конечномь значени С, отрьзки эти 
увеличиваются съ уменьшешемь А и В, и дфлаются безконечно боль- 
шими, когда 4 = В==0,; Въ этомъ случаЪ прямая принимаеть, слф- 
довательно, такое положеше, въ которомъ она 06% оси координать пе- 
ресфкаеть въ безконечно удаленныхь точкахъ, а потому и всё друйя 
ея точки должны быть также безконечно удаленными. На этомъ осно- 
вани говорятъ, что при А = В =0 общее уравнеше (2) представляеть 
безконечно удаленную прямую. 


$ 2. Задачи на прямыя лин!и. 


57. Въ предыдущемь мы показали, что уравнене всякой прямой мо- 
жеть быть представлено въ одномъ изъ слЪдующихь видовъ: 


Ах- Ву 0=0 
д сз -|- ус0$(0 — <) —р=0 
—=аж-ь даЗЕся ЗСТ) 


Е 
вт т 


Въ какомъ бы изъ этихъ видовъ уравнеше ни разсматривалось, пря- 
мая, имь выражаемая, будеть извфетною и виолнф опредфленною толь- 
ко тогда, когда имфютъ извфетныя и опредфленныя значев!я входящя 
въ это уравнеше постоянныя. Найти кавя-нибудь величины, опред%- 
ляемыя положешемь данной прямой, значить дать ихъ аналитичесвя 
вырзженя чрезъ постоянныя, входящая въ уравнене прямой. 

Если же, напротивъ, прямая неизвфстна и отыскивается по какимъ- 
нибудь услошямъ, то, для опредфлен!я ея, мы должны прежде всего 
выбрать одинъ изъ видовъ (1) представляющаго ее уравнешя и зат мъ 
найти выраженя его постоянныхъ чрезъ данныя величины, входящя 
въ услошя., 

Уравнеше прямой въ каждомъ изъ трехъ послфднихь видовъ (1) 
содержить въ себЪ два постоянныхь или параметра. Это указываеть 
на опредЪляемость прямой лини по двумъ условямъ. 

Что же касается перваго изъ уравнений (1), т, е. общаго уравненя пер- 
вой степени, то по даннымъ усломямъ, опредфляющимь прямую, оты- 
скиваются въ немъ не сами постоянныя 4, В, С, а только отношеня 
двухъ изъ нихъ къ какому-нибудь третьему. Это потому, что отъ умно- 
жешя уравненя на постоянную величину его значене не измфняется, 


= 49 — 


велЪдетые чего прямая опредфляется не одною какою-нибудь системою 
значеый для коэффищентовь А, В, С, но всякою системою величинъ 
имъ пропорщюнальныхь. 

Разсмотримь нЪеколько задачь, въ которыхъ прямыя лини представ- 
ляютея данными ‘или искомыми. ^ 

58: Найти уоль между двумя прямыми, отнесенными къ прямоуюль 
ной системтъ координать. С 

По смыслу задачи должны быть извЪствы уравненя двухъ прямыхъ, 
Положимъ, что они даны въ нормальной форм: 


соза -- узша —р= 


, 
хсоза'-- узша— р’=0. 

Такъ какъ уголь между двумя прямыми долженъ равняться углу 
между перпендикулярами, опущенными на нихъ изъ начала координатъ, 
то, обозначая искомый уголъ буквою ф, будемъ имфть 

ф=е—в, 
и, елЪдовательно, 
с03ф = соза' созё -- зп’ эше, 
Зпф =ш@' с03& — соза' эта. 
Эти формулы и рьшають задачу. 
59. Если уравнены прямыхъ даны въ общемь видЪ 
Ах Ву-б = 
в Ву С=0, ы 
то, приведя ихъ къ нормальной форм посредетвомъ раздфлешя послв- 


довательно на У А? В? и Уд? В’, будемь имфть, какъ видфли 
выше (ем. стр. 36): 


с05@ = Е. т. эта = РЕВ 
и соза' а. ше’ = ВС 5 
У --в"' Ув? 
`Подставлая эти величины въ формулы (2), получим: 
605ф = РЕ: —, пФ = АВ ВА —, + (3) 
УА?- В.И д+-в°' ^ ую. дв 
откуда ие= 48 а 


Когда прямыя лини параллельны между с0бою, то должно быть 
зшф =0и шф=0; когда же онф перпендикулярны, то должно быть 
603ф =0 и щф — <>. Принимая во внимане, что величины А, В, 4’, В’, 
какъ коэффищенты данныхъ уравневй, не могуть быть безконечно 


— 43 — 


большими, убЪждаемея, что услоше параллельности двухъ прямыхъ, 
выраженныхь общими уравневями, есть 


АВ'’— ВА =0, 
а усломе перпендикулярности ихъ 
АА’ ВВ’ =0. 
Первое изъ этихъ условй даетъ 
Ав 
ИЕ ЛВЕ 


Сл®довательно, дв прямыя параллельны, когда коэффищенты при ©0- 
отвфтетвующихь перемённыхь въ ихъ уравнешяхъ пропорщональны. 
60. Если уравненя прямыхъ даны въ видЪ 

у=а-+6 и ужаж-Ы, а 
то уголь между ними долженъ опредфлятьея угловыми коэффищентами 
виа’. ДЪйствительно, обозначая чрезъ 7 и 7’ углы, образуемые пря- 
мыми съ осью ОХ, будемъ имЪть, какъ извфетно: 

ща и Ма; 

и такъ какъ ф=Я’—4, то и получаемь 

гад ВА ВКО 

А НЕО Е ЕЕ 

СлЪдовательно, услове параллельности прямых въ этомъ случа будеть 


а=а, 
а услоше перпендикулярности 
1 аа =0 или аа =—1. 
61. Найти уполь между двумя прямыми, отнесенными къ косоутольной 
системь координат». 
Если уравневя прямыхъ даны въ форм 
2603@ -- усозВ —р =0 
и шсозе'-|- усов’ —р'=0, 
тдЪ, какъ мы знаемъ, «--8=«’--В’=0®, то искомый уголъ ф опре- 
дфляется, какъ и въ предыдущей задачЪ, по формуламъ (2). Если-же 
эти уравнешя даны въ общемъ видЪ, то приведеше ихъ къ предыду- 
щему виду достигается, какъ мы видфли (см. стр. 38), помножешемъ 
ихъ послфдовательно на 
ЕВАВАНЬЕ. = 
Уд? В —2А7В созо' 


велфдотше чего будемъ имфть: 


Азшо р А’зшо 
с05& а и 0603“ = . 
УА?-- В=—2АВсозо УАЗ В*—2А’В'соз® 


откуда 

О АЕ 
У 4?-- В"—2АВсозо УЕ В*—2А’В'с0з® 
Подставляя эти выражешя въ формулы (2), получимъ: 
(АА’-- ВВ’) —(АВ’-- ВА’) созФ 


ша = эта’ 


[к — = 
У д?-- В?—2АВсозо. УАЗ В*—2А’В сво 
ы мы (АВ’— ВА’) зто - 
УА?-Е В—2АВсозо. И А'З-- В —2А'В' 6030 


(АВ’— ВА’) зто 
(ВВ) (АВ ВА) зо ` 


откуда 5$ 


Эти формулы и р5шаютъ задачу. При «=> онф обращаются въ 
формулы (3). м 
Изъ послёднихь формуль видимъ, что услоше перпендикулярности 
двухъ прямых, отнесенныхъ къ косоугольной системф координать, есть 
(АА’-ВВ)—(АВ’- ВА’) сово =0; 
оно можеть быть представлено такъ: 
1, 600, А 
6050, 1:15:28. 
д СВО 
Услоше же параллельности есть то же самое, какъ и въ предыду- 
щемъ случа: 


АВ’ —ВА'=0; 
оно не зависитъ, слЪдовательно, оть угла между осями координатъ. 
62. Найти точку пересъченя двуль прямыхь, данныхь общими урав- 
ненями. 
Координаты искомой точки, принадлежащей обфимъ прямымъ, должны 
удовлетворять одновременно обоимъ даннымъ уравнешямъ 
Аз- Ву С =0 
и А’з-Ву-С =0. 
Слдовательно, вопрось сводится къ совызстному р»шению этихъ 
двухъ уравненй, что, какъ извфстно, даетъ 
80—08 „04—46, ь 
НЕВА" аня о 
Эти формулы и рЬшаютъ задачу. 
Если данныя прямыя параллельны между собою, то общ знамена- 


тель въ выражешяхъ для хи у есть пуль, и потому получимъ д = 
иу= о. 


га 


ре ЕЕ 


Такъ какъ точку, координаты которой суть безконечно большя ве- 
личины, называють безконечно удаленною, то можно сказать, что двё 
параллельныя прямыя пересЪкаются въ безконечно удаленной точк®. 

Если формулы (4) дають для х и у неопредЪленныя выраженя, то 
данныя прямыя совпадають. ДЪйствительно, для того, чтобы было 


ет и > нужно имфть: 
#= ву, ву } 


АВ’— ВА’=0, ВС—СВ’=0, СА’—АСб=0. 


Послфднее изъ этихъ равенствъ есть необходимое слёдетве двухъ пер- 
выхъ, ибо изъ НИХЪ находимъ 
ВЕК 
В ЕО 
Отсюда видимъ, что второе изъ данныхь уравнешй получается изъ 
_перваго умноженшемъ вефхъ его коэффищентовь на постоянную вели- 


4’ : 
чину М =, №910 и значить, что оба уравнешя выражають одну 
и ту же прямую. 

63. Найти услове, при которомь три прямыя, данныя общими урав- 
нещями, проходять чрезь одну точку. 

Пусть уравненя данныхь прямыхъ будуть: 

: Аж--Ву-но=0, 
А’х-- Ву О =0, 
А"х-- В'у-- 0'=0. 

Если существуеть точка, принадлежащая вофмъ тремъ прямымъ, то 
координаты ея должны удовлетворять всёмъ тремъ уравнешямъ. Выра- 
женя (4) представлаютъ рышешя двухъ первыхъ уравнев!й; подстав- 
лая ихъ въ третье, мы и ‘получимъ искомое услове: 

ВС — СВ’ 04'—АС 
” „ 0 
тЫ 
или, по умножени обфихъ частей на (АВ’ — ВА’), 
"(ВС — ОВ’) - В"(СА' — АС) С(АВ' — ВА’) =0, 
что можно представить еще такъ: 


АВ. @ 
д, В, С |=0. 
А”, В", 0 


Искомое услоше есть, такимъ образомъ, результатъ исключеня, пере- 
мВнныхь 2 и у изъ трехъ данныхь уравнен!й. 
64. Найти уравнене. прямой, проходящей чрезь дв данныя точки. 


= 


Пусть данныя точки будуть (м, и) и (2, 55): Возьмемь уравнеше 
прямой въ фориЪ 
„у=ах-. 
При неопредфленныхь 4 и 6 оно представляеть какую-угодно прямую 
на плоскости, но если эта прямая проходитъ чрезъ первую изъ дан- 
ныхъ точекъ, то должно имЪть мЪето тождество 
и = ам 5. 
Вычитая почленно это тождество изъ уравненя прямой, дадимъ ему видъ 
Е у— и =а(#— аа). 

Каково-бы -ни было Значеше углового коэффищента а, это послЪднее. 
уравнеше удовлетворяется координатами 1, у, и, слфдовательно, при 
неопредфленномъ а, оно выражаетъ какую-угодно прамую, проходящую 
чрезь первую изъ данныхъ точекъ. Если` же эта прямая проходить и 
чрезь вторую данную точку, то оно должно удовлетворяться и коор- 
динатами 2, уз, т. е. должно имфть мфсто тождество 

у — и = а(2 — 2). 
Раздфливъ почленно послфднее уравнеше на это тождество, нолучимъ 
Е су ен 
Уи вм 
‘уравнене, которое кромф перемнныхь 2 и у содержить только коор- 
динаты данныхъ точекъ, и такъ какъ оно удовлетворяется этими ко- 
ординатами, то и есть искомое. 

Уничтожая въ немъ знаменателя, дадимъ ему видъ 

(их — (а — зу (ав — из) = 0. 5... (6) 

65. Можно получить тоть же результать слёдующимь образомъ. 

Возьмемъ общее уравнеше первой степени 

Аз Ву С=0. 
Если оно представляетъ искомую прямую, то должны имЪть мЪсто два 
тождества: 


Аа - Ву + 0=0, 
Аж--Вь--6=0, 
откуда, какъ изъ двухъ однородныхъ уравнешй съ тремя неизвфетны- 
ми А, В, О (см. стр. 30 и 31), находимъ: 
ое, Я [21 
и в-м яи-им’ 
велЪдетье чего общее уравнеше и принимаеть видь (6). 
Искомое уравнеше получается, стБдовательно, посредетвомь исклю- 
чешя коэффищентовь А, В, С изъ общаго уравнешя прямой и ‘`резуль- 


А 


таловъ подстановки въ него на мфето перемфнныхь хи у координать 
данныхь точекъ. Его можно представить еще такимъ образом: 


Зуи 
жу, 1 =0. еее. (1) 
[2,1 | 


66. Найти услове, при которомь три данныя точки лежать на 
одной прямой. 

Пусть данныя точки будуть (2,9), (22.95), (2. уз). Прямая, про- 
ходящая чрезъ двЪ первыя изъ нихъ, выражается уравнешемъ (6) или 
(7). Координаты третьей точки, какъ лежащей на той же прямой, долж- 
ны удовлетворять этому уравнен!ю, т. е. должно быть: 


(и-— (а — зд -Ра — и =0, 


или 2 (уз — уз) -- 2 у и) Е — м) =0, 
ам 
или ша, уз, 1 | =0. 
23, уз, 1| 


Это и есть искомое услоше. 

67. Найти прямую, проходящую чрезь данную точку и параллельную 
данной прямой. ы 

Пусть данная точка есть (2л,/) и уравнеше прямой дано въ видЪ 

у—аж-НЪ. 

Ве прямыя линш, проходян!я чрезь точку (2,и), выражаются, 

какъ мы видфли, уравнешемъ 
у—и=т(х— а), 
тдЪ т есть неопредфленный угловой коэффищенть. Ведфдстые же па- 
раллельности искомой прямой съ данной должно быть 
т=а, 
откуда и заключаемъ, что уравчеше искомой прямой есть 
у—и=а(2— а). 
Если уравнеше данной прямой разсматривается въ общемь видё 
Аз-- Ву С=0, 
то допускаемъ, что и искомая прамая выражается такимъ-же уравнешемъ 
Аз--Ву- О =0. 

Такъ какъ эта прямая проходить, по условию, чрезъ точку (21, у), 

то имфемъ тождество 
Я‘ Е Ви--0=0, 
велфдстве котораго уравнеше искомой прямой принимаеть видъ 
А(=—=)-- Ву—и)=0. 


т 


При неопредфленныхь А’и В’ это есть уравнене какой-угодно иря- 
мой, проходящей чрезъ точку (21, и). Изъ услойя же параллельности 
ТВ. В: 
Ще 
имремъ: 
А'=4 и В=аВ. 
Внеся эти величины въ предыдущее уравнене и раздфливъ воз его 
члены на ностоянное ®, мы получимъ для искомой прямой уравнене: 


(= — т) -- Ву—у)=0. 
68. Найти прямую, проходящую черезь данную точку и перпендику- 
лярную къ данной прямой. 
Всякая прямая, проходящая черезь данную точку (2\,/), выра- 
жается, какъ мы сейчаеъ видБли, уравнешемъ 
А’(#—)-- Ви—и)=0. 


Услоше же перпендикулярности этой прямой съ прямой, данной об- 
щимъ уравнешемъ 


дё-- Ви-- с=0, 
есть АА’-- ВВ —(АВ’- ВА’) созо = 0 
или А’(А— Всозо) | В(В— Ас0з0) == 0, 
4’ в’ 


мы В деве  Воо-А®, 


откуда А’ =Ь(В— Асозо) и В=1(Веово- А). 

Велфдстые этого предыдущее уравнеше, по раздЪлени обфихъ его 
частей ва №, принимаеть видъ 

(В— А с0з0) (#—ж)-|- (Вс0з@ — 4) (у—ч)=0, 

въ которомъ оно и выражаетъ искомую прамую. 

Если система координатъ прямоугольная, то вФ сз —0 ‚ ипо- 
тому уравневе искомой прямой будетъ, ь 

Ви — в) — А(у—и)=0, ` 


ИЕ 
ИЛИ = В 
69. ДвЪ послфдя задачи представляють частные случаи слфдующей, 
Найти прямую, проходящую чрезъ данную точку и составаяющую 
съ данной прямой данный улоль, 
Если уравнеше данной прямой есть 


Аз-- Ву--6=0, 


А у 


— 49 — 

а искомой А’в- Ву С’ =0, 

то, называя данный уголь буквою ф, будемъ имфть (см. стр. 44): 
зшф (АВ — ВА’) это 


059 (АЛ’-ЕВВ) —(АВ- ВА’) созо` 
Отсюда находимъ 
4 В г 
Азш (о --9)-—Взшф Азшф-+ Выщо —9)° 


Волфдотые того, что искомая прямал проходить чрезъ данную точку 
(д,/), уравнеше ея принимаеть видъ 


Ах — а) В\(у—у)=0; 
на основани же послЪдняго равенства оно обращается въ 


[Азт(о -- Ф)— Взто] (= — д) --[Азшф -- Взико —9)](у—и)=0. 


я 

Полагая здфеь ф=0и =>, получимъ ный двухъ предыду- 
щихь задачь. 

70. Найти длину перпендикуляра, опущеннаю изъ данной точки на 
данную прямую. 

Положимъ; что данная прямая ГГ’ отнесена къ прямоугольной сис- 
тем координать (фиг. 18) и уравнеше ел въ нормальной формЪ есть 


2с0за -- узша —р=0. 


Пусть кром того координаты данной точки М будуть а, и. Проведя 

чрезъ нее прямую 1/ № параллельную данной, будемъ имЪть, что уравнеше 

ея, дхолженетвующее отличаться отъ уравнешя дан- 

ной прямой только постояннымьъ членомъ, есть 
1с0за-- узше—у’=0, 

тд р’есть длина перпендикуляра ОМ на эту 

прямую изъ начала координатъ. 

Если данная точка № находится по другую 
сторону оть данной прямой, нежели начало ко- 
орлинать, то, называя искомую длину периен- 
дикуляра изъ М на Г// буквою Ё, будемъ имфть 


=мн=хк=ом—ок=(ф—»). 


Если же данная точка находится по ту же сторону отъ данной пря- 
мой, какъ и начало координатъ, какова, напр., точка М, то искомая 
длина будеть ра 

1=МН=мМк=ок о (—»в). 


Андрыквь. АпАлитичиская теометеН, 4 


Слфдовательно, имфемъ вообще 
Еф). 

Здфеь величина р’ неизвфстна. Чтобы найти ее, замфтимъ, что коор- 
динаты точки № должны удовлетворять уравнению прямой 1/2, чрезъ 
нее проходящей, т. е. должно быть: 

ллсозе-- изше—р’=0, 
откуда 
р’ = 2 соза-- уизше. 
Подставивъ эту величину въ предыдущее выражене для 1, получимь, 
=== (лоза -Ризша— р), -.. - (8) 
что и представляеть ршеше задачи. 

71. Мы видимъ, такимъ образомъ, что въ случаЪ, когда уравнеше 
прямой дается въ нормальной формф, длина перпендикуляра, опущен- 
наго изъ данной точки на эту прямую, опредфляетея какъ величина, 
которую получаеть первая ‘часть даниаго уравненя при подстановив 
въ него на мЪето перемфнныхь хи у координать данной точки. При 
этомъ величина эта должна быть взята съ положительнымь или отри- 
цательнымь знакомъ, смотря по тому, будеть ли данная точка лежать 
по другую сторону отъ данной прямой, нежели начало координалу, или 
по ту же самую. 

Очевидно, что это заключеше справедливо и тогда, когда система 
координать косоугольная, только въ этомъ случа формула (8) изм - 
няетея въ слфдующую: 

1= = (мсоза -- у 608 — р) 
или 
1 [лева Е у1с03(® — а) — р]... (9) 

Если уравнеше прямой дано въ общемь видЪ, то, чтобы р№шить во- 
просъ, нужно только привести это уравнеше въ нормальной форм® и 
затЪмъ уже приложить къ нему указанное сейчасъ правило. СлЪдова- 
‘тельно, предполагая, что уравнев!е прямой есть 


Аз-Е Ву 0—0, 


будемъ имфть, что искомая хллина перпендикуляра въ случаЪ прямо- 
угольной системы координать будеть 


а въ случаЪ косоугольной системы коордивать 


(Ах, — Вуг-Ё О) зшо 
^— ИЕ №—5АВеозо 


ое Я 


И 


Я А 


72. Найти уравнеще прямой, дълящей пополамь уюль между двумя 
данными прямыми. 

Каждая точка искомой прямой находится на одинаковыхь разетоя- 
шяхъ отъ обфихъ данныхь прямыхь; поэтому, полагая, что эти по- 
олфдШя выражены уравненлми въ норальной формЪ 

2 соза -- усозВ —р=0. 
и хсоза’ узо’ —р’=0, 
будемъ имфть, что зависимость между координатами любой точки ис- 
комой прямой есть 
(2 воза-Е ус0зВ — р) = = (2 соза' | усозй' — р), 
ч1о и будеть ея уравнешемъ. 

Двойной знакъ второй части соотвфтетвуеть двумь смежнымь уг- 
ламъ, образуемымъ данными прямыми. з 

Когда данных прямыя выражены общими: уравнен ями. 

х Аз-- В б=0 
и А’з--Ву--С =0, 
то, согласно. сказанному въ предылущемь, уравнеше искомой прямой 
будеть 
Аж-- Ву-- С А А’ Ву С 
У А:- В" —2АВсозо ИА В 3—5 А’В’сово 

Вь частвости уравненя х— у=0 и х-- у=0 представляють пря- 
мыя, дфляня пополамъ углы между осями координатъ. 

73. Найти площадь треуюльника по координатамь ео вершинь. 

Пусть вершины треугольника будуть (и ,и), (тэ, №), (жа, уз). При- 
нимая сторону, соединяющую двЪ первыя, за основаше и называя длину 
ея черезъ 5, будемъ имЪть, что уравнене этой прямой есть (ем. стр. 46) 


(и — у) 2— (п — у- (а — из) =0, 
а длива . 


Ъ— Им — 3-Е и — и -Е 2 — а) и — №) 030. 
СлЪдовательно, высота № этого треугольника, т. е. длина перпенди- 
куляра изъ вершины (2,уз) на противоположную сторону, опредф- 
литен формулой 
и НЙ АА 
(тр — Ни — у * Е 2(а, — 5) (и, — у)с08® 


Поэтому, если обозначимъ искомую площадь треугольника чрезь Д, 
то будемъ имфть: 


2д=ЬЬ= [и — 93) 3 — (м — <) -- вуз — уз) шо. 
+ 


м 


Въ случа же прямоугольной системы координатъ 
24 = [и — №). — (а — аз) уз (уз — и], 


1 
откуда  Д= [м — №) ав — и) аи — №)... - 2) 
| ми, т | 
или | д, , 1 
№, 1 


Такимъ образомъ видимъ, что услоше, при которомъ три данныя точ- 
ки лежать на одной прямой, выражаеть, что илощадь треугольника, 
для котораго эти три точки суть вершины, равняется нулю. 

74. Найти площадь треуольника по уравневямь ео стороны: 

Пусть уравнен!я данныхъ сторонъ будуть 

Аз-- Ву-- 0, =0, 
Азж-- Взу-- 0: =0, 
Аза -- Ву-- в =0- 

Еели назовемъ координаты вершинъ, противолежащихь этимъ сторо- 
намъ, послфдовательно чрезъ (\,), (25, уз), (23 Уз), то будемъ имЪть, 
рьшая совмЪфетно каждыя два уравнешия: 


„_во-ов  „_во-ов —„_во-оь 
`АзВз — В» Аз’ `АзВ, — ВьА,' "`` 4, В, — Ва’ 
а аь .бь4 — 430 —.9.4—416 
т ВВ ПВ Ви" ВВ, 


Внеся эти выражен!я въ формулу (12), рьшающую предыдущую за- 
дачу, мы и получимъ сдёдующее р-шене настолщей: 
ВС; — С»Бз | СзА, — 4зС: _ ОСЬ — 410, те 
А-В: — В.А: \ А-В — ВА, 4В— В Аь 


о, ВС —0+В | ©.4, — 416, _ С.А: — А» \ | 
") АВ — ВА: \4В:—В4 4 В,44)" 


‚ ВС. —СЗВЬ | Аз — 4збь Сь.А, — Аз С: 
Г А.В — В.Аь Е ЖА АзВ, а 
75. Это рёшеве можеть быть преобразовано слфдующимь образомъ, 
Обозначимь чрезь Ё опредЪфлителя, ‘составленнаго изъ коэффищентовь 
трехъ данныхь уравневй, т. е, положимъ 
|4, В, а, 
Е= | 4%, В,, С;, - 
| Ав, Ва, Са, | 
Числители и знаменатели въ предыдущихь выраженяхь для коор- 
динать вершивъ треугольника суть опредфлители миноры по отноше- 
но къ опредфлителю А. Называн ихъ соотвётственнымь образомъ 
чрезь сл, Ви, 71, @з, @, 7з, бз, @з, 7з, будемь имфть изъ предыдущаго 


ЕЕ 
в (В _ Вз Е в!) | Е в» 
2 Рз_ а ОТР 
ее У и) ви № 
или, по приведен къ одному зваменателю, 
&1 (вуз — Вз7з) -- ва (взу, — виз) Е (Фит — ит) 
2А ы 
717573 
Числитель этой послфдней дроби есть опредфлитель производный от- 


носительно Ё, а потому, какъ мы знаемъ (см. стр. 34), равняется его 
квадрату. Слфдовательно, 


в 
71773 


эл = 


или 


— [48:0 — В: 05) -- АВС, — В. 0) + Аз В, 6 -- ВС) 
(4.В; — АьВ,) (АВ, — АьВУ Аз В, — 4) | 

76. Найти отношеще, въ которомь разстояще между двумя данными 
точками дълиится данною прямою. 

Пусть координаты данныхъ точекь будуть 

м, м и 92, у? 
и уравнеше Анной прямой 
дз-Р Ву-- С=0. 

Искомое отношене равняется, очевидно, отношению перпендикуля- 
ровъ, опущенныхь изъ данныхь точекъ на данную прямую. Но въ томъ 
случаЪ, когда данныя точки находятея по разныя стороны. оть данной 
прямой, эти перпендикуляры имфютъ различныя направлешя, между 
тЬмъ какъ въ этомъ именно случа искомое отношенше должно быть 
положительвымь (см. стр. 9). Въ противномъь елучаЪ это отношене 
есть величина отрицательная, а периендикуляры имЪють одинаковыя 


+ : т 
направленя. СлФдовательно, полагая, что искомое отношене о и 


называя длины перпендикуляровъ изъ данныхь точекъ на данную пря- 
мую чрезь 4; и 4», будемъ имфть вообще 


но 


_ (Аж -- Ви + Озшо И. — (45 Виз -- О) по 
— УЕР—2АВБезо * Ул В—2АВе0зо 
и потому находимъ 
т __ Аа -- Ви С 
п Аз Ви ЕС” 

77. Тоть же результать можно получить слфдующимъ образомъ, 

Называя чрезь х и у коордиваты точки пересфченя данной пря- 
мой съ прямой, соединяющей данныя точки, и полагая, что искомое 


я т 
отношене есть ——, будемъ, какъ извфетно, им ть 


Е НА 


Е 
т--п тп 
Такъ какъ эти координаты должны удовлетворять уравненю данной 
прямой, то 


па -- та ту туз | 
т--® тЕаВ те ' ы 
откуда (Аз - Ви + С)п-- (А -- Вь-- Одт=о, 
и сл$довательно 


=0, 


та Ви ЕО 
п Ав Вь-+ 0 
78. Положимъ, что мы имфемъь треугольник 2,455, вершины _ 
м котораго опредфляются координатами: (2, и), 
(ла, уз)» (2з,уз), и пусть нфкоторая прямая, вы- 
ражаемая уравненемъ 


р Аз Ву С=о0, 
пересфкаеть стороны этого треугольника въ точ- 
№ м; м кахь №, №, № (фиг. 19). На основаши преды- 
Фиг. 19. дущаго будемъ имЪть; 


М. № _ _ Аа-- Ви ГС 

№М, — А-В С’ 

М.М _ _ Ав В РС 

№М — Ав Вы -- 0’ 

Мы № _ _ Ажь-- Вуз-- С 

№мМ: Азл -Е Ви, | С° 
Перемноживь почленно эти три равенства, получимь 
№ М.М  Мь№, _ 
№М, ММ. №М = 
Такимь образомъ видимъ, что ироизведене трехь отношенйй, въ ко- 
зпорыхь произвольная прямая ълить стороны треуюльника, равняется 

отрицательной единиц 1). 


м 


Ч 


79. Соединимъ прямыми лишями вершины 

треугольника 1/, 15 М; съ какою-нибудь точ- 

р: кою М, и назовемь послЪдовательно чрезъ 

т, Р, Рь, Ру точки, въ которыхъ эти прямыя 

пересфкають стороны треугольника (фиг. 20), 

Полагая, что координаты точки Л суть 24 И 

м р м, будемь имЪть, что прямая ЛР, выра- 

жается уравненемъ: 

(и — 9)2— (м — зду-- ба — и) =0. 


1) Это предаожеше было извфство еще въ древноств; его называють теоремой Ме- 
нелая (Тв. шо Р. Х.). 


Фиг. 20. 


Поэтому находимъ, что 


МР, _ (ии) аь — (а — жа -Е (а а — И 24) 
РМ: (у — 4) 23 — ба — жду (а — И 24) 


или 


МЫР, за (уз — уз) 52а (уу — и) На (и — №) 
Ро аи) Рив м) (и У). 
Точно такъ же, составивши Е прямыхь 26. Рь и М: Рь, по- 
лучимъ равенства; 
МзР. _ 2 (уз — уа) Е 2ъ (ув — У) Е 2 (№ — 3) 
М.Р (уу) (ии) аи — №) 


АР: га (у — 93) Е 2 (из — м) 52 (и — 4) 
РаМ, ть (уз — ин) в (у — уз) а (уз — №)" 
Перемножая почленно послфди!я три равенства, получимъ 
МР, МР МР: 
РМ ° РМ ° РА = 

Итакъ, произведене трель отношенй, въ которыть стороны туреу- 
зольника дълятея прямыми, соединяющими еш вершины съ произвольною 
‘точкою, равняется положительной единииль \). 

80. Найти уравнене прямой лини въ полярныть координатах. 

Пусть разсматриваемая прямая есть АВ (фиг. 21). Назовемъ черезь 
р длину перпендикуляра РО, опущеннаго на ; 
эту прямую изъ полюса, и черезь а уголъ 
ОРТ, составлиемый имъ съ полярною осью 
РГ. Величинами © и р положеше прамой АВ 
опредфляется вполиф, и потому ихъ можно при- в 
вять за постоянные параметры, входянйе въ 
искомое уравневе, 

Называя чрезъ х иф координаты ито точки М, принадле- 
жащей прямой АВ, будемь имфть изъ треугольника РМО 

Ро = РМсоз МРО = РМ соз(ТРО— ГРМ) 


фиг. 21. 


или 
р=с05(& — $). 

Это и ееть искомое уравнеше, потому что оно выражаеть общую за- 
висимость между координатами любой точки прямой. “ 

Легко получить то же уравнеше посредствомь преобразованя коор- 
динат изъ уравневя прямой въ нормальной форм относительно пря- 
моугольной системы. Въ самомъ дЪлЪ, пользуясь формулами для пре- 
образованя координать (см. стр. 16) 


&=7608ф, у=хзшф, 


1) Это предложеше пзвфстно подъ назвашемь теоремы Чевы (1678). 


Е 5 


будемъ имЪть, что уравнеше въ нормальной форм® 


я 2соза -- узта—р=о0 
обратится въ 
7605 созф -- ззтазшф —р 


откуда, 
р = (с03< созф | зшезшф) = с03(& — $). 


$ 3. Прямая линйя, какъ геометрическое мЪето. 


81. Относительное расположене точекъь на плоскости опредЪляется 
обыкновенно такъ называемыми зеометрическими услобями. Координаты 
и уравненя представляютъ только средства выражать эти условя ана- 
литически. 

`Теометричесыя уесловя могутъ быть до безконечности разнообразны. 
Вь тфхь случаяхъ, когда они не достаточны для полнаго опредфленя 
‘точки, ими могутъ быть выдЪфляемы ифлыя системы точекъ, располо- 
женныхь въ безконечномь множеств» опредЪленнымъ образомъ на плос- 
кости. Совокупность положешй точекъ, подчиненныхь общимь выдЪля- 
ющимъ ихъ услошямъ, принято назывуть зеометримескимь мьетомь. 

Если геометрическое мЪето представляеть непрерывный рядъ точекъ 
или линию, то оно должно выражаться уравнешемъ. Найти такое гео- 
метрическое место по даннымъ усломямъ значить въ Аналитической 
Теометр!и составить уравнене, которому удовлетворяють всф, точки это- 
го геометрическаго мЪста, т. е. уравнеше этой лини. 

Велфдотые разнообразя геометрическихъ условй одна и та же лиш я 
можеть быть геометрическимь мЪетомъ, опредфляемымь различными 
услошями. Разсмотримъ нЪфсколько примфровъ, въ которыхь геометри- 
ческое мфето, опредфляемое данными условями, есть прямая лин. 

82. Дано основанйе треулольника по величинь и положенйю и разность 
квадратовь двуть брутихь стороны найти леометрическое мьсто вершил 
ны, противолежащей основанйо. ы 

Примемъ основаше РО (фиг. 22) за ось абециссъ, а перпендикуларъ, 
возетавленный изь его средины, за ось орди- 
нать, и назовемъ чрезъ 2 и у координаты вер- 
шины 2/ относительно этихъ осей, а чрезъ 24 
абеолютную величину основан. Обозначая кро- 
мЪ того чрезъ # данную разность квадратовь 
сторонъ, будемь имЪфть по условию 


МР?— М0=. о 


Но, какъ извЪстно (стр. 7), 
МР? = (ха -- у 
Мф = (#— о. 


РЕбУ НЕ 
СлЁлдовательно, 
(2 а} —(и—а = + 
или, по раскрытм скобокъ и приведени, 
—#=0. ` 


Отсюда видимъ, что искомое геометрическое мЪето есть прямая, пер- 
‘пендикулярная къ основанйо треугольника. 

83. Дань улюль треуюльника по величинь и положеню м сумма двуль 
прнлежащиль. ему сторонь; найти чеометрическое мъсто точки, дъля- 
щей третью сторону въ данномь отношени. 


$ т 
Пусть данвое отношене есть . Принимая стороны даннаго угла 
п 


ОР и 00 (фит. 23) за оси координатъ и обозна- 


чая чрезъ хи у координаты точки № искомаго У 
геометрическаго мЪета, будемъ имфть изъ подоб\я 
треугольниковь ОРО и АРМ: 
о Ре. ы 06_ Ро 
= мо у РМ’ 
Но по ПЕ й 0-м тх 
М т 
м0 = т Фиг. 28. 
откуда 
20 _ "+ 20 в» 
м0 по РМ т 


и слЬдовательно, 
с & = у 
ОР=(т-») ы и 00 т", х 


Называя же данную сумму сторонъ ОР и 00 буквою 3, найдемъ по 
сложеши поелЪднихь равенствъ: 


Я 
вы (1+) 
или 
5 
— тя" 

Это и есть уравнеше искомаго геометрическато мфета. 

84. Даны двъ прямыя, образуюция известный уюлъ; найти леометри- 
ческое мъето точки перестченая перпендикуляровь къ нимь при условии, 
что сумма или разность разстоянй этизь перпендикуляровь оть Е 
ны даннаю ума имтеть данную величину. 

По условшю должно быть (фиг. 24) 


ок=оОГ=а, 


=5158 = 


тд а есть данное постоянное количество. Если двЪ данныя прямыя 
примемь за оси координать и назовемь уголь 
между ними буквою @, то, обозначая чрезъ х 
и у координаты точки М искомаго геометриче- 
скаго мета, будемъ имфть 


ОК=0Р-- РЕ==-усозо 
и 
ОГ = 090 -- 9Г=у- хоозо. 
СлЪдовательно, 


(--ус0з@) == (у-- 26050) = а 


или 


(1 == 030) -| (6050 = Пу=а- 
Это уравнеше включаеть въ себф два слЪдующия: 
(1-Е 036) (#--у)=а и (1— 080) (# —у)=а. 
Искомое геометрическое мфсто есть, слфдовательно, прямая, парал- 
‚ лельная одному’ изъ бисектровъ даннаго угла. 

85. Найти зеометрическое мтъсто точки пересъчещя ть же пер- 
пендикуляровь при услойи, что прямая, соединяющая ихь основашя, 
имиьеть данное направлене. : 

Направлеше прямой КТ, (фиг. 24) опредЪляется ея угловымъ козф- 
фищентомъ, который, какъ извЪетно, равняется отрицательному отношен!ю 
разстоянй ОГ и ОК. Принимая эту величину за извфетвую и обозначал 
ее буквою т, будемъ имть: 

О.=—тоОК, 


или 


(у-- 26030) = — т(2--усоз0), 
или 


(сз -- т) = -- (1-Е т с0з®) у=0, 


откуда видимъ, что искомое геометрическое мЪето ееть прямая, прохо- 
дящая чрезъ точку пересфченя данныхъ прямыхъ. 

86. Найти зеометрическое мъсто точки пересьчейя ттъаъ же пер- 
пендикуляровь въ предположении, что средина разстоямя между иль 
основанвями находится на данной прямой. 

Пусть уравнене данной прямой есть 


у=тх--п- 
Координаты средины разетоявя КГ, суть: 
О 45 108 
=. Е: 


Такъ какъ, по условю, онф должны удовлетворять данному уравне- 
ино, то будемъ имфть, умноживъ обЪ его части на 2, 


==. 059. = 


ОТ=т.ОК- 2, 


или 


(у-- 26030) = т (#-- усозо)-- 2, 
или 


(т — 60302) 2 - (тсозо —1)у-- 2 =0, 


уравнене, представляющее также прямую. 
87. Если уравнешя двухъ какихъ-нибудь лин 


(а, у,а)=0 и Е(=,у,а)=0 


содержать одинъ и тоть же неопредфленный параметрь а, то точки 
пересЪчен!я этихъ ливй, им$ющн опредЪленное положеше при всякомъ 
частномъ значени параметра а, будуть перемфщаться при его изм$ненйи. 
Найти геометрическое мЪсто этихъ точекъ значить составить уравне- 
ве, которому удовлетворяли бы всЪ значения д и у, удовлетворяющя 
одновременно уравнешямь обфихь лин, при какомъ-угодно значени 
параметра а. Очевидно, что этимъ свойствомъь обладаеть уравнение, 
получающееся посредствомъ исключешя параметра а изъ зоной 
обфихь лин. 

Это замфчаше весьма чабто примняется съ пользою къ отысканио 
теометрическихь мфеть. Въ слЪдующихъ примфрахъ мы приложимь его 
къ нахожденно геометрическихъ мфетъ ыы перемфнныхь пря- 
мыхъ линий. ь 

88. Стороны треуюльника проходять чрезь три точки, лежащёя на 
одной прямой, а двъ вершины ею находятся на двуть данныхь прямыхь; 
‘пребуетея найти зеометрическое мъсто третьей вершины. 

Пусть ММ, М. будеть разсматриваемый треугольникъ (фиг. 25). 
Стороны его проходять чрезъ данныя точки А, А!, Аз, а двВ вершины 
М, и М, лежать на данныхъ прямыхъ 00 Г 
и ОР. Примемъ прамыя 40 и АО за оси 
координать и положимъ: 

АО0=а, АА =а, АА. =а,, 


АР=р, А9=4- 


В . А4^\\Аз \& 
При такомъ обозначени уравненя прямыхъ 
00 и ОР будуть Фиг. 55. 
ЕН. 
р и. а - 


Выфетф съ тмъ сторона 22, какъ проходящая чрезъ начало 
Боординатъ, выразится ‘уравнешемъ 


у=тх, 


гдф т есть неопредфленный угловой коэффищенть. 


вое 
Изь этихъ уравненй находимь координаты вершинь М и №, & 
именно: для точки 2, 
а4 —__ 4т 
ата’ т 


и для точки № 

ар — @р 
а-- тр’ и а- тр. 

Уравнеше прямой 2/.М, какъ проходящей чрезь дв® точки № и 
„А,, координаты которыхъ извЪетны, получитея въ вид (см. стр. 46): 


атр_ ар м аатр. 
а--тр ат “)" атр 


или, по уничтожени знаменателей, 


атрх-|- (аа -- аитр — ар) у — автр = 0 
или, наконець, по отдфлени членовъ, содержащихь множителя т, 
тра -- ау — аа) - а( — р)у=0- 

Точно также найдемь, что прямая ЛИ выражается уравнешемь 

та(ах -{- азу — ааз) -- а(а, —а)у=0. 

Точка М искомаго геометрическаго мфста опредфляется пересфче- 
вемъ прямыхъ, выражаемыхь послфдними двумя уравнешями, и такъ 
какъ эти уравнен!я содержать неопредфленную величину #, то, исклю- › 
чая изъ нихъ эту величину, мы`и получимь уравнеше искомаго геоме- 
трическаго мВста въ видЪ: 

Р(аз — 9) (а2-- ву — аа) — (а — в) (а®-- ву — ваз) =0. 

Это уравнеше можно представить еще слфдующимъ образомъ: 

а(азр — ва) 2 -г (у — а) [шаз(р — 9) — (и — аз)] =0 


или 
(ор — @10)2 УЕ 
ма»(р — 4) — Р(и —а:) а 

Оно выражаеть прямую, проходящую чрезъ точку 0. 

89. Иногда уравнешя перемфнныхъ лин, пересфчешемь которыхъ 
опредФляется точка геометрическаго мфета, могутъ содержать не одну, 
а нфсколько неопредЪленныхь величинъ. Въ такомъ случа нужно но 
усломямъ задачи составить еще дополнительныя уравнешя; связываю- 
щя эти величины съ неремнными координатами точки геометрическаго 
мЪфота, и именно въ такомъ числЪф, чтобы всф неопредфленныя величи- 
ны могли быть исключены. Результать этого исключешя и будеть урав- 
неше искомаго геометрическаго мфста. 

Положимъ, что три данвыя точки А, А,, 45, чрезъ которыя въ пре- 
дыдущемь примфрф проходять стороны перемфннаго треугольвика 
ИМ, М., не лежать на одной прямой. Но вмЪето того точка О перес%- 


ЭАОЧААЫ  -, * 


в 


чевя прямыхь ОР и 00, на которыхъ должны лежать дв вершины 
3 и М. этого треугольника, находится на прямой, соединяющей двЪ 
изъ данныхъ точекь Ау и А» (фиг. 26). 

Чтобы вайти въ этомъ случаЪ геометрическое мфето третьей верши- 
вы М, примемъ за оси координать прямыя ОР д. 
и 00 и положимъ, что координаты данныхъ то- м 
зекъ Д, Аи, Аз вуть послфдовательно (а,5), (аи, 81), 
(аз,6). Называя чрезь ин и т» неопредфленныя 
разстоящя точекъ №, и М. отъ О, будемъ имЪть, А; 
что прямая 1/5М, какъ проходящая чрезь двЪ 
точки, координаты которыхъ извфетны, выразит- та 
ся уравненемь Фиг. 26. 
& —т) = — ау-Рать=0. 

Точно также уравнеше прямой 1, М будетъ 

Вх — (а —т)у— т =0. 

Чтобы исключить изъ этихъ уравнешй два неопредфленные пара- 
метра жи и ть, замфтимъ, что точки А, М, и М, находятся на одной 
прямой, и потому должно имфть мЪесто соотношеше 


ое 
ту 
Изь предыдущихъ уравненй находимь для т: и т: слфдующия вы- 
раженя: 
$2 — азу 


и 


Внеся ихъ въ послфлнее соотношеше, мы и получимъ уравнен!е иско- 
маго геометрическаго мфета 
4% —и) _ Ми) _, 
2—@у Их— му 
До сихъ поръ мы не принимали во внимаше услошя, что прямая 
АтАз проходить чрезъ начало координатъ. Въ силу этого усломя меж- 
ду координатами точекъ А: и 4. имфетъь мЪфето соотношенше 
СИ 
а @’ 


изъ котораго находим 


ВОИ Л 

РА: РС ЗА 
или 

р — ву _ Их @у 

м 
откуда 


5—ау= Ре — ау). 


обучен 


Велфдетые этого предыдущее уравнене обращается въ 
на — 9) о Маз) 
аз(2—01у) Ье— му 

или, по уничтожени знаменателя, 
а1а(6, — у) — Ка: — 2) = аз(и2 —- а), 


или 
@(ь — в) =-- в (а — )у-- (а — в) =0, 
или ) ‹ ) 
вы) аи 
а1(а55 — аз) Ея :: 
откуда 


(— и ау 1 
аб— а ' аф—а5 ` 
Это есть уравнеше прямой, проходящей чрезь точки пересёчешя 
прямыхь АЛ; съ ОРи АА.» съ 00- 
90. Найти леометримеское мьето центра прямоуюльника, вписаннао 
8% данный треуольникъ. 
Пуеть АВО будетъ данный треугольникъь и РУМ№Р’ вписанный въ 
с него прямоугольникъ (фиг. 27). Примемъ осно- 
ване АВ и высоту ОС треугольника за оси ко- 
ординатъ и обозначимъ абсолютныя величины 
отр®зковь ОА, ОВ, ОС послфдовательно чрезъ 
а, В, с. Въ такомъ случа уравненя сторон 


Рок в > АС и ВС будуть 


| Де. ЕЯ 
Фиг. 27. = та 1 и а: 1 


Если назовемъ перемфиную высоту МР вписаннаго прямоугольника, 
которая предетавляеть собою ординату точекь М№и №, буквою т, то 
изъ послфднихь уравненй получимъ для абециееъ этихъ точекъ слф- 
дуюния выраженя: 

а(т— с е— т) 
ыыы 
с с 

Отсюда заключаемъ, что координаты точки 1/ искомаго геометри- 

ческаго мфета будуть 
то йа _@ Ид 
та = о. 

Исключивъ изъ этихъ равенствь т, получимь уравненше искомаго 

теометрическаго мЪста 


2ех = (а— В) (2у— 6), 
которое, по раздфленши обфихъ частей на ($ — а)с, приметъ видъ 


35635 


Оно предетавляеть прямую, проходящую чрезъ средины основашя 
„АВ и выеоты ОС давнаго треугольника. 

91. Характеръ зависимости уравненя прямой отъ неопредфленнаго 
параметра можеть служить указашемъ, какимъ образомь прямая изм\- ; 
алетъ свое положеше при измфнени этого параметра. Такъ, если ко- 
эффищенты уравнешя прямой 


Аз-- Ву--С=о 
содержать неопредфленную величину т въ первой степени, т. е. 
А—Ат 4, ВЕВиРВ, б=От-- в, 


то прамая эта проходить чрезъ постоянную точку. ДФйствительно, въ 
этомъ случаЪ уравнеше прямой принимаеть видъ 


(4412-Е Ву-Е С) т--(Язе-- Взу-- 6) =0 


и при всякомъ значени т предетавляеть прямую, проходящую чрезъ 
точку пересфчешя прямыхъ я 


Аз--Ву--0=0 ин Аж-ЕВу-- 0 =0, 


положеше которыхъ не зависить отъ т. СлЪдовательно, при измнен!и 
перемфнной жж прямая перемфщается, вращаясь около этой точки. 

92, Воепользуемея послфднимъ замфчавемъ для доказательства слф- 
дующаго предложеня. 

Если три вершины треуюльника перемъиниются по даннымь прямым» 
прохгодящимь чрезь одну точку, а въ ею стороны вращаются около 
бзухь данныхь точекъ, то третья сторона будеть перемъшаться, вра- 
щаясь также около нькоторой точки. 

Пусть данныя прямых, на которыхъ должны находиться вершины 
треугольника РОЙ, будуть ОР, 00, ОЕ (фиг. 
23). Примемь двф первыя изъ нихь за оси ко- 
ординать. Въ такомъ случаЪ уравнеше прямой 
ОВ будетъ 


; 


у=тх, 
тлф т данная величина. 

Если обозначимъ, далЪе, координаты данныхь 
точекь А: и Аз, около которыхъ вращаются Фит, 28. 
стороны 9ЁВ и РЕ треугольника, чрезъ (а1,6\) и (а», №), а координаты 
зершины В чрезъ («,в), то будемь имфть, что сторона РЕ, какъ про- 
ходящая чрезь точки Аз и В, выразится уравнешемъ 

(5, — В) — (в —®у-Рав —Ба=0. 

Точно также уравнеше стороны ОЙ будеть 


6 —=—(@а Фуа —в«= 


Е 6 


Полагая въ первомъ’ изъ этихьъ уравненй у=0, а во второмъ х=0, 
получимь слфдующия выражешя для отрфзковь ОР и 00: 
— < — а“ 
ш—@ ‘ 


Слфдовательно, уравнеше стороны РФ, какъ отефкающей на осяхъ 
координать эти отрЪзки, будеть 


Такъ какъ а и @ суть лвф неопредфленныя величины, связанныя 
между собою зависимостью 
В= та, 
то послфднее уравнеше, по умножеши обфихъ его частей на а, можно 
представить тавъ: 
— та а—@ 
о 
15 — таз та —& 

Въ этомъ видЪ уравнеше содержитъ неопредЪфленную -величину & въ 
первой степени, а потому и заключаемъ, что прямая РО проходить 
чрезъ постоянную точку, именно чрезь точку пересфченя прямыхъ, 
выражаемыхъ уравнешями: 


= | му 


$. — таз ' та —& 28 
и 
„тах у 24 
ЕСТ 


93. Иногда уеловя, опредфляющя искомое геометрическое м%ето, 
бывають такого рода, что ураввеше этого мФета находится быстрфе 
или въ болфе простомъ видЪ по отношению къ выбранной соотв тствен- 
нымъ образомъ полярной системЪ координатъ. Это бываетъ, напр., тогда, 
Богда точки теометрическаго мЪета опредфляются, какъ лежания на 
ирямыхъ, исходящихъ изъ одной данной точки, и притомь разетояня 
ихъ оть этой точки легко получаются въ видф общаго выраженя, 
Естественно въ такомъ случаЪ эту данную точку принять за полюсъ 
полярной системы координатъ. 

Возьмемъ для примфра слфдующую задачу. 

Одна вершина перемъннаю треуюльника неподвижна, друя перемть- 
щается ‘по данной прямой: найти зсометрическое мъето третьей вер- 
шины въ предположены, что веъ три уыи треуюльника извъетны по 
величинт» 

Обозначимь внутренше углы треугольника АВС послфдовательно 
чрезь а, В, 7 и положимъ, что вершина А неподвижна, а вершина В 


у 2 


должна лежать на прямой ВГ, (фиг. 29). Примемъ далфе точку 4 за 
полюсъ полярной системы координать, а `перпен- 
дикуляръ изъ нея на данную прямую ВТ, за по- 
лярную ось. Относительно этой системы координаты 
зершины С’ будуть: 
т=А0 и ф= р ОАГ, 
а координаты вершины В: & 
"=АВ и Ф=Д ВАГ. Фиг. 99. 
Между этими величинами существують, очевидно, слёдующёя 6в0- 
отношеня: 


г _ эт 8 $ 


откуда 


ф— с. 


По условно задачи углы с, @, 7 должны считаться извфетными и, 
кромЪф того, должно быть извфстно разстояне АТ, данной точки отъ 
данной прямой. Обозначая это разстояне буквою р, будемь имфть для 
координать точки В соотношене 

р=/ соз$', 
имфющее мЪето при всякомъ положенш этой точки на прямой ВГ,. 

Внеся сюда вмфето >’ и Ф’ихъ предыдунйя выражешя чрезь х иф, 

получим 


эту 


=" ид — 0), 
или 

рзшВ яве 

ЗЕНВУ =с03(& — 9). 


Это уравневе представляеть зависимость между координатами точки 
С и выражаеть прямую (см. стр. 55), которая и есть искомое геометри- 
ческое мфсто. 


$ 4. Мнимыя точки и праныя. 


94. Изь самаго понят о координатахь слфдуеть, что’ всякому по- 
ложенйю точки на плоскости соотвфтетвують нфкоторыя дфйствитель- 
ныя алгебраическя величины координатъ, и обратно, кавя бы дЪй- 
ствительныя алгебраичесыя значешя ни приписывались координатамъ, 
онф опредфляють нЪкоторую непремфнно существующую на плоскости 
точку. Веми возможными сочетанями дЪйствительныхъ величинъ абе- 
циесы и дЪйствительныхь величинъ ординаты исчерпываются, слфдо- 


вательно, гсф возможныя точки плоскости. Между тфмъь при рёшени 
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теометрическихь задачъ посредетвомъ алгебраическаго анализа, т. е. 
при отысканши неизвЪстныхь геометрическихъ величинъ изъ алгебраи- 
ческихь уравненй, для координать искомой точки могуть получаться 
величины мнимыя. Такимъ координатамьъ, на основавши сейчась ска- 
заннаго, уже не могуть соотвЪфтетвовать реально существующия точки 
плоскости; тая координаты не имфютъ, слфдовательно, реальнаго гео- 
метрическаго значеня. 

Если, однако, полученныя какимъ-либо образомъ мвимыя координаты 
принять за данныл, служашйя для рьшеня какого-нибудь вопроса, 
то въ результат, рёшающемь вопросъ, искомыя величины могуть ока- 
затьея дЬйствительными, имфющими вполнф опредфленное и реальное 
теометрическое значене, такъ же точно, какъ еслибы данвыми вопроса, 
были дЪйствительныя координаты. 

На этомъ основанши въ Аналитической Геометри признается полез- 
нымъ и виолнЪ соотвЪтствующимь обобщающему характеру этой науки 
вводить въ раземотрьн!е не только дЪйствительныя точки, т. е. опредф- 
ляемыя дЪйствительными координатами, но и точки, имфющйя коорди- 
наты мнимыя. Ихъ пазываютъ мнимыми точками. 

Понят!е о мнимой точкЪ есть совершенно абстрактное, для соста- 
влен!я котораго виолнЪ отвлекаются отъ первоначальнаго, такъ сказать, 
нагляднаго геометрическаго представлен!я точки и удерживають только 
аналитически вполнЪ характеризующее ее свойство быть опредфляемой 
посредетвомъ алгебраическихь значенй координать. 

95, Самый общий видъ мнимаго количества есть, какъ извфетно, 

аи —1, 
тлф а иЪ количества дЪйствительныя. Такое выражеве называется 


полнымъ мнимымъ количествомь или комплексною величиною. ДвЪ ком- 
плексныя величины 


ау —1 и а—ъу —1, 


различающяся между собою только знакомъ коэффищента при а 
называются сопряженными. 

Точка М есть мнимая, когда координаты ея д и у выражаются такъ: 

а=а- 6-1 и у=еаи—1, 
тдЪ дЪйствительныя величины а, ®, си 4 могуть имфть какое угодно 
значеше, и только въ случаЪ когда Ь и 4 одновременно равняются 
нулю, эта точка будетъ дЪйствительною. 

ДвЪ мнимыя точки (2, 9) и (2, уз), которыхъ абецисеы, такъ же 
какъ и ординаты, суть сопряженныя комплекеныя величины, называ- 
тел также сопряженными между собою. Слфдовательно, полагая, что 
координаты первой точки суть 


ау —1 и д =е-ау —1, 


м 


с Ом 


будемь имфть, что координаты сопраженной съ нею мнимой точки суть: 
и и у =е—аИ-1. 
96. Средина разстоящя между двумя сопряженными мнимыми точ- 
ками есть точка дъйствительная. 
Вь самомъ дЪлЪ опредфляя координаты средины О между 


точками (2, у) и (22, уз), такъ же какъ еслибы эти точки были дЪй- 
ствительныя (ем. стр. 10), находимъ 


я-а _ @ РУ -П-Е@—5у-и 
2 2 
ии ИО _ 
2 2 


й 


Прямая, проходящая тра бвъ сопряженныя мнимыя точки, есть 
дъйствительная. 
Въ самомъ дфлЪ, уравневе прямой, проходящей чрезъ точки (2, у!) 
и (22,92), какъ извъетно, иметь видъ 
СЕисы 
2 — м 


У 


Подетавивъ сюда вмфото д, и, 22, уз ихъ предыдуцйя выражена, 
получимь 


@-9 У —1 (9—1 
— 2—1 —2ау—1 
или, по сокращени, 


а 
бб. 

Это есть уравнеше нЪфкоторой реально существующей на плоскости 
прямой, которая по величинамъь а, 6, си 4 можеть быть найдена 
построешемъ. 

Отношене разстоянёя между двумя сопряженными мнимыми точками 
к. разстоянйю между двумя другими такими же точками есть величина 
дъйствительная. 

Въ самомъ дЪлф, разстояше 9 между двумя точками (21, /) и (2, уз) 
выражается, какъ извфетно, формулой 


9=УИ м — Ри и? 2з) (и, — уз) в03®. 


Подставляя сюда предыдущя выражешя координать сопряженныхь 
мвимыхь точек, получимь 


96=2УИ-- 4? -- 24 с0з0.У —1, 


гдЪ множитель У 5-22 -- 254 с030, какъ предетавляюцщий разетояше 
дЪйствительной точки ($, 9) оть начала координать, есть величина 
ы * 


д 


ВЕ 


дЪйствительная. По раздЪлеши же всего произведеня на такое же, 
представляющее разстояще между двумя другими сопряженными мни- 
мыми точками, мнимый множитель 1 сократится. 


97. Мы видфли, что всякая прямая на плоскости выражается урав- 
нешемъ, 


Аз-- Ву С=о0 


при дёйствительныхь значеняхъ его коэффищентовъ и, обратно, ка- 
ковы-бы ни были дЪФйствительныя алгебраичесьйя величины А, В, С, 
это уравнеше выражаеть вфкоторую реально существующую на илос- 
кости прямую. Но, отыскивая коэффищенты уравненйя прямой по ка- 
кимъ-нибудь условямъ, выраженнымь аналитически, т. е. уравненями, 
мы можемъ получить для нихъ значешя мнимыя. Такая прямая, урав- 
неше которой имфетъ мнимые коэффищенты, называется мнимою прямою. 

Понят о мнимыхъ прямыхъ иметь тотъ же характеръ и такое же 
значение, какъ и поняте о мнимыхъ точкахъ. 

ДзЪ мнимыя прямыя, въ уравнешяхь которыхъ соотвфтственные ко- 
‹эффищенты суть мнимыя сопряженныя количества, называются сопря- 
эженными между собою. 

Обиий видъ уравнешя мнимой прямой есть 


(А-АУИ—Ю=+(В-+ВУ— Пу © СУ-П=0:. 
уравнеше сопряженной съ нею мнимой прямой будеть 
(А- УП (В= ВУ, -буУ-у=0.. .( 
Эти уравнен!я могутъ быть представлены еще такимъ образомъ: 


(Ав-- В+ О-+УИ—1(А'=-- ВУ 0) =0 
и (Ах-- ВУИ (+ Ву) =0. 

Отеюда видно, что первая часть каждаго изъ нихъ обращается въ 
нуль только тфми дЪйствительными значемями 2 и у, которыя пред- 
ставляютьъ точку пересфчешя дЪйствительныхь прямыхъ 

Аз-- Ву 0=0 
и А’ Ву С=0. 
Слфдовательно, на всякой мнимой прамой существуеть единствен- 


ная дфйствительная точка, именно точка пересфчешя этой прямой съ 
сопряженною ей мнимою ирямою. 


98. Уравнеше всякой прямой, проходящей чрезъ данную точку(2л, и), 
есть, какъ извЪетно, 


) 


А(&«—®)-|- Ву—у)=0, 
тд А и В неопредфленные коэффищенты. 


В - 


Если данная точка есть мнимая, опредфляемая координатами 


и =а-РЪУ=т и инефаум=—, 
то это уравнеше принимаеть видъ 

А(&—а И-П Ву-е—аиИ-=о 
или А(2—а)-+ Ву-о)=УИ-—1(4ь- Ва) =0 
и представляеть, вообще говоря, мнимую прямую. Только въ томъ слу- 
заЪ, когда коэффищенты А и В удовлетворяютъ условю 

дь-- Ва=о, 
т. е. А=а и’ В=—ШЦ, 
это уравневе обращается въ 
4(х—а)—Ну— св) =0 

и предетавляетъ дЪйствительную прямую. 

Слфдовательно, чрезь всякую мнимую точку проходить единственная 
дЪйствительная прямая, именно прямая, соедивяющая эту точку съ с0- 
праженною ей мнимою точкою. 

99. Алгебраическя уравнешя высшихъ порядковъ могуть выражать 
совокупности прямыхъ лин. Это бываетъ, какъ извфстно, тогда, когда 
первая часть такого уравненя, представленнаго въ вид 


Кг, у)=0, 
разлагается на множители первой стешени (см. стр. 22). 
Возьмемъ для примфра уравнене второй степени и положимъ спер- 
ва, что оно содержитъ только одно неизвфстное х. Обший видъ такого 
уравненя есть 


Е ВиО =0. 5 ..(3) 
Какъ извфетно изъ Алгебры, это уравневе имфетъ два рьшен!я или 
корня, которые будуть дЪйствительвые и различные, когда В? —44С>0, 
дЪйствительные и равные, когда В*—4АС=0, и оба мнимые и с0- 
пряженные, когда В —4А0<0. 
Обозначая эти два корня чрезь ал и 2, будемъ имфть 
—ВУВ—4АС = В [УВ —44АС 
А а А : 


Е 


и уравнене (3) можеть быть представлено такъ: 
4 (2 — 2) (= — 1) =0. 

Оно выражаеть, слфдовательно, совокупность днухъ прямыхъ, парал- 
лельныхъ оси ординатъ и выражающихся въ отдфльности уравненями 
я— я =0 и я— в =0. 

Эти прямыя будуть также дЪйствительныя и различных, или совпа- 


даюшИя, или, наконець, мнимыя сопряженныя, въ трехъ упомянутыхъ 
сейчаеъ случаяхъ. 


РВ ее 


Подобнымъ же образомъ уравнен!е второй степени, содержащее толь- 
. ко неизвфетное у, представляеть дзф прямыя, параллельныя оси а0с- 
цисеъ, которыя также могуть быть дфйствительными, или мнимыми, 
или совпадающими.! 

100. Возьмемь теперь однородное уравнен!е второй степени съ дву- 
мя неизвестными, т. е. такое, которое содержить только члены второго 
измфреня. Общий видъ Т№кого уравнен!я есть 


А-В боле) 
Если возьмемъ уравнеше съ однимъ неизвфетнымь 
Аш? -- Ви --0=0 


и обозначимъ его корни чрезь щ и и», т. е. положимъ 


=В-ИВ=446 , а УВ"—440 


2А 2А й 
то будемъ имфть тождество 


Аи?-- Ви С=А(и— щ) (и— из). 


щ = 


Ез 
Полагая въ немъ а помножая об его части на у?, получимь 


Аз? -- Вту-- Су? = А(® — у) ( — ву). 

Сл довательно, первая часть уравнев!я (4) разлагается на два мно- 
жителя первой степени, а потому оно представляеть также совокуи- 
ность двухь прямыхъ, выражаемыхь въ отдфльности уравнен!ями 

х—шу=о и х—шу=0 
или 

24 (В—УВ:—4АСу=О и 3А=--(В--УВ—4Аб)у=0. 

Это дв прямыя, проходация черезъ начало координатъ. Он% будуть 
дЪйствительныя и различныя, когда В —4АС> 0, мнимыял сопряжен- 
ныя, когда В —4АС< 0, и, наконець, дЪйствительныя и совпадаю- 
Ия, когда В? —4АС=0. 

101. Каковы бы ни были двЪ прямыя, выражаемыя уравнешемъ (4), 
по коэффищентамь этого уравнешя можеть быть найдень уголь, ими 


образуемый. Въ самомъ дЪлЪ, такъ какъ отдфльно эти прямыя выра- 
жаются уравненями 


#—шу=о и &— шу=0, 
то, по извъетной общей формул для выражешя тангенса угла цежду 
двумя данными прямыми (см. стр. 44), будемъь имЪАь 


я (ш — ма) зто 
Тамма) и Е ово 
гдЪ © есть уголь между осями координатъ. 


УЕ 


Изъ предыдущихь же выражен й для ш и мо имЪемъ, 


2 — 
о 
В с 
ТУТ 
СлЪдовательно, 
_ ИУВ—зАОбзто 
39 — (АЕ аа ое тЫ 48) 


Отсюда видимъ, что уголъ между прямыми, выражаемыми уравне- 

немъь (4), будетъь прямой, когда 
(А-Е С) — Всозо = 

Когда же В? —4АС=0, то ф=0 и, слфдовательно, прямыя, какъ 
уже показано, совпадаютъ. 

Если система координатъ прямоугольная, то необходимое и достаточное 
услоше перпендикулярности прямыхъ, выражаемыхь уравнешемъ (4), есть 
(=Ь— А. 

102. Положимъ, что требуется найти прямую, дфлящую пополамъ 
уголь между прямыми, выражаемыми уравнешемь (4) относительно 
прямоугольной системы координатъ. 

Уравненя двухъ прямыхъ, дЪлящихь пополамъ уголъ между прямыми 

&—шу=о и д—шу=0, 


имВють, какъ извфетно, видъ (см. стр. 51) 
Е—шу | №9 М И 
УЕ? ИГ Уши 
Перемножая ихъ почленно, получимъ уравнеше второй степени 
(о ву  (@ — У о 
1-Е 1 . 
представляющее совокупность этихъ ирямыхъ. 
По уничтожени знаменателей и соединен!и подобныхь членовъ, это 
уравнене принимаеть видъ 


(и — ща -- 2 (и — ш) (1 — ши) ху — (мо? -— 2)? 


0. 


0 


или 


(ш Ем) 22-5 2 — мм) ху — (и 5) =0, 
и такь какъ мы видЪли, что 
иь-=- В и ЕЯ 
то это послФднее уравнеше обращается, по умножены обфихъ частей 
на — Л, въ 
В --2(С— А) ху— Ву? =0. 


В 


На основавйи сказаннаго выше, заключаемь, что это уравнене пред- 
ставляеть двЪ прямыя, взаимно перпендикулярныя и притомъ всегда 
дЪйствительныя, потому что 

(С— д -- В, 
при всякихъ дфйствительныхь значешяхь А, В, С, есть величина 
положительная. 

Итакъ, лиши, дфляця пополамъ углы между прямыми, выражаемыми 
уравнешемъ (4), будуть дЪйствительныя даже и тогда, когда сами эти 
прямыя мпимыя, х 

103. Самый оби! Й видъ уравневн второй степени съ двумя неиз- 
вфетными есть 

Аз? -- Взу + бС-- О ВУ--Е=0....... (6) 
Легко обнаружить услоше, при которомъ оно также иредетавляеть сово- 
купность двухъ прямыхъ. Въ самомъ дфлЪ, рЪшая его относительно 
неизвЪстнаго у, получимъ 
у — (В&-Е Е)=У (В=-Р Е 4С(Ае +В 
2С 


или 


—= (Вг- Е)=У Ч —4Аб--(ВЕ-ЗОР)=-Е—40В) . (1) 
2С 
Для того, чтобы это уравнеше представляло прямую и, слфдователь- 
но, имЪло вилъ 


у=тх-®, 
необходимо и достаточно, чтобы выражеше, находящееся во второй 
части подъ радикаломь, было полнымъ квадратомь, а это, какъ из- 
вфстно, будеть тогда, когда ; 
(ВЕ бр = (В — 440) (Е*—40Е) .....(8) 
Въ этомъ случаЪ уравнеше (7) обращается въ 
_ =(В=2-- В)=Е У В —А0.=-РУ Е — 40) 
20 


у 
или 
(ВУ В:—440)=--2бу--(Е-ЕУ Е*—40Е)=0 ..(9) 
и включаеть въ себф уравнешя двухъ прямыхъ, совокупность кото- 
рыхъ выражается общимъ уравнешемъ (6) при услови (8). 
Такъ какъ изъ этого услошя видно, что двучлены 
В — 440 и Е —4СР, 
при дфйствительныхь коэффищентахь уравнешя (6), имфють одинако- 
вые знаки, то и заключаемь изъ уравнен!я (9), что прямыя, выражае- 
мыл имъ или, что все то же, уравнешемъ (6), будуть дЪйствительныя, 
когда В —4АС>0, и мнимыя сопряженныя, когда В—4АС<О0. 
При В —4АС=оО эти прямыя совпадаютъ. 


ЕЕ 


104. Услоше (8), по раскрыти скобокъ и сокращен!и вефхъ членовъ 
на— 20, принимаеть видъ 


2(4А0ЕР-- ВРЕ— АЕ*— С0:— ВР) =0. 1 


з х 
Эдфеь первая часть есть, очевидно, опредЪфлитель вида 


24, В, О 
8,26, Е = А. 
| 2, Е, ЗЕ 


Этотъь опредфлитель, который, будучи приравненъ нулю, даеть усло- 
ве, необходимое и достаточное для того, чтобы общее уравнене вто- 
рой степени (6) представляло совокупность двухъ дЪйствительныхь или 
мнимыхъ прямыхъ, называется дискриминантомь этого уравнения. 


ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ. 


СОКРАЩЕННЫЙ СПОСОБЪ И НАЧАЛА ПРОЕК- 
ТИВНОЙ ГЕОМЕТР!И. 


$ 1. Сокращенный способъ въ примфнеши къ прямой лини. 


105. Шри разсемотрЪни н%еколькихъ линй совмфетно часто бываеть 
возможно ршаль различные вопросы и выводить нфкоторыя обийя за- 
ключения, не обращая вниман!я на частныя свойства уравнешй, выра- 
жающихь эти ливни. Въ такихь случаяхъ уравнеше лиши представ- 
лнють обыкновенно въ сокращенвомь видВ 


г=0 


и резсуждають вадъ знакомъ / лишь подъ усломемъ сущёствованйя нЪ- 
которыхъ общихъ свойствъ для означаемаго имъ выражен!я. Это состав- 
ляеть основаше и сущность такъ называемаго сокращенваго способа, 
простЪйшее примфнене которато можно видЪть въ слфдующемъ. 

106. Пусть д =0 и р =0 будуть уравнешя двухъ лин! одного и 
того же порядка т. Соетавивъ ураввеше 


о. 


тдЪ № есть нЪкоторая постоянная величина, легко видЪфть, что оно 
также стешени т и притомъ удовлетворяется вефми значенями неиз- 
вЪетныхь, обращающими въ нуль одновременно многочлены д и |. 
Слфдовательно, уравнеше (1) представляеть линйо э-го порядка, про- 
ходящую черезъ веф точки пересфчен!и лий 


В =о и 3=0. 


Это заключеше не зависить отъ чаетныхь свойствь послфдпихь ли- 
ний и имфеть место, какого-бы порядка он ни были. 

При неопредфленномъ ® уравнене (1) выражаеть цфлую систему лин, 
имфющихъ однф и тф же точки пересфченя. Такую систему называють 
пучкомь линй. Каждому значеню параметра # соотв тствуеть опредфлен- 
ная лиш пучка. Лини д =0и 2 =0 принадлежать также этому пуч- 
ку, и соотвфтствующия имъ значешя параметра суть #=0 и # =. 


НВ = 


107. Положимъ теперь, что даны двЪ прямыя ливши 57 и 51», от- 
несенныя къ прямоугольной системф координатъ (фиг. 30), и пусть 
Е О 
будуть представленныя сокращенно ихъ уравнен!я въ нормальной фор- 
м, такъ что 
А; = 2603 -- узша — 7 
и „Аз = 26056, -- узша: — рз- 
Вь этомъ случаЪ въ уравнени 
Ау — ВА. =0........ 2 в 28) 
параметръ  имфеть простое геометрическое значеше, которое обнару- 
живается слёдующимь образомъ, Возьмемъ на 
прямой, выражаемой этимъ уравнешемъ, какую- 
нибудь точку 2(2., /:)- Подставивъ въ него ко- 
ординаты этой точки, получимъ тождество, изъ 
хотораго находимъ 


5—4 —_ 21 6081 Риз, — 
— Аз д воза» -- уз — дз" 0 


Фиг. 80, 

Члены этого отношения представляютъ, какъ извЪетно, длины пер- 
пендикуляровьъ №№ и М№., опущенныхь изъ точки № на прямыя 
ВТА и ВТ». Но изъ треугольниковь ММ и 5ММ№, имфемъ 

ММ = 5М за ММ, 


и ММ, = 5Мзш М5 №. . 
Слфдовательно, 


—_ ММ _ м1 М8 № 
— МА зи М5№ 


или, означал черезь Л и А» углы, составляемые прямой (3) съ пря- 
мыми (2), 


№ 


За 
эт” 


Итакъ, постоявное  означаеть отношеше синусовъ угловъ, на ко- 
торые прямая (3) дЪлитъ уголь между данными прамыми (2). 

108. Данныя прямыя, пересЪкаясь въ 8, образують при этой точкЪ 
смежные углы, дополняюще другъ друга до 180°. Очевидно, что для 
вефхъ положен прямой (3) внутри одного и того же изъ этихъ угловъ 
постоянное # сохраняеть одинъ и тотъ же знакъ. Напротивъ того, для 
двухъ какихъ-нибудь положенй этой прямой внутри двухъ названныхъ 
смежныхь угловъ значеня постояннаго & имфютъ разные знаки, 

Если &==1, то зп == 17.. Слдовательно, при #=--1 
имфемь 4 =1., а при &=— 1 имфемъ 1 =л — 4». Это значить, что 
прамыя, выражаемыя уравнешями 


16 — 


А — А. =0 и А-4=0, 
суть бисектры двухъ угловъ, образуемыхъ прямыми 
А =0 и Аз =0, 


т. е. ДЪлять эти углы пополамъ. 
109. Если положимъ, что 


: п=0 и о 
суть уравневя данныхъ прямыхъ въ общемь видЪ, такъ что 
И = А:=-- Ву-- С 


и 0: = Азз-- Вуу-- 0,, 
то значеше постоявнаго Ё въ уравневи 
и—=0..... а 


будеть нЪеколько иное. Въ самомъ дфлЪ, означая черезъ р и р. длины 
перпендикуляровь изъ начала координать на прямыя (4), а черезь 
@ и а, углы этихъ перпендикуляровъ съ осью абсциесъ, будемъ имЪть, 
какъ извЪстно, 

ГИД : 

Е аа -Рузта — р 


Уд 
[7 М 
Е 
Раздфливъ одно изъ этихъ равенствь на другое, получимъ 


МУ 4? В? _ сова -Рузша — д _ за 
О.И А-В? геоза, | узта, — р» эт” 


откуда 
= Чл = 
0. 
тДЪ 
„_И 4-88 
Уля 


Слфдовательно, въ разематриваемомъ случаф параметръ # означаеть 
то же отношенше синусовъ, умножевное на, постоянный множитель, по- 
‘стоянный въ томъ смыслЪ, что овъ не измфняется отъ измфнен!я на- 
правленя прямой (5). 

110. Если три прямыя 

ы 1 =0, 0:=0, 0: =0 
проходять черезъ одну точку, то въ уравпеши 
и — ЕО. =0 
мы можемь дать параметру Ё такое значеше, при которомъ оно бу- 
деть представлять прямую Оз =0. Такъ какъ въ этомъ случа пер- 


а 5 


выя части уравненй 0) — #0. =0и 0. =0 могуть различаться только 
постояннымь множителемь, то должно быть 

И — 0, =ИЗ 
или @! —#0, —И:=0. 

Это тождество, т. е. равенство, имБющее мЪето при всякихь значе- 
шияхъ перемфнныхъ ди у, является, такимъ образом, услошемъ или 
призвакомъ, что три прямыя проходятъ черезь одну точку. Помноживъ 
06$ его части на какое-нибудь постоянное р; и положивъ — р: = рз 
и— И =рз, дадимъ ему видъ 

2-Е р б-р = 0. еее. . (6) 

Слфдовательно, можно сказать, что три прямыя проходять через 
одну точку, когда существують три так!я постоянныя количества 1, 
1>, рз, Что сумма произведен ихъ на первыл части уравпенй этихъ 
прямыхь тождественно равняется нулю. 

Въ примфнешяхъ сокращеннаго способа къ прямымь лишямъ при- 
знакъ этотъ особенно удобенъ, какъ можно видфть изъ елдующихъ 
простыхъ доказательствь извфствыхь предложен! о треугольник. 

111. Бисектры треть узловь треуольника проходять черезъ одну точку. 

Пусть М,, М,, Мз будуть вершины треугольника. Положимъ, что 
уравнешя. въ нормальной .формЪ сторонъ его №, М, М, № и М, М. 
будуть послфдовательно: 

А =0, 44 =0, 48 =0. 
Въ такомъ случа уравненя бисектровь будуть, какъ мы видфли, 
АА, =0, Аз А =0, А = А. =0 
Сумма первыхъ частей уравненй 
А, —4:=0, А3—4=0, А. —4:=0 
равняется нулю тождественно. 
Это значить, что къ нимь прилагается предыдущий признакъ, полагая 
и = раз = 1. 
Если же возьмемъ уравнен!я: 
Аз Аз=0, 4-4 =0, 4, —4=0, 
или АА: =0, 44—44 =0, А - 4. =0, 
или Аз— Аз=0, Аз-- А, =0, 4. -- 4: =0, 
то къ нимъ прилагается предылуций признакъ, принимая одинъ изъ 
множителей ул, ро, рз за—1, а два друме за-|- 1. 

Такимъ образомъ, убфждаемся, что существують четыре точки, въ 

одной изъ которыхъ пересфкаются бисектры внутреннихъ угловъ, а въ 


каждой изъ остальныхь бисектры одного внутренняго и двухъ внфш- 
нихъ угловъ. 


ЕВЕ 


112. Перпендикуляры, опущенные изъ вершинь треуюльника на 'про- 
эпивотоложеныя стороны, проходять черезь одну точку. 
Сохраняя дал вершинъ и сторонъ треугольника прежнее обозначе- 
м ве, назовемъ внутренние углы его послфдова- 
тельно чрезъ (М,), (М.), (Мз). Уравнеше пер- 
пендикуляра Л.В, (фиг. 31) будеть 
Аз — Аз =0, 
эт В, М, Му 
с Е — Ба, ЛЬ ^ 
Но изъ треугольниковь Л// В, М: и М, В № 
имВемъ 


эш В, М, М; = е0$(243) 
и эт В, М, М, = соз(М.), 


В 


Фиг. 31. 


велфдстые чего уразнеше прямой М, В, принимаетъ видъ 


603 (№5) д, 


603 (м) ^ И 


4. — 


Подобнымь же образомъ найдемъ, что уравнев!я перпендикуляровъ 
М.В, и М»Вь суть: 


_—_ воз (М), — 
43 — ив) 0 
—_ 6050) 
и А, возм!) 


Къ этимь тремъь уравнешямъ прилагается предыдущ признакъ, 
полагая 


а = 603145), р = с08(3), рз = с03(21), 


что и доказываеть предложене. 
113. Медины, т. е. прямыя, соединяющия вершины туреуюльника сь 
срединами противоположныхь, сторонь, прохо- 


М 
бязь черезь одну точку. 
Пусть С, С, 0» будуть средины сторонъ 
с, с, треугольника (фиг. 32). Уравнеше прямой Л. С! 
будеть 
Аз —йАз=0, 
зи О. Ма 
м и м № 1 — ам. ° 
Фиг. 32. Но изъ треугольниковь 24 0: и 2 СМ 
имемъ 
Обь — зи ОМ Му СМ, зв ОМ, М 


ам за) м м0) 


ЕЕ: 


и такъ какъ О М, = О М,, то 
зи С.М: М» — в ММ, 
31(143) $1 (045) 
велфдетые чего уравнеше прямой Л.С, принимаеть видъ 
__ 91 (246) 


48 — звон.) —°° 
Точно также для прямыхь М.С, и №30, находимьъ уравнения: 
м0) а — 
в ЩЕ о 
(М), _ 
.. : а 


Изь того, что еумма произведен первыхъ частей этихъ трехъ урав- 
ней послФдовательно на 31(2/3) ‚31 (1М3) и зи (14,) равняется тожде- 
ственно нулю, заключаемь о справедливости предложенйя. 

114. Изь тождества (6) получается, какъ слЬдстые, услоше пересф- 
чешя трехъ прямыхъ въ одной точкВ, которое было дано выше (см. 
стр. 45). Въ самомъ дл, подставивъ въ (6) вмфето (1, Пз, Оз озна- 
чаемые ими многочлены, будемъ имфть по приведеши 
(дт- Аз Азрз)=-Н (Вр - Вар» Выру -- (биит-Н Оль Оу) =0- 

Но для того чтобы это было возможно при всякихъ значешяхъ хи у, 
должно быть 

Ау + Азрз -- Азрз=0, 
Вл --Вьрз -- Взрз =0, 
Ст -- Сы -- Оз: =0- 

Существовае же величиль /л, 2, рз, удовлетворяющихь этимъ 
равенетвамъ, возможно только при услови совмфстимости трехъ одно- 
родныхь уравненй, которое, какъ извфетно (см. стр. 30), должно за- 
ключаться въ слфдующемъ 


РА, 4, | 
в, В, В =0 
ее 


115. Если дза треуольника М, М. Му и № №, № расположены такъ 
что стороны ить пересъкаются въ трехь точкахь, лежащить на одной 
прямой, то прямыя, соединяюиия ихь соотвътственныя вершины, тро- 
ходять черёзь одну точку. 

Положимъ, что стороны перваго треугольника выражаются уравненями. 

п =0, =0, 8—0, 
и пусть У=0 будеть уравнеше прямой, на которой находятся три * 
точки пересфченя сторонъ треугольниковъ. Въ такомъ случаф уравне- 
ня сторонъ второго треугольника могуть быть представлены такъ; 
Тт—ЫИ=0, У—0:=0, 7—0: =0, 


с 
тд М, №, Ё виолнЪ опредфленныя постоянных величины. 
Такъ какъ при всякихъ значешяхъ перемфнныхь ди у 

(7) —(7—№0:) =&0:—№04, 

то заключаемъ, что уравнеше 

в —№@ =0 
выражаеть прямую, проходящую, какъ черезь точку пересфченя пря- 
мыхъ (И =0и 0. =0, такъ и черезь точку пересфчемя прямых® 
УИ =0и У— №0. =0. Это есть, слфдовательно, уравнеше пря- 
мой, соединяющей вершины №; и № данныхъ треугольниковъ. 

Точно также находимъ, что уравненя прямыхь 1, № и М.№, будуть 

80: —1№0, =0 

и ВИ — №0: =0- 


Изъ того, что сумма первыхъ частей этихъ трехъ уравнешй тож- 
дественно равняется нулю, и убЪждаемся, что прамыя, ими выражаемыя. 
проходятъ черезъ одну точку. 

Легко доказать такимь же образомъ и обратное предложеше. 

Треугольники, имбющие такое расположеше, называютея зюмолошие- 
скими; при этомъ точка, въ которой сходятел прямыл, соединяющя 
ихъ вершины, именуется центромь зомоломи, а прямая, на которой пе- 
рескаются ихъ стороны, —0осью зомолони. 


$ 2. Трилииейныя координаты. 


116. Если намъ извЪетно ва плоскости положене трехъ прямыхъ 
лин, не проходащихъ черезь одну точку, то положеше всякой точки 
плоскости можеть быть опредфляемо тремя однородными величинами, 
пропорцюнальвыми разстояямъ этой точки отъ этихъ лин. 

Вь самомь дфлЪ, пусть относительно какой-нибудь прямоугольной | 

х. системы координать три данных прямыя, состаз- 
ляющя треугольникь Х, Х. Хз (фиг. 33), выра- 
жаются уравнешями въ нормальной форм: 


о р, А =0, А=0, 4а=0... (1) 

и пусть №4, №, № будутъ нослЪдовательно раз- 

стояня вЪкоторой точки М оть этихъ прямыхъ, 

ря р ыы № Называя черезь 21, 2, 23 три однородвыя ве- 
иг, 33. 


личины, пропорцюнальныя этимъ разстоянямъ, 
будемъь имфть 


АЕ о 
м (2) 
‘или Е: и И он ь (6) 


а: ее: 


ДвЪ прямыя ХМ и ХМ, проходящя черезь вершины треуголь- 
ника Х,Х.Х. и пересБкающяся въ точкф М, выражаются, какъ мы 
знаемъ, уравнейями 


„А; — & Аз =0 и А: — 14: =0, 
при чемъ постолнныя Ё и { имфютъ слфлующия значения: 


и 
РЗ № МР 


Сличая эти равенства съ равенствами (3), видимъ, что по даннымь 
величинамъ.21, 22, 23 опредфляются вполн$ величины # и {. Этими же 
послФдними опредфляются прямыя Хз Ми Х.М, а съ тёмь вмфетб и 
точка ихъ пересфчешя М. 

117. Три однородныя величины 21 ‚ хо, хз, которыми, такимъ образомъ, 
вполнф опредфляется положеше точки №, называются трилинейными 
координатами этой точки. Такъ какъ положене точки зависить только 
отъ отношешй этихъ величинъ между собою, то онф могутъ быть какого 
угодно рода. Проще всего подъ ними понимать отвлеченныя числа. 

Три прямыя Х, Хь, ХоХз, ХзХ, ‚ положеше которыхъ, при опредфлени 
точки трилинейными координатами, считается извфстнымь, составляють 
въ этомъ случа систему координатъ и называются осями координать. Са- 
мый треугольникь Х,Х,Х, называютъ хоординатнымь треуюльникомь. 

Легко видЪть изъ сказаннаго, что для всЪхъ точекъ, лежащихь на 
какой-нибудь изъ осей, одна изъ координать равняется нулю. Это зна- 
чить, что условя 

д =0, 22=0, вз=о 


характеризуютъ послфдовательно три оси координать. 

Каждая изъ вершинъ координатнаго треугольника имфеть дв коор- 
динаты, равныя нулю '). Равенство нулю всфхъ трехъ координать ни 
для какой точки плоскости невозможно. 

118. Если начало координатъ прямолинейной или декартовой систе- 
мы, къ которой первоначально были отнесены стороны координатнаго 
треугольника, находится внутри его, то, согласно извфетному правилу 
знаковъ для разстоявя точки отъ прямой (см. стр. 50), трилинейныя 
координаты каждой точки, находящейся также внутри этого треуголь- 
ника, имфють одинаковые зваки. Зная же, что, съ переходомъ точки съ 
одной стороны прямой на другую, направлеше ея разстоян!я отъ этой 
прямой измфняется, легко понять, что въ каждой изъ остальныхъ частей 
плоскости, на которыя она дФлитея тремя осями координат, дв изъ 
окординать имфють одинаковые знаки, а третья имъ противоположный, 


1) Между осами координать не должно быть двухъ параллельныхь между собой. 
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Разсматривая трилинейную систему координать независимо отъ пер- 
воначальной декартовой, можно ту часть плоскости, въ которой вс№ три 
координаты каждой точки имфютъ одинаковые знаки, выбирать по про- 
изволу, чрезъ что знаки координатъ вефхъ другихъ точекъ плоскости 
уже вполнЪ опредфлятся. 


119. На первый взглядъ можеть показаться, что трилинейная система 
координатъ предетавляетъ лишь осложнен{е декартовой, такъ какъ виЪсто 
двухъ координать, употребляемыхъ въ послёдней, въ ней для той же пфли 
‘употребляется три. На самомъ же дЪлЪ, пользуясь трилинейною систе- 
мой, можно достигать значительных упрощен!й изслфдованй, въ особен- 
ности, когда’ эти изелфдован!я носять общ характеръ и прилагаются къ 
линмъ алгебраическимъ. Причины этого заключаются въ слЪдующемъ. 

Хотя трилинейныхь координать точки три, но, какъ замфчено выше, 
ихъ можно разсматривать, какъ отвлеченныя числа. Въ декартовой же 
систем абецисса и ордината суть длины, выраженных въ опрелжленныхь 
единицахъ, и только тогда опредфляють точку, когда единица дана. 


Трилинейныя координаты точки, какъ величины, долженствуюнщия 
быть лишь пропорщональными извфетнымь разстояшямь, могуть быть 
умножаемы или раздфляемы на одну и ту же величину безъ изм неня 
опредфляемой ими точки, подобно тому, какъ это можно дЪлать съ тре- 
мя коэффищентами общаго уравнен!я первой степени, опредЪляющаго 
прямую. Въ этомъ прежде всего усматривается сходство между прямой 
лишей и точкой по отношению къ опредфляемости, и, кром% того, этимъ 
‘можно пользоваться для упрощеня аналитическихь преобразовай и 
вычислений. 

Выборомъ осей координатъ часто пользуются для упрощеня анали- 
тическихъ формулъ и дЪйстый надъь ними, и такъ какъ въ елучаЪ три- 
линейной системы коорхлинатъ осей три, то это упрощенше бываетъ воз- 
можно вести дальше, чёмъ при употреблени декартовой системы. 

Наконець, самое важное преимущество трилинейныхъ координатъ за- 
ключается въ томъ, что при употреблени ихъ веф алгебраичесыя ли- 
и выражаются уравнешями однородными, велфдетве чего ве анали- 
тичесвя операщи надъ этими уравнен1ями подчиняются болфе одно- 
образнымь законамъ. 


120. Покажемъ, напримфръ, что прямая лишя выражаетея въ три- 


линейныхь координатахь однороднымь уравнешемъь первой степени. 
Общий видъ такого уравненя есть « 


ат -- азхо Е аз == 0. еее, (4) 


ЗамЪтимь прежде всего, что въ уравненшяхъ (1), выражающихь сто- 
роны координатнаго треугольника относительно нфкоторой прямоуголь- 
ной системы, первыя части им$ютъ слёдуюцщия значенйя: 


НА 


<= 88 — 
Ау = 2605! -- узнии — 7, 
А; = дсоза, -- узтаь — ра, 
Аз = хсоза, -- узшаз — рз, 
и если подразумВ вать подъ 2 и у координаты точки Л, то будемъ имть: 
жсоза -- узта — р =, 
2603 &» -- уз — уз =, 
2соза; -- узтез — рз == №. 
Внеся эти выражен для разстолнй Ти, №2, № въ равенства (2), по- 
лучимъ соотношеня: 


Е 2 23 
созея -- узо: — рр 20а, -- узшеь— рь — бозез-- узи -— ра * 


(5) 


представляюния зависимость между трилинейными и декартовыми коор- 
динатами одной и той же точки. Поэтому, подставляя въ уравнеше (4) 
на мЪето перемфнныхь 21, 22, 23 пропорщональныя имъ величины изъ 
послфднихъ соотношенй и соединяя подобные члены, дадимъ ему видъ: 


(ал соз@ -- азсоз с» -- азс0з@з) 2 - 
- (за, -- аозтеь -- аззша) у — (ау -- азрь -Е азра) =0- 
Такъ какъ въ этомъ видЪ оно представляеть относительно декарто- 


вой системы прямую, то такое же значеше имфеть относительно три- 
линейной системы и уравнене (4). 


Для того, чтобы оно представляло какую угодно прямую, выражае- 
мую въ декартовыхъ координатахъ общимъ` уравнешемъ 
Чз-- В+С=0, 
его коэффищенты должны удовлетворять условЁямъ: 


а с03 < —— а3603& | азс03аз = Ай, 
а эта, -- аз -- аззтеаз = ВЁ, 
ар —- азрь - азрз = — СЁ, 
изъ которыхъ, какъ изъ уравненй первой степени величины, пропор- 
цональныя коэффищентамъ (1, 42, аз, могутъ быть найдены. При этомъ 
для нихъ не могутъ получиться безконечно большя значен!я, потому 
что опредфлитель этой системы уравнейй 


| с05@1, соза», созез | 
это, зтез, Заз | 
р, 2, 2 | 
не можеть равняться нулю \). 


1) Равенство нулю этого опредфлителя есть услоше, при которомъ три прямыя 4, =0, 
А,=0, А,=0, т. е. оси координатъ, проходятъ черезъ одну точку, чего, по условию, 
ве должно быть. 


* 


= м — 


Итакъ, всякая прямая выражается въ трилинейныхь координатахь 
уравнешемъ вида (4). 

121. Назовемъ абсолютныя величины сторонъ координатнаго тре- 
угольника послЪдовательно черезъ 4, 42, @з, и пусть 5 означаеть его 
площадь. Соединивь прямыми линями вершины координатнаго тре- | 
угольника съ какою-нибудь точкою М, получимъ три треугольника, для 
которыхъ сторопы 4, 4», 4; будуть основашями, а точка М общей 
вершиной. Площади этихъ треугольниковъ выразятся послфдовательно. 
черезъ , 

а д Чл аз 
т , ЕЕ ’ Е: ’ 


и въ случа, когда точка 1/ находится внутри координатнаго треуголь- 
ника, очевидно, должно быть 


чм алан 98 5 оке . (6) 
Если точка М выйдетъ ‘изъ внутренней области координатнаго тре- 
угольника, перейдя черезь одну изъ сторонъ его, то одно изъ разетоя- 
в! №, №, 1 сдфлается отрицательнымъ, но, вмфстф съ тЪиъ, и ило- 
щадь 5 будеть равняться сумм площадей двухь изъ названныхъ тре- 
угольниковъ, имфющихь вершину въ М, безь илощади того изъ нихъ, 
для котораго эта сторона служить основашемъ. 
Отсюда убЪждаемся, что соотношене (6) должно имфть мфето при 
веякомъ положен точки М. 
Но уравнене 


ал - @эхо -- @заз = 0, еее (1) 
будучи однороднымъ вида (4), должно выражать нфкоторую прямую, 

Если для какой-нибудь точки этой прямой назовемъ черезь х вели- 
чину каждаго изъ отношен!й (2), то будемъ имфть: 

а 

Подставивъ эти координаты въ уравнеше (7), получимъ 

(али Е аль -- аз)" =0. 

Такъ какъ на основан!и соотношешя (6) множитель (411, -- 4 -- @3йз) 
не можеть равняться нулю, то должно быть х=0. Отсюда слфдуеть, 
что, по крайней мЪрЪ, одно изъ разстоявй №, №, йз должно быть без- 
конечно большимъ, ибо въ противномъ случаф изъ равенствъ (8) мы 
имБли бы 2 =0, 12=0, 23==0, что невозможно. 

Такимъ образомъ видимъ, что уравнене (7) выражаеть прямую, без- 
конечно удаленную всЪми: своими точками. 

122. Положимъ теперь, что намъ даны уравнешя двухъ прямыхъ: 


тли -- ть -- таз = 0, ? .. ® 
та -- плз - изаз =0. 


Изь нихъ находимъ 
Е 2% 2 иг 23 
тзпз — ти тт — тт тт —тт` 


Этимъ опредфляются величины 21, 22, 2з, удовлетворяюция обоимъ 
уравненымъ, т. е. трилинейныя координаты точки пересчешя данныхъ 
прямыхъ. 

Если даны три прямыя линш уравненями; 


этизл - толь Е за = 0, 

тая -Е пзжь -- пзаз =0, 

ра -- рые: Е раз = 0, 
то услоше, при которомъ они проходять черезъ одну точку, получится, 
какъ результать исключеня изъ этихъ уравнен!й неизвфетныхъ 21, 22, 23. 
Это услове будетъ, слЪдовательно, 


| ту ть, ть | 
| 
| м, ж, ж | =0 
|0, №, №3 | 
или 
(топз — тата) ри Е (ти — титз)рз -- (итз — тот) = 0. 

Въ частномьъ случа, когда третья прямая есть безконечно-удален- 
ная, двф первыя прямыя, какъ пересфкающияся въ безконечно-удален- 
вой точкф, должны быть параллельными между собою. 

Отсюда заключаемъ, что услоше параллельности двухъ прямыхъ (9), 
отнесенныхъ къ трилинейной систем координатъ, для которой стороны 
координатнаго треугольника равны 4,, 4, 4з, выражается равенствомъ 


(тзтз — тзиз)а, -Е (тзт — тута) аз -- (тиз —тьт)&=0. . (10) 


Если обозначимъ внутренше углы координатнаго треугольника по- 
слфдовательно черезь (Х,), (Х.), (Хз), то, какъ извфетно, 


а |. п 
зт(Х,)  эщ(х.) 
Велфдетвые этого уравнене безконечно удаленной прямой (7) и усло- 
ве параллельности лвухъ прямыхъ (10) принимають видъ: 
ал (Хи) -- 2: п (Хз) -- аз ( Хз) = 0 


и 
(тьпз— тзтз) зв (Х, )- (тут — туиз) и (Хь)-- (пи — тет) (Х3)=0. 
123, Это послфднее услоше можно вывести также изъ условя парал- 
лельности для декартовой системы 
АВ'— ВА'=0, 


АЯ: СЕВ 


подставляя на мото А, В, А’, В’ соотвЪтствующе коэффищенты 
уравнен!, въ которыя преобразуются уравнешя (9) по зам нЪ 2л , 22, 2; 
ихъ выражениями черезъ 2 и у. Результать этой подстановки будеть 
(ту ©0364 -- те с08 < -- ть с0з@з) (п, та, -- пз зп» Е из ша) — 
— (т за, -- ть зб, -- тззш <) (п 6056: -- #5 соза» - из с0303) = 0 
или, по преобразован!и, 


(ты яз — тот ) т (а, — в) -- (тун — титз) 1 (а, — в) -- 
- (бтепз — твиэ) зи(аз — в) =0. 

ЗдЪеь (а — в!) есть уголъ между перпендикулярами къ двумъ сто- 
ронамъ координатнаго треугольника. Слфдовательно, онъ или равняет- 
ся углу (Хз) между этими сторонами, или дополняеть его до 180°. Въ 
обоихъ случаяхь з1(а» — 1) = (Хз). На томъ же основан имфемъ 

эт(а, — 3) = зш(Хь) и эш(аз — в) = эи(Х)). 

Велфдетые этого предыдущее равенство принимаеть видъ найден- 
наго выше, 

124. Подобнымь же образомъ услове перпендикулярности для де- 
картовой прямоугольной системы 

аА’-- ВВ =0 
преобразуется въ 
(т; соза, -- ть сос, -- тзс0 @а) (пл с03<4 - по воза -- изсозез) > 

-{ и за -- яьзтшаь -- зто) (и зто Е поза, -- 9) = 0 

или, по перемножен!и, 
тизи -- топе -- тзтз Е (пить -Е тьт )с03(а — &)-= 
Е бизт -Е тив) с03(, — аа) -- (тои: — тзть) с03(аз — аз) =0. 

Вь томъ случаЪ, когда начало координать декартовой системы на- 
ходитея внутри координатнаго треугольника трилинейной, вс три угла 
(2—4), (в — 03), (&—в;) равняются внфшнимъ угламъ этого тре- 
угольника и, слЪдовательно, 

608(& — а) = — с03(Хз) 
603(&, — 3) = — соз(Х») 
605(з — 5) = — соз(Х\). 

Велдстые этого услоше периендикулярности прямыхъ (9) прини- 

маеть видъ 
тии -- тть -- тьть — (тив -- жыт) с08( Хз) — 
— (тм: - зна) с03(Хь) — (топз —- таз) с03(Х,) = 0. 


125. Данное выше опредфлеше трилинейныхь координать, выражае- 
мое равенствами (2), можно подвергнуть обобщешю, условившись по- 
нимать подъ ними величины, пропорщональныя не самимъ разетоя- 
шямъ точки оть трехъ осей, а произведешямь этихъ разстояй н& 


ВЯ 


нЪфкоторыя постоянныя количества. Равенства (2) замфняются въ такомъ 
случа равенствами: 


та ЕО, 


Поетоянныя м, М2, з называють параметрами отношеня, 

Очевидно, что веф указанныя выше особенности трилинейныхъ коор- 
динать сохраняются и при этомъ ихъ обобщен, но, вмфетб съ тфмъ, 
лвляется возможность пользоваться выборомь значешй для параметровъ 
отношеня съ цфлью упрощенйя аналитических преобразовай и вы- 
раженй, 

Можно, напримфръ, выбрать м, №», из такъ, чтобы данная произ 
вольно точка имфла данныя координаты. 

Если положимъ въ равенствахъ (11) 


В =№=№, 
то будемь имфть 
ЕЕ: 
шо №. 


Слфдовательно, параметры отношеня суть координаты центра круга, 
вписаннаго въ координатный треугольникъ. 
Если же въ равенствахъ (11) положимъ 
2 = =, 
то будемъ имЪть 


ша = эй = изв , 


откуда видимъ, что параметры отношешя обратно пропорщональны раз- 
стояшямЪъ оть осей той точки, для которой вс три координаты равны. 
Полагая \ = № ==из, возвратимея къ прежнему опредфлен!ю трили- 
нейныхь координатъ. 
Если примемь за параметры отношешя величины, пропорщюнальныя 
сторонамъ координатнаго треугольника, или положимъ, 


Евы ПА 32 
зп(Х,) зи(хХ» зщ(Х.)’ 


то координаты всякой точки будуть величины, пропорщональныя пло- 
щадямъ трехъ треугольниковъ, для которыхъ эта точка есть общая вер- 
шина, а стороны координатнаго треугольника основаня. Таюя коорди- 
наты. называются барицентрическими. 

Безконечно удаленная прямая выражается въ этомъ случа уравнешемь, 


жа -Е а: = 0. 


126. Уравнеше всякой алгебраической ливи въ декартовыхъ коор- 
динатахъ можно сдфлать однороднымъ, замфняя въ немъь ди у отно- 


НВ = 


‘шенями : и г и умножая об его части на 5”, гдЪ т есть степень 
уравнен1я. Такъ, напримфръ, полагая 
‘ 
$ 7) 
=— и и ау 
к ат и» 


въ общемъ уравнеши прямой 
Аз-- ВУ 0=0, 
дадимъ ему видъ 
48481 -0=0 
5 
или, по умножеши на 6, 
АЕ ВУ- 06 =0. 

Такое преобразоваше представляеть въ сущности не что иное, какъ 
введене явнымъ образомъ подъ обозначешемь 6 той единицы, вЪ ко- 
торой черезь х и у выражаются прямолинейныя координаты, Полагая 
5—1, возвращаемся снова къ декартовой систем$. 

Величины &,7), 6, вводимыя такимъ образомъ, иногда называють одно- 
‘родными координатами. Не трудно показать, что онЪ, а слЪдовательно и 
декартовы координаты, представляють частный случай трилинейныхъ. 

Вь самомъ дЬлЬ, полагая, что &, 7, 6 суть координаты точекъ отно- 
сительно нфкоторой трилинейной системы, будемъ имфть, что три оси 
этой системы опредфляютея въ отдфльности условями: 


5=0, 7=0, 6 =0. 


Но изъ равенствъ (12) видно, что два первыя услошя, независимо 
отъ послфдняго, равнозначущи съ 


#=0 и у=0; 
послфднее же, независимо отъ двухъ первыхъ, возможно только при 
2 = < и у=о. 
Это означаетъ, что дв изь осей разсматриваемой трилинейной сис- 
темы совпадають съ осями декартовой системы; третья же есть пря- 
мая безконечно удаленная. 


Чтобы найти параметры отношеншя разсматриваемой системы, по- 
ложимъ 


ё=1=5. 
Въ такомь случаЪ изъ равенствъ (12) получим 
ш=у=1. 


СлЪдовательно, точка, для которой три координаты равны между 
собой, находится въ равныхъ разстояшяхь отъ двухъ изъ осей. Раз- 
стоян!е же ея отъ третьей есть безконечно большое. : 

Припомивая, что параметры отношешя должны быть обратно про- 
порщональны этимъ разетоявйямъ, получимъ 


м 
р #з 


откуда 
ш=№@ и 13 =0. 


Итакъ, декартова система координать представляеть частный случай 
трилинейной системы, когда одна изъ осей послЪдней есть безконечно уда- 
ленная и, въ то же время, соотв тетвенный этой оси параметрь отношен!я 
равняется нулю, два же друе параметра отношеня равны между собою. 


$3. Начала проективной геометр!и. 


127. Методъ координать въ томъ видЪ, какъ мы его изложили въ 
предыдущемь, основывается на раземотрьши точки, какъ элемента 
веЪхъ возможныхь геометрическихъ фигуръ. 

Координаты служать для опредфленя каждой точки въ отдфльноети; 
системы же точекъ, подчиненныя общему условно и составляюция въ 
совокупноети то, что называють геометрическими мфетами или лишями, 
выражаются уравнешями. 

Сама плоскость, на которой разсматриваются и изучаются фигуры, 
предетавляется при этомъ, какъ система вебхъ возможныхь помфщаю- 
щихся на ней точекъ, изъ которыхъ посредетвомъ алгебраическихь 
символовъ и уравненй выдфляются лишь нфкоторыя въ конечномъ или 
безконечномъ числЪ. 

Одновременно съ этимъ воззршемъ и, такъ сказать, въ параллель 
къ нему, можеть быть составлено другое на основан! и слфдующихъ со- 
ображен!й. 


128. Выражая прямую линйо общимь уравнешемъ 
АзФ-- Вис=о0, 
мы видимъ, что она опредфляется тремя величинами 
Ш, №, из, 
пропорщональными его коэффищентамь А, В, С, точно такъ же, какъ 
тремя трилинейными координатами опредфляется точка на плоскости. 

Величины м , мз, и мы можемъ поэтому называть координатами пря- 
мой и, съ тЪмъ вмфетЪ, самыя прямыя принимать за элементы, изъ ко- 
торыхъ составляются разематриваемыя и изучаемыя фигуры. 

Всякое уравнеше, однородное относительно 1, №2, из или, что все 
то же, всякое уравневе, представляющее аналитическую зависимость 
между отношенями 3 и & двухъ изъ этихъ величинь къ третьей 

С ма 


[опризврь с =). выдфляеть изъ вефхь возможныхь пря- 
в з 


мыхъ на плоскости систему прямыхъ, непрерывно слфдующихь одна 


Вы ке 


за другой и могущихьъ быть разсматриваемыми, какъ послфдователь- 
ныя положеня прямой; непрерывно движущейся по плоскости. 

Подобно тому, какъ точка, перем щаясь по плоскости, описываетъ 
лин!ю, такъ прямая, при непрерывномъ своемъ движен!и по плоскости, 
‘озибаеть нЪкоторую линю, оставансь къ ней касательною. Поэтому можно 
сказать, что всякое уравнеше, содержащее, какь перемфиныя величины, 
координаты прямой, опредфляетъ систему прямыхъ, огибающихь нЪко- 
торую линию, или, что все то же, самую линйо, огибаемую этими прямыми. 

Одна и та же лия можеть быть выражена или уравненемъ, въ 
которомь перемённых суть координаты ел точекъ, или уравнешемъ, въ 
которомъ иеремфнныя суть координаты огибающихь ее касательныхъ. 
Раземотрфн!е прямой, кавъ элемента фигуръ, опредъляемаго координа- 
тами, принято поэтому называть методомъ касательныхъ координать 
(соот@опибез 1апзепчеез). ' 


129. Посмотримъ, что выражаетъ уравнеше первой степени въ та- 
кихЪ координатахъ, т. е. уравнеше 

Ми + Ме Риа=0, (1) 

тд$ М, №, Р суть извфетныя постоянныя величины, & ш, 4, из пе- 

ремфнныя координаты прямой, т. е. величины, пропорщональныя коэф- 
фищентамъ уравневя 

Аж-- ВУРО=0, (ке. О) 

представляющаго относительно нфкоторой декартовой системы любую 
прямую на плоскости. 


Такъ какъ 
И 
А В С’ 
то данное уравнеше (1) принимаеть видъ 
МАРИНО 


и предетавляетъ услове, которому должны удовлетворять коэффищенты 
уравненя (2). Въ силу этого услошя уравнеше (2) можеть быть пред- 
ставлено такъ 


Р(Аз-- Ву) —(Ма-г МВ) =0 


или А(Рх— М) ВРу— № =0 
или (Р#— М) МРу— №) =0, 
тдЪ в-1=№ $ 


и, велЪдетые неопреджленности #, оно выражаеть, очевидно, любую 
прямую, проходящую черезь точку пересфчешя прямыхъ, 


Рё—М=о и Ру М=0. 


ао. = 


Такимъ образомъ видимъ, что уравнешемъ (1) или, что все то же, 
услошемъ (3) выдфляется, изъ всфхъ возможныхь прямыхь на плос- 
кости, пучекь прямыхъ, проходящихъ чрезъ опредфленную точку. Иначе 
говоря, имъ опредЪфляется эта точка. 

Итакъ, когда координатами опред ляется на плоскости точка, то урав- 
неше первой степени отнобительно перемнныхъ, означающихь коор- 
динаты, выражаеть прямую. Когда же координатами опредфляется пря- 
мая, то уравнеше первой степени, въ которомъ перемфнныя суть эти 
координаты, выражаеть точку. 

Алгебраическя уравнешя высшихъ степеней, какъ въ тЬхЪ, такъ и 
въ другихъ координатахьъ, выражають кривыя лиши. При этомъ, по- 
добно тому, какъ, по степенямъ уравневй въ обыкновенныхъ координа- 
тахъ, лини раздфляются на порядки, такъ, по степевямъ уравнешй въ 
касательныхъ координатахъ, он подраздВляютея на классы. Лин од- 
ного и того же порядка могуть быть различныхь классовъ и обратно, 

130. Возможность принимать за элементы плоекихъ фигурь прямыя 
лини, точно такъ же какъ и точки, и притомъ взаимная опредфляе- 
мость точекъ черезь прямыя и обратно, составляють основане особаго 
геометрическаго принципа, называемаго закономь двойственности или 
взаимности. 

Выше, было сказано (см. стр. 19), что изучеше геометруи пря посред- 
ствЪ алгебраическаго анализа сводится на изучеше аналитическихъ со- 
отношенй (уравненй, тождествъ) въ связи съ ихъ геометрическимъ 
истолковашемъ, Теперь мы видимъ, что одному и тому же аналитиче- 
скому выводу можно дать два различныя истолкованя, смотря по тому, 
будуть ли величинами, означающими координаты, опредфляться точки 
или прямыя. Эти два истолковав!я предетавляютъ два различныя гео- 
метрическя заключен!я или предложеня, которыя принято называть 
взаимными, такъ какъ они взаимно переходятъ одно въ другое посред- 
ствомъ только замфны точекъ прямыми и обратно. 

То же самое относится, очевидно, и къ самой постановкф воиросовъ 
и задачь. 

131. Система вефхъ возможныхь точекъ на плоскости обладаеть тою 
особенностью, что для опредфленшя каждой ея точки въ отдфльности 
необходимо дать два отношеншя однородныхъ величинъ или дв вели- 
чины (координаты), выраженных въ извфетныхь единицахъ. То же са- 
мое имфеть мфето и для системы вефхъ возможныхь прямыхь на плос- 
кости, Об эти системы называются поэтому системами двузь измтренйй. 

Веф точки, принадлежаня какой-нибудь лини, или ве прямыя, 
отибающия лин (касательных), представляють, напротивъ, системы 
одною измтревшя, такъ какъ въ нихъ для опредЪлен!и каждаго эле- 
мента требуется одно только отношеше или одна величина, выражен- 
ная въ соотвфтетвующихь единицахъ. 


Е 


ПростЬйшия изъ системь одного измфревя суть: рядь вевхь возмож- 
выхъ точекъ на прямой и пучехь вефхъ возможныхь прямыхъ, прохо- 
дящихъ черезъ точку. 


132. Если двБ прямыя ба и 56 (фиг. 34) принадлежать пучку и 
; выражаются уравненями П=0 и 7=0, 10, 
какъ мы видЪли, уравнен!е всякой прямой 5с, 
принадлежащей тому же пучку, т. е. проходя- 
щей черезь точку 5, будеть И—КУ=0, 
_ 9145 
=" 5шезь › 
причемъ есть постоянный множитель, не 
зависящй оть положеня прямой 5с. Вели- 
чиною й опредЪфляется вполнЪ положене прямой 56 въ пучкВ 5, а по- 
тому различныя ея значешя можно разематривать, какъ координаты 
прямыхъ, принадлежащих этому пучку, или, какъ говорять, лучей его, 
Если мы возьмемь еще одинъ лучъ 54 въ пучкЪ 5, выражаемый 
уравненемъ, 
я И—1Т=0, 


гдЪ 


Фит. 34. 


‚№ 
то отношене 7 или 


31а5с , зшаба 
зтебЬ ° зта5 


ВО НЕО 


уже не будеть зависфть отъ постояннаго 2. Оно называется сложнымь 
или анармоническимь отношенемь четырехь лучей Ба, 56, 5е, Ба- 
Очевидно, что величиною его (и притомъ независимо ни оть какихъ 
постоянныхь) опредфляетея положеше каждаго изъ этихъ четырехъ 
лучей, когда положеше трехъ оетальныхъ извЪетно. 

133. Въ предыдущемь два луча ба и 5Ъ были, такъ сказать, началь- 
ными или основными, по отношеню къ которымъ два друме луча бси 
Ба опредфлялиеь величинами } и 1. Возьмемъ теперь четыре каке- 
нибудь луча, опредфляемые величинами Ё, 1, р, 9, т, е. выражаемые 
уравнениями 


И-—В7=0, О—=0, П—ру=0, И--97=0, 
и постараемся найти ихъ сложное отношене. | 
Принимая два первые изъ этихъ лучей за начальные, т. е. полагая 
И— = и —=У, 
будемъ имЪть 


А пи 


Е Е 1 


О 


Велфдетые этого уравнен!я двухъ остальныхь лучей будуть: 
ИГУ —р(И—У)=0 
и ИИ—ВИ —4(И-фУ)=0 
® Е 
1 й 
Согласно же предыдущему, сложное отношеше (4) разематриваемыхь, 
четырехь лучей должно равняться частному отъ раздфлеви множите- 
лей при У’ въ этихъ уравнешихь. Слфдовательно, это сложное отно- 
шеше выразится слфдующимь образомъ чрезъ величины й, 1, р, 0: 


или 0 = 


А ИЕ В ИА 
ЕР —ч: 


134. Если на прямой лини мы имфемъ двф точки А и В (фиг. 34), 
то, какъ мы знаемъ (ем. стр. 9), за величину, опредфляющую поло- 
жене какой-угодно третьей точки С’ на этой прямой, т. е. за коорди- 
нату этой точки, можно принять отношеше отрЪзковь АС и СВ. Для 
большей общности къ этому отношеню можетъ быть присоединенъ н%- 
который постоянный множитель », не зависяций отъ положевя точки (. 
Называя величины, опредфляющйя положене двухъ точекь О и р, 
чрезъь фи 1, будемъ имфть 


&=т ее и 1=т р . 
св ЛВ 
Отношеше этихъ величинъ 
ОНО Аа (6) 
т СВв’ОВ 


не зависить, слЪдовательно, отъ постояннаго #- 

Это отношеше принято называть сложнымь или анзармоническимь 
отношенемь четыреть точекь на прямой. Величиной его опредфляется, 
очевидно, каждая изъ этихъ четырехъ точекъ, когда извЪфетно поло- 
жеше трехъ остальныхъ. 

Для четырехъ какихъ-нибудь точекъ на прямой, опредфляемыхъ ко- 
ординатами №, Г, р, а, сложное отношене будеть выражаться также 
формулою (5). Полагая, напримфръ, что этими величинами опредфля- 
ются послФдовательно точки А, В, С, Ш относительно нЪкоторыхъ 
двухь начальныхъ или основныхъ точекъ Ми М, будемъ имЪть 

МА МВ мс м 
см *—"м' 


в= Ета, р=т 


АМ’ ВМ 


135. Если четыре прямыя пучка ба, 56, 5е, Ба пересЪчемъ какою- 
нибудь прямою (фиг. 34), то сложное отношене четырехъ точекъ А, 


= 


В, С, О, получаемыхь въ пересфчени, равняется сложному отноше- 
вю четырехьъ лучей пучка. Это свойство было извфстно еще древнимъ 
геометрамъ, но особенно важное значеше оно получило лишь въ новой 
проективной геометри. Въ справедливости его можно убфдиться слф- 
дующимь образомъ. 

Изъ треугольниковь А5С, ОВ, АБД и О5В имъемъ: 


АС _ зтабе СВ _ те8Ь 
8С  зш0О4Я* ЯС  эвСВ8’ 
Ар _ эпаба РВ _ 914% 


82 31045’ 5) =085' 
По раздфлени перваго изъ этихъ равенствъь на второе и третьяго на 
четвертое получимъ 


АС _ зтабе р зшС ВЯ АГ _ зшаба этрВ8 
СВ зшес3ь эп0д8 “ РВ 14% эпАБ’ 


и такь какъ здфеь вторые множители вторыхъ частей равны между со- 
бою, то, раздфливъ одно равенство на другое, будемъ имЪфть 


АС. АХ _ зтабе зтаба 


что и нужно было доказать. 

Доказанное предложеше позволяеть намъ заключить, что, съ одной 
стороны, величина сложнаго отношешя четырехь точекъ, получаемыхь 
при пересфчеши пучка прямою, не зависить оть положешя этой сЪку- 
щей, а съ другой, величина сложнаго отношевшя прямыхъ, соединя- 
ющихь четыре точки прямой лив!и съ какою-нибудь точкою, не зави- 
ситъ оть положения этой послфдней. 

136. Въ томъ случа, когда сложное отношеше четырехъ точекъ на 
прямой или сложное отношев!е четырехъ лучей пучка равняется —1, 
товорятъ, что эти точки или эти лучи составляютъ зармоническую зруп- 
пу. Гармоническую грушпу точекъ называютъ также зирмоническимь ря- 
‘домь, а гармоническую группу лучей—чармоническимь пучкомь. Изъ пре- 
дыдущаго слфдуетъ, что при пересфчеши гармоническаго пучка прямою 
получается гармоничесыйй рядъ, и что, соединяя точки гармоническаго ря* 
да съ какою-нибудь точкой плоскости, получаемъ гармоническй пучекъ. 

Полагая, что четыре точки А, В, С, Г составляютъ гармоничесьй 
радъ, будемъ имЪть по самому опредфленю 


откуда 


СлЪдовательно, точки Си Л) дфлять разстояе между точками А 
# В въ одинаковомъ отношен!и, но такъ какъ эти отношеня имфютъ 
разные знаки, то одна изъ точекь Си Г) находится внутри отр№зка 
АВ, а другая внЪ его. Точки Си Г) называють при этомъ дъляиуи- 
ми отрЬзокъ АВ зармонимески. 

Представивъ послфднее равенство въ вид 


#0 _ ‘ов 
ар В 
или 
0% СВ 


ивр’ 
мы заключаемъ, что точки А и В въ свою очередь дФлятъ отрзокъ 
СТ гармонически. у 

Такимъ образомъ видимъ, что гармоничесвй рядъ состоить изъ двухЪ 
паръ точекъ, при чемъ отрфзокъ между точками каждой пары дфлитея 
точками другой пары въ одинаковомъ отношен!и или гармонически. 

Изъ равенства (7) видно также, что когда точки Аи В, состав- 
ляюцИя одну пару гармоническаго ряда, неподвижны, & точка С’ пере- 
„фщаетея внутри отр№зка АВ, то четвертая гармоническая точка Г 
будеть перемфщаться внЪ этого отрфзка и притомь въ противополож- 
номъ направлени. При совпаден!и точки С съ А или В, точка Д)так- 
же совпадаеть съ нею. Еели же точка С дфлить отрфзокъ АВ попо- 
ламъ, то точка ГД) есть безконечно удаленная (см. стр. 10). 

137. Въ силу указаннаго выше соотношеня между гармоническими ря- 
дами и пучками, четыре луча гармоническаго пучка должны также состав- 
лять дзЪ пары; при этомъ также говорять, что уголъ между лучами од- 
ной пары дфлится гармоничееки лучами другой. Изъ двухъ лучей, дЪ- 
лящихъ гармонически данный уголъ, одинъ помфщается, очевидно, вну- 
три этого угла, а другой внЪ его, т.е. внутри угла, съ нимъ смежнаго. 

Соотношеше между углами, образуемыми четырьмя лучами ба, 5%, 
бе, 84 гармоническаго пучка, состоить въ слЪдующемъ: 


зшабс . этаба _ 
зтебь ` 51480 — 


1 


или 
зтабе _ _ зтаба. 
$1256 $1958 


Еели уравнения двухъ лучей пучка суть 


И=о и Т=0, 


а уравнешя двухъ другихъ лучей 


О—Ви=о0 и 0—1 =0, 


ЕТ ба 


то заключаемъ, что пучекъ будеть гармоничесьй, когда 


Ш или &--1=0. 


Отсюда усматриваемъ въ частности, что стороны угла и два его би- 
сектра составляютъ гармоническй пучекъ. 

138. Если на плоскости даны четыре точки А, В, С, 0, между 
которыми иЪть трехъ, лежащихь на одной прямой (фиг. 35), то пря- 
мыхъ, соединяющихь ихъ между собою, будеть шесть: 


АВ, СБ, АС, ВО, А, ВС. 


Фигура, составляемая этими точками и прямыми, называется под- 
с нымь четыреузюльникомь. Данныя точки суть 
его вершины, а прямыя, ихъ соединяющя,— 
его стороны. ДвЪ изъ сторонъ, не проходя- 
ия чрезъ одну и ту же вершину, называють 
противоположными, а точку ихъ пересёчешя 
дгалюнальною точкою. 'Такихъ точекъ, очевидно, 
три: К. Г, М. 
= Во веякомъ подномъ четыреугольникВ дьф 
противоположныя стороны и двф прямыя, с0- 
единяющ!я точку ихъ пересфчешя съ двумя другими д!агональными 
точками, составляютъ гармоничесый пучекъ. 
Это свойство выражають еще такъ: 
Даюнальныя точки полнало четыреуюльника раздъляють зармонически 
улы между ею противоположными сторонами. 
Покажемъ, напримфръ, что уголь АТС дФлится гармонически пря- 
мыми Г.М и ГК. 
Пусть прямыя ГА, ГС и АС выражаются послдовательно урав- 
` нешями 


0=0, У=о, Ш=9. 
Въ‘такомъ случаЪ, полагая, что уравнев!я прямыхъ Г.М и АВ суть 
б=о и У’ =0, 
будемъ имЪфть тождественно 
= и ИО. 
Полагая же 
= 
и замфчая, что 
И—У =, 
легко видфть, что уравнеше 
У =0 
выражаеть прямую, проходящую, съ одной стороны, черезь точку пе- 
ресъчен!я прямыхъь 0’=0 и У’ =0, т, е. точку м, а съ другой, че- 


О 


фезъ точку пересфчешя прямыхь У=0и \=0, т, е. О. Эта пря- 
жал есть, слЪдовательно, С). 
ДалЪе, уравнеше 
и —0=0, 
тождественное, очевидно, съ 
У КУ=0, 
зыражаеть прямую ВЛ, проходящую черезъ точку пересфчешя пря- 
ныхь (=0и = 0, т, е, Д, и черезъ точку пересфченя прямыхь 
У=0и ’’=0, т.е. В. 
Наконець, уравнеше 
(У-ЕЕТ)-НИИ=0, 
тождественное, очевидно, съ 
И--Ат=0, 
выражаетъь прямую Г.К, проходящую черезъь точку переефченя пря- 
мыхь У’--ЕУ=Ои И =0, т.е. К, и черезъ точку перес5чешя 
прямыхь Ари ВГ, т.е. Г. 


Такимь образомь видимъ, что четыре прямыя 7.4, ГО, ГМ и ГК 
выражаютея послфдовательно уравнешями 


П=0, У=0, ПО—17=0, П-У=0, 


а 910 и показываеть, согласно сказанному выше, что онф образуютъ 
пучекъ гармонический. 

Подобнымь же образомъ можно убфдиться, что уголъ, образуемый 
прямыми АС и ВО, раздВляетсл гармонически точками Г и М, а 
уголь, образуемый прямыми АВ и С), — точками К и Г. 

139. Еели на плоскости даны четыре прямыя АС, АД, ВО, ВО 
(фиг. 35), между которыми нЪтъ трехъ, проходящихъ черезъ одну точ- 
ку, то точекъ пересфчетя каждыхъ двухъ изъ нихъ ‘будеть шесть, 
именно: А, В, С, Ф, К, Г. 

Фигура, составляемая этими элементами, называется мполнымь четы- 
рехсторонникомь. Данвыя прямыя суть его стороны, & точки ихъ пе- 
ресВченля его вершины. ДвЪ вершины, не лежания на одной и той же 
сторон, называются противоположными; прямыя же, ихъ соединяю- 
ия дионалями. Такихъ прямыхъ, очевидно, три; точки ихъ перес*- 
ченя суть М, М, М. 

На каждой магонали полнаго четырехсторонника двЪ противополож- 
ныя вершины и’ двф точки пересфченя съ другими д1агопалями со- 
ставляють гармоническую группу. . 

Это свойство выражаетея иначе такъ: 

Даюнали полнало четярехсторонника раздъляють зармонически раз- 
стояшя между ею вершинами. 


Двдекивь. Авалитичкская гкометя. т 


НО 


Чтобы убфлиться, напримфръ, что точки К, Г, М1, 2. составляють 
тармоничесый рядъ, примемъ четыре точки А, В, К, Г, за вершины 
полнаго четыреугольника. Такъ какъ дагональныя точки этого четыре- 
угольника суть №, С, ХО, то заключаемъ, на основан!и предыдущего, 
что пучекъ прямыхь ОК, СЁ, СМ, и СО есть гармоническй. Отеюда 
же слфдуеть, что и рялъ точекь К, Г, №, Мо, какъ получаемый 
при пересфчеши этого пучка прямою ЖТ., есть также гармоничесый. 

Подобнымъ же образомъ можно убфдиться, что ряды А, В, №, ЛИ 
и С, О, М, М, суть гармоничееве. н 

Доказанныя гармопическя свойства полныхъ четыреугольниковъ и 
четырехсторонниковъ, такъ же какъ и сами эти фигуры, предетавля- 
ются взаимными между собою и могуть служить примфрами для уяс- 
нен!я закона двойственности. 

140. Если какой-нибудь пучекъ прямыхъ перес6чемъ двумя прямыми, 
не принадлежащими ему, то каждый изъ двухъ рядовъ точекъ, полу- 
чаемыхъ при пересфчен!и, можеть быть разсматриваемъ, каъ уентраль- 
ная проекшя или перспектива другого. При этомъ каждой точкЪ одного, 
ряда будетъ соотвфтствовать опредЪфленная и единственная точка дру- 
того, и сложное отношеше любых четырехъ точекъ одного ряда будеть, 
равняться сложному отношению соотвфтетвенныхъ точекъ другого. 

Веякя двф системы одного измфреня, связанныя между собою та- 
кою зависимостью, какимъ бы образомь эта послФдняя ни устанавли- 
валась, называются зроективно-соотвьтственными или просто эроектиив- 
ными между собой '). Проективно-соотвфтетвенными могуть быть, слфдо- 
вательно, также два пучка прямыхъ или пучекъ прамыхь и рядь 
точекъ. 

141. Равенетво сложныхъ отношешй будучи, характеристическимь 
признакомъ проективнаго соотвЪтств!я, въ свою очередь есть только 
слфдстые однозначности этой зависимости, т. е. того ея свойства, что 
каждому эдементу одной системы соотвфтствуеть (алгебраически) только 
одинъ элементь другой. 

Вь силу этого свойства двЪ величины хи 2’, опредфляющия поло- 
женшя элементовъ въ той и другой системф, должны быть связаны алге- 
браическимъ уравнешемъ первой степени по отношеню къ каждой, 
т. е. уравнешемъь вида 


Чак -- Ве -- Ох --р= 0... ее... (8) 


Если возьмемъ въ одной систем четыре элемента, опредфляемые ве- 
личинами #, 1, р, 4, и положимъ, что соотвфтетвенные имъ элементы 


1) Самал зависимость называется эрроектиивнымь соотвпитствиемь. Кром того, её нё- 
зывають зомоградией, а также коллинеащей, 


с 
другой системы опредфляютея величинами ’, Г, р’, 4’, то будемъ 
нить 
А -- ВЕ СЕ р=о 
а + и-со-р=о (0) 
р Вр Ор А Эа 
А’ -- Ва-- с’-+Р=о 
Помножая первое изъ этихъ равенствъ на Др’ -{- В, а третье на АЁ’-- В 
и вычитая результаты, получимъ 
(Ак--ВхАр-ЕВУЕ—р)-(ар--в(ок--р)—(Ак--В)(Ср--Р)=0, 
откуда 
(ак -- В) (Ар -- В)@&—р)=(Ар—ОВ)Ь-Ь). 
Точно такъ же изъ второго и третьяго равенствь получимъ 
(АР-- В) (Ар’-- В) @—вр)=(АБ—СВ)—ь). 
РаздЪливъ почленно эти послфдн:я равенства, найдемъ 
АКВ ЬфЬ_Еы 
А-В 1-р 1` 
` Подобнымъ же образомъ, пользуясь первымъ, вторымъ и четвертымъ 
изъ равенствъ (9), будемъ имфть 
А-В 5—9 _Е 
АРВ” ыы 
Изъ этого и предыдущаго равенства, наконецъ, находимъ по раз- 
дфлени 


Этоть выводъ, представляющий равенство сложныхъ отношен!й соот- 
вфтетвенныхь элементовъ, есть не что иное, какъ результать исключе- 
в!я коэффищентовь А, В, С, Г) изъ уравнений (9), а потому его можно 
представить еще слфдующимь образомъ: 


с, | 
ИР 
: и оз 
[ры вь вт | ; 
[4',4, 4, 1| 


Тождественность этого соотношения съ (10) не трудно провфрить. 

142. Посредствомь уравненя (8) вполнЪ опредфляется зависимость 
между тих’, т. е. проективное соотвфтстые между двумя системами 
одного измфреншя, когда известны величины, пропорщюнальныя коэф- 
фищентамь А, В, С, Ш. Эти же величины опредфляются изъ трехъ 


первыхъ равенствъ груипы (9), когда даны три пары величинъ ® ий’, 
Тит, рир- 


100 


Это показываетъ, что проективное соотвфтствье вполнф опредфляется 
или устанавливается поередствомь трехъ паръ соотвётственныхЪ эле- 
ментовъ. 

143. Проективнымь соотвфтетыемь могуть быть связаны не только 
элементы двухъ различныхъ системъ, но и элементы одной и той же 
системы. Мы можемъ, напримфръ, предположить, что двЪ прямыя, между 
точками которыхъ имфеть мфето проективное соотвфтетые, совпадають, 
между собою, велфдетые чего соотвфтетвенвыми будуть точки одной и 
той же прямой, разсматриваемыя, однако, какъ’ принадлежащя двумъ 
различнымь рядамъ. "Го же самое можно сказать о двухъ пучкахъ, 
когда ихъ центры совпадаютъ 1). > 

Во веЪхъ этихъ случаяхъ, такъ же какъ и для различныхь системъ, 
соотвф тете опредфляется посредствомъ уравнен1я (8) или равенства 
сложныхъ отношенй (10). Но, при соотвфтетыи между элементами 
одной и той же системы, х и х’въ уравнени (8) могуть означать ко- 
ординаты соотвфтетвенныхь элементовъ относительно однихъ и т№хь 
же начальныхь или основныхъ элементовъ. Если при этомъ предноло- 


ЖИМЪ, ч10 х==х’, то будемь имфть, что соотвфтезвенные элементы 
совпадаютъ. 


Такой элементь, который совпадаеть съ своимъ соотвЪтетвующимь 
называется двойнымь. 


При =’ уравнене (8) обращается въ 
А --(В--О)&-О=о 
и въ этомъ видф опредЪфляетъ двойные элементы. Такъ какъ оно вто- 
рой степени, то даетъ для х два дЪйствительныя или мнимыя значе- 
шя. Отсюда заключаемь, что двойныхъ олементовь не можеть быть 
болфе двухь или Что ихъ вообще два, но они могуть быть дЪйстви- 
тельными или мнимыми. 

Такъ, напримфръ, при проективномъ соотвЪтети между точками 
прямой, на ней существують дв (дЪйствительныя или мнимых) двой- 
ныя точки, и, при проективномь соотвфтстыи между лучами пучка, въ 
немь существують два двойные луча, 

144. Когда на прямой лини разематриваются два проективно-соот- 
вфтетвенные ряда, то каждую точку этой прямой можно привимать за 
точку того или другого ряда, такъ что соотвфтетвенныхь ей точекъ 
будетъ, вообще говоря, двЪ. Еели же какой-нибудь точкЪ прямой ©0- 
отвфтетвуеть одна и та же точка въ обоихъ рядахъ или, другими сло- 
вами, если двф точки соотвфтетвують другь другу независимо оть того, 


къ какому ряду кажлую изъ пихъ относимъ, то ихъ называють с0- 
пряженными. 


1) Центромь пучка называють точку, въ которой нересфкаются вс составляющя 
его прямых. 


— 101 — 


Предполагая, что пит суть координаты двухъ сопряженныхъ то- 
зекъ, мы будемъ имЪть, что уравнене (8) должно удовлетворяться какъ 
при #=вия’=м’, такъ и при с=н’, 2 =п, т. е. должно быть 

Апп’-- Вв-- С" Р=о 
и : Ап’ -- Вп'-- ®--р=о, 
откуда, по вычитани, 
(В—0)(и—")=0 


и если только п не равняется я’, т. е. разсматриваемыя точки не со- 
впадаютъ, то В = 0. Уравнеше (8) обращается, слЪдовательно, въ 


Аз’ --В(а-На)-НО=0, и (1) 


и такъ какь въ этомъ видЪ оно симметрично относительно дих’, то 
каждыя двф точки, опредЪфляемыя этими величинами, должны быть ©0- 
праженными. 

Мы видимъ, такимъ образомъ, что при проективномъ соотвфтстви 
между точками прямой или вовсе ине существуеть сопряженныхь т0- 
чекъ (кромЪ двойныхъ), или всЪ соотвфтственныя между 0бою точки 
суть сопряженныя. и 

Соотвтетые этого послфднаго рода называется инволющюннымь соот 
въыпствемь или просто инволющей. Очевидно, что оно можеть имЪть 
мЪето и между элементами другихъ системъ первой степени. 

145. Поередствомь уравнен1я (11) вполнЪ опредфляется инволющя, 
когда извЪетны величины, пропорцюнальныя коэффишентамь А, В, ). 

Это позволяеть заключить, что инволющя опредфляется или устана- 
вливается двумя парами сопряженных элементовъ, и что между шестью 
величинами, опредфляющими положеше трехъ паръ сопряженныхъ эле- 
ментовъ, должно существовать опредфленное соотношеше. 

Полагая, что эти величины суть. # и, ЁиГ, тит’, будемъ имЪть 


АЕ ВЕ) О=о 
ди вар Ь=о|.. 
И] 


Если вычтемъ второе изъ этихъ равенствъ ‘изъ перваго, то получимъ 
Аб -+ вании =о 
или (АВЕ = (А-В) ВИ, 


ЕТ 


откуда, отнимая оть обфихъ частей по АЁТ, найдемъ 


(авар = в а—№). 


м бы 


Подобнымь же образомъ второе и третье изъ равенствъ (12) дають 
(АР-- В)@— т’) = (Ат -- В) т— 0), 
и такъ же точно изъ перваго и третьяго изъ равенствъ (12) получимъ 
(Ат’- В)(т— №) = (АК + В)&—»’). 
Перемноживъ почленно три послфдня равенства, найдемъ по со- 
кращени ' 
(&—1)(—()т—#)=(—#)т—Р@—т) 
& —1)1—т)(т—#) , 
ей : ан Е 
что и представляеть упомявутое соотношеше. Такъ какъ оно есть ре- 


зультать исключешя изъ равенствъ (12) коэффищентовь А, В, Л, 
то должно быть равнозначуще съ 


ве Е-Ы, 1 | 
НО ЗО ор В ОЙ 
| тт’, т-рт’, 1 


Тождественноеть этихъ двухъ соотношенй легко можеть быть про- 
вЪрена. 
146. Положимъ, что мы имфемъ шесть прямыхъ лин, составляю- 
щихь пучекъ и выражаемыхъ уравненями: 
я 
0—17=0, П—КУ =0 
О—т=0, ПТУ =0 
П—т7=0, П—тГ=0 
Перемножая ихъ первыя части по двЪ, получимъ три многочлена 
второй степени: 


((—17) (ФЕТ) = 03 —(Е-ЕР) ПУ-Е Ш У?, - 
(И—З7)(И—ТУ)= "= (-ЕР ОТ ПР, 
((—т7)((—тУ)= 0? — (т--т’) СУ--тт У?. 

Если допустимъ, что сумма произведен! этихъ многочленовъ на н%- 
которые постоянные множители р, 4, 7 тождественно равняется нулю, 
то не трудно убфдиться, что шесть разсматриваемыхь прямыхъ со- 
ставляютЪъ три пары сопряженвыхь лучей инволющоннаго пучка, 

Въ самомъ дЪлЪ, допускаемое тождество 


2(0—&7)(0—#У)-Н4(—У(-У)--(О-—птУб—тТ)=0 ... (16) 
можеть быть представлено еще слЪдующимъ образомъ: 
п(р--а+— ПУР аа т- т’) 
— УЖрЕк На Е хтт)=0, 
и для того, чтобы оно имфло мфето при всякихъ звачешяхьъ перемфн- 
ныхь, необходимо должно быть 


| 


= 103: — 


р-+а-"=0 
Р-Н) чат -т) 
ее’ -- ай Е ттт’ =0 

Эти же послдия равенства, которыя можно разсматривать, какъ три 
однородныя уравненя первой степени съ тремя неизвЪстными р, 4,7, 
возможны совмфетно (см. атр. 30) только при услови 

И | 
ТЕНЬ, НГ, тт = 
Ш; Ш, т 
тождественномь съ (14) или (13), которыми, какь показано, и выра- 
жается инволющюнное соотвфтетве. 

Очевидно, что и обратно, при условши, что шесть прямыхь (15) ©0- 
ставляютъ инволюцио, т. е. при существован!и соотношения (14) или (13), 
имфють мфето раненетва (17), а съ тЬмъ вмфетЪ и тождество (16). 

Послфднее можеть, слфдовательно, также служить признакомъ или 
услошемъ, при которомъ прямых (15) соетавляють инволюшю. 

При помощи этого признака мы можемъ, напримЪрь, убфдиться, что 
три нары лучей, дЪлящихъ гармонически одинъ и тотъ же уголь, с0- 
ставляють инволюцио. “ 

Если стороны угла выражаются уравнешями П(=0 и У=0, то 
уравнен!я этихъ трехъ паръ лучей будутъ: 

И—КИ=0, О--АГ=0 
0—И=0, =... .... (98 
(И—т7=0, П-4т7=0 
Услоше (16) принимаеть въ этомъ случа видъ 
2( 0 — РЗ) -- 9(0? — ВУ) -т(02 —т? У?) =0 


и, очевидно, удовлетворяется тождествевно при 


Ор... (17) 


р=РЫ—т', а=т—Ё, гт= ЕР. 


Въ томь же можно убфдиться, замфчая, что уравнешя (18) пред- 
ставляютъ частный случай уравненй (15), когда 


=, Г=—| т=— мт, 
а вЪ такомъ случа существоваше соотношенй (13) и (14) очевидно. 

Изь сказаннаго заключаемь также, что и пары точекъ, дфлящихъ 
тармонически отрфзокъ между двумя данными точками, составляють 
инволюцИо, 

147. Покажемъ въ заключене, что месть прямыхъ лин, соединяю- 
щихь произвольную точку плоскости съ шестью вершинами полнаго 
четырехсторонника, составляють инволющонный пучекъ. 

Пусть стороны разематриваемаго четырехеторонника ВА’, АБ’, АС’ 
и АС (фиг. 36) выражаются послфдовательно уравненями: 


ВВ" ее 


(1 =0, 0,=0, 0:=0, 0:=0, 
и пусть, кромВ того, ураввеня трехъ прямыхъ, соединяющих произ- 
вольную точку 5 съ тремя точками А’, В’, С’, вь которыхъ четвер- 
тая сторона пересфкаеть три остальных, бу- 
дуть послфдовательно 
У, =0, =0, Р=0. . (19) 
в Въ такомъ случаЪ должны существовать 
три тавя постоянныя величины $, ит, 
что булемъ имфть тождественно 


< (А =, И 0—1, Уз=0—т 0. 
Фиг. 36. Такъ какъ при этомъ 
} У — 7з=т0— И, 
ТУ; — И =ЁЙ —тб, 
Я — = И — &й, 
то убъждаемся, что три уравнешя 
У — 7з=0, Ё—И=0, И №=0. .... (20) 


с’ 


предетавляють прямыл, соединяюн!я точку 5 съ тремя точками А, 


„В, С переефченя прямыхъ * 
1 ==0, =0, 0: =0. 

Если перемножимъ попарно первыя части уравнешй (19) и (20), то 
будемъ имфть тождественно 

И (— Ж- 7, (%— И) (И — т) =0. 

Слфдовательно, эти уравненя удовлетворяютъ условшю (16) при р = 
4='=1, а потому выражаемые ими лучи пучка 5 составляють ин- 
волюцию. 

Сопряженными лучами будуть, очевидно, т, которые проходятъ че- 
резь противоположныя вершины А и 4’, Ви В', СиО. 

148. Изъ сказаннаго легко убфдиться также, что шесть точекъ, въ 
которыхъ стороны полнаго четыреугольника пересФкаются проиаволь- 
ною прямою, составляють инволюц!ю. 

Въ самомь дфаЪ, мы предполагали въ предыдущемь, что стороны 
четырехсторонника и точка 5 (фиг. 36) взяты произвольно; но оче- 
видно, что для построен той же самой фигуры можно изять произ- 
вольно четыре точки А, В, С, 5 и прамую А’С’. Привимая эти 
четыре точки за вершины полнаго четыреугольника, будемъ имфть, что 
его стороны пересЪкаютея ирлмою 4’С’ въ тЪхъ же шести точкахь 
с, В, 7, А’, В’, С, вь которыхъ эта прямая пересЪкаеть пучекъ 
8, по доказанному инволющонный. Отсюда слЪдуетъ, что и эти шесть 
точекъ также составляютъ инволющ!ю. 


ГЛАВА ПЯТАЯ. 
ОБЩЯ СВОЙСТВА ЛИНЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА. 


$ 1. Предварительныя замфчанйя. 


149. Лии второго порядка суть простфйшИя и, вмфетВ съ тёмь, 
наиболфе изученныя изъ алгебраическихь хривыль. Еще въ глубокой 
древности онЪ были изучаемы греческими философами и геометрами, 
какъ получающяся оть пересфчен!я различными плоскостями прямого 
вруглаго конуса. Это составляеть причину, по которой имь и въ на- 
стоящее время дается назване коническихь съченй. Первое извЪетное 
систематическое сочинеше объ этихъ кривыхъ принадлежить Аполло- 
но, ученому александр!йской школы, жившему около 247 года дор. Х. 
Съ возникновенемъь Аналитической Геометри и введешемъ метода 
координать, изучене коническихъ сЪчен!й сдфлалось наиболфе легкимъ, 
и теоря этихъ кривыхъ прюбрфла такую общность, какой не могла 
имЪть до того времени. 

150. Самый общий видъ уравнешя второй стенени съ двумя неиз- 
вБетными есть 


Аа? -- Взу-- бу -- Фе ВЕ =0......(1) 


При данной прямолинейной систем координать это уравнене пред- 
ставляетъ вполнф опредфленную лишю только тогда, когда вь немъ 
коэффищенты А, В,...Р имфють вполнЪ опредфленныя алгебраи- 
ческя значешя. Разсматриваемое въ предположеши, что коэффищенты 
его суть каюя угодно алтебраическя величины, это уравнеше можеть 
относительно всякой прямолинейной системы координать представлять 
любую лишю второго порядка, а потому и называется общимь уравне- 
емь этихъ кривыхъ. Понятно, что всф заключения, выводимыя изъ 
него въ этомъ предположен!и, будутъ относиться ко всфмъ возможным 
лишямЪъ второго порядка и будуть, слЪдовалельно, представлять общия 
свойства этихъ лиш, 

Когда лишя второго порядка должна быть найдена по какимъ- 
нибудь геометрическимъ услошямь, то, предполагая, согласно сейчасъ 


= 108 — 


сказанному, что эта лиШя выражается уравнешемь (1), мы буд 
имфть дфло съ опредфлешемъ, по даннымъ услошямъ, коэффищен 
этого уравнен1я. 

Но такъ какъ значене уравнения (1) не измфняется оть умноже: 
вофхъ его коэффищентовь на одну и ту же постоянную величину, 
вопроеъ сводится къ нахождению какихъ-либо шести величинъ, про 
порцюнальныхь коэффищентамь А, В,...Ё, или, что весе то же, кз 
нахождению отношенй какихъ-нибудь пяти изъ этихъ коэффищентов» 
къ шестому. Эти отвошевя суть, слфдовательно, параметры лиши вто- 
рого порядка (см. стр. 35), и потому можно сказать, что общее урав- 
неше лин второго порядка зависить оть пяти’ параметровъ. 

Если лишя второго порядка проходить черезъ начало координать, те. 
въ уравнени (1) послфдн коэффищенть Е долженъ равняться нулю 
Если же лишя не проходить черезъ начало координать, то, раздфляя 
06% части уравнения (1) на Ё, мы можемъ посльднй коэффищенть сдф- 
лать равнымь единицв. Уравнене лиши второго порядка можеть, сл/- 
довательно, быть разсматриваемо въ этомъ случа въ вид 


А- Взу-- бт = Еу1=0, 
тд А’, В’,...Е’ суть отношевя пяти первыхъ коэффишентовъ урав- 
ненйя (1) къ послфднему. ; 


151. Линя второзо порядка вполнъ опредъаяется пятью принадле- 

эжащими ей точками. 
Въ самомъ дфлЪ. пусть будуть даны пять точекъ: (21, и), (хз, уз), 
(2, уз), (ть) и (2,55). Предполагая, что лин!я второго порядка, 
проходящая чрезъ эти точки, выражается уравнешемъ (1), и подетав- 
лия въ него на м%сто неизвфетныхь хи у координаты каждой изъ дан- 
ныхъ точекъ, мы получимъ пять равенствъ: 
Аж? -- Вхиу, Е Си? Ра - Ей --Е=о 
Аз? -- Вззуз -- бу? -- Газ -- Ву -- ЕК ==0 
Аз? -- Вазуз -- Су? -- Раз-- Ев + Г=о Г... . (2) 
Аз? -- Вх -- би? -- Ра Ви -НЕ 
Аль’ -- Вззуз -- бу -- Фьь- Еь- Е 

Относительно коэффищентовь А, В...Е эти равенства суть одно- 
родныя уравнемя первой степени, а потому изъ нихъ (см. стр. 30) 
величины, пропорщюнальныя этимъ коэффищентамъ, могутъ быть най- 
дены. При этомъ для каждаго отношеня двухъ какихъ-нибудь коэф- 
фищентовъь получается единственное значене. Тавимъ образомъ, пред- 
ложен!е доказано. 

Изъ сказаннаго видимъ, между прочимъ, что уравнеше лини второго 
порядка, проходящей чрезъ пять данныхъ точекъ, получается, какъ 
результать исключеня коэффищентовь А, В...ЁЕ изъ шести урав- 
ненй (1) и (2). 


— 107 — 


Въ частныхь случаях, при нЪкоторых® соотношеншяхь между ко- 
ординатами данныхъ точекъ, изъ уравнев!й (2) могуть получаться не- 
опредзленныя значеня для отношенй искомыхъ коэффищентовь. Это 
показываеть, что пять данныхъ точекъ, вполн% достаточныя для опре- 
дЪлевя проходящей чрезъь нихъ кривой второго порядка по своему 
числу, могуть быть недостаточны для этой цфли по своему расположенйо, 

152. Предположимъ теперь, что кривая второго порядка дана, и по- 
стараемел найти точки ея переефчешя съ прямою. 

Пусть данная кривая выражается общимь уравнешемъ (1) и пусть 
уравнеше разематриваемой прямой будетъ взято въ вид% 


они, оО) 


Чтобы найти координаты искомыхь точекъ, нужно эти уравнешя 
рЬшить совмЪетно. 


Исключая изъ пихъ неизвЪстное у, получимъ 
Ча? -- Ве(тх- п) -- С(тх п -- ОЕ Ета --Е=о0 


или Ма-- №-- Р=О0, (4... (4) 
тдЪ полагается 


М=А-|- Вт-[ От?, 
Х=(В-2бти--(Р- Ем), 
Р= О -- Ев Е. 

Такимъ образомъ, для опредфлев!я абсциссъ точекъ пересЪчешя мы 
имфемьъ квадратное уравнеше (4). Каждой найденной изъ него абецис- 
©$ соотвфтетвуеть единственная ордината, которая опредфлитея изъ 
уравнения (3). 

Уравнене (4), смотря по значентю его коэффищентовь №, №, Р 
можеть имфть или два дЪйствительные, или два мнимые корня. Таки- 
ми же въ соотвфтственныхь случаяхь будуть и искомыя точки пере- 
сфчешя. Не дфлая различ между этими случаями, можно сказать, что 
лишя второю порядка пересъкается всякою прямою вь двухь (дЪйстви- 
тельныхь или мнимыхъ) уючкаль. 

153. Когда дв точки пересЪчения дЪйствительныя и различныя, то 
прямая (3) называется сфкущей, а отрфзокъ ея между точками пере- 
сЪченя — зордою. 

Когда уравнеше (4) иметь равные корни, то двф точки пересфче- 
я совиадаютъ и, слФдовательно, хорда исчезаеть или равняется нулю. 
Вь этомь случа прямая (3) называется кхасательною къ кривой (1). 

Такъ какь мнимые корни всякаго квадратнаго уравненя съ одною 
неизьЗстною суть величины сопряженныя, то и точки пересфчетя 
кривой второго порядка съ прямою въ томъ случа, когда онЪ мни- 
мыя, будуть сопряженными (ем. етр. 66). Хотя дЪйствительнаго пере- 
сфченя въ этомъ случаЪ не происходить и, слЪдовательно, не полу- 


= 108 — 


заетея дЪйствительной хорды, но, тфмъ не менфе, можно говорить о 
хордЪ, образуемой прямою (3), какъ о нЪкоторой алгебраической ве- 
личин%, и мы знаемъ уже (см. стр. 67), что средина такой хорды, какъ, 
средина разетояв!я между двумя сопряженными мнимыми точками, есть 
всегда точка дЪйствительная. 

154. Если случится, что въ уравнени (4) коэффищенть 2Г равняется 
нулю и, слфдовательно, угловой коэффищенть въ уравнеши прямой (3) 
удовлетворяеть условию 


ЕВЕ ОО, и... (5) 
то будемъ имЪть 
№--Р=о0, 
откуда опредфляется только одна точка пересфчешя. Но не трудно 
показать, что въ этомъ случаЪ другая точка’ пересфчешя прямой (3) еъ 
кривой (1) будетъ безконечно удаленною (см. стр. 10). 


Въ самомъ дЪлЪ, рьшене уравнешя (4) представляется, какъ из- 
вфетно, въ вид 


_-ижИмЕМР, 
аи 


Но такъ какъ при всякихъ значешяхь №, МиР имбютъ мЪсто 
тождества 


УМ -+МР 2Р ы 
2м — МУ м№—4МР 
— М—И № —4МР ЭР 
и - = Е 
м — М--И№—4МР 
то этому рЪшенйо можно дать видъ 
с: Р : 
—М=Уу №: —4 МР’ 
3 Р 
откуда видно, что при М==0 одно изъ значенй х есть 2 = — у, 
другое #=^-- =09. 


0 


Такъ какъ услове (5) не содержитъ вовсе », то при этомъ условие 
линя второго порядка, выражаемая общимъ уравнешемъ, пересфкается 
въ безконечно удаленной точкЪ не только прямою (3), но и всякою пра- 
мою, съ ней параллельною. 

Изъ сказаннаго легко заключить, что при А =0 линш, выражаемая 
уравнешемъ (1), пересекается въ безконечно удаленной точкЪ вофми 
прямыми, параллельными -оси абсциесь, а при С==0 всеми прямыми, 
параллельными оси ордиватъ. С, 


155. Уравнеше (3) представляеть прямую, проходящую черезъ на- 
зало координатъ, когда въ немъ и=0 и когда, слфдовательно, оно 
имфеть видъ, 


к: 


Для того, чтобы эта прямая ветрЪчала кривую (1) въ безконечно уда- 
ленной точкЪ, нужно дать угловому коэффищенту значене, удовлетво- 
ряющее условю (5). 

Но изъ усломя (5), какъ квадратнаго уравневя относительно 7» 
получается для этой величины два значеня дЪйствительныя или мни- 
мых. Это показываетф, что чрезъ начало координать проходять всегда 
дв дйствительныя или мнимыя прямыя, пересфкающия кривую вто- 
рого порядка въ безконечно удаленныхъ точкахъ. 

Чтобы найти уравненя этихъ прямыхъ, нужно величину т, опре- 
дфленную изъ условя (5), внести въ уравнеше (6), или обратно; иначе 
говоря, нужно исключить т изъ этихъ двухъ уравнен!й. 

Результатомъ исключен!я будеть уравнеше я 


422 -|- Взу -- Су? = 


которое, какъ мы уже знаемъ (см. стр. 70), предетавляеть совокупность 
двухь прямыхъ дфйствительныхь и различныхь, когда В? —4АС> 0, 
дЪйствительныхь и совиадающихт, когда В —4А0=0, и, наконецъ, 
мнимыхь, когда В —4АС<О0. 


Итакъ, однородное уравненше, которое получаемъ, приравнивая нулю 
три члена второго измфремя въ общемъ уравнени лини второго по- 
рядка, выражаеть совокупность двухъь прямыхь, проходящихь чрезъ 


начало координать и встрфчающихъ эту линио въ безконечно удален- 
ныхъ точвахъ. 


156. Такъ какъ принимается, что на каждой прямой безконечно уда- 
ленная точка единственна (см. стр. 10), то вс параллельных прямыя, 
встрчающия линю второго порядка въ безконечности, имЪютъ съ нею 
одну и ту же общую безконечно удаленную точку. Отсюда слБдуеть, 
что ливня второго порядка не можеть имфть другихъ безконечно уда- 
ленныхь точекъь кромф тБхъ, въ которыхъ она иересфкается прямыми, 
проходящими черезъ начало координать. Это показываеть, что линя 
второго порядка не можетъ имфть болЪе двухъ безконечно удаленныхъ 
точек. 

Смотря по числу дЪйствительныхь безконечно удаленныхь точекъ, 
лини второго порядка раздВляются на три рода: 1) эллинсы, ‘не им*- 
юще вовсе безконечно удаленныхъ точекъ, 2) зимерболы, им ющя двЪ 
различныя безконечно удаленных точки, и 3) параболы, имфюцщ!я дв» 
совпадающ!я безконечно удаленныя точки. 


= 10 — 


На основани прелыдущаго видимъ, что общее уравнене второй ете- 
пени (1) должно представлять эллипсъ, когда В°— 4АС< 0, гии 
болу, когда В? —4АС> 0, и параболу, когда В —4АС=0. 

Ниже мы раземотримъ болЪе подробно значен!я общаго уравнена 
въ этихъ трехъ случаяхъ. 

157. Для того, чтобы прямая (3) была касательною къ кривой вто- 
рого порядка, выражаемой общимъ уравнешемъ, пужно, чтобы уравне- 
не (4), опредфляющее абециссы точекъ пересфченя этихъ лишй, имфле 
равные корни, что, какъ извфетно, можеть имфть мфото только при условия 


№ —4МР=0 


[(В-Е2Ст)и-(Ф-НЕтР=4(А--Вт-НСт?)(Си?-- Еи-НЕ), . . (1) 
которое, слфдовательно, и можеть быть разематриваемо, какъ услоше 
соприкосновеня. 

Въ предположени, что прямая проходить черезъ начало координать, 
это услоше обращается въ 


(2-Е Ет=4(А-- Вт-- Ст) ЕР 
(Ез—4Ск?--(РЕ-ЗВЕ)т--(р—4АЕ)=0.... (8) 


Изъ него, какъ квадратнаго уравневшя относительно тж, получаются 
для этой величины два дЪфйствительныя или мнимыя значеня. Это по- 
казываеть, что черезь начало координать проходять двЪ дЪйствитель- 
ныя или мнимыя касательныя ко всякой лиши второго порядка. 

Такъ какъ всякая точка плоскости можеть быть принята за начало 
координать и относительно всякой системы координать лин второ-. 
го порядка выражается уравнешемъ вида (1), то заключаемь изъ ска- 
заннаго, что чрезь всякую точку проходять 0въ дъйствительныя или 
мнимыя касательныя къ какой уюдно лини второю порядка. 

Отеюда слЪдуетъ, что въ касательныхъ координатахь (см. стр. 90) 
лини второго порядка должны выражаться‘ также уравненями второй 
степени. Это значить, что всякая линйя второю порядка есть въ то же 
время второзо класса (см. стр. 91). 

158. Чтобы получить уравнешя касательныхь, проходящихъ черезъ 
начало координатъ, нужно величину т, опредфленную изъ условя ($), 
подетавить въ уравнеше прямой 


или 


или 


у=тх, 


или обратно. Другими словами, нужно исключить 9% изъ этихъ двухь 
уравненй. Результать исключешя представляется въ видф однородна- 
го уравнешя 


(1 —зАБ)*--2(РЕ—ЗВЕ)зу-- (Е*— 40Е)у=0, 
выражающаго совокупность этихъ двухъ касательныхъ. 


— 1 


Изъ этого уравненя ВиДИмМЪ, ЧТо двЪ касательныя изъ начала коор- 
динать будуть дфйствительныя, когда 


(РЕ ЗВЕ)> ([* —4АЕ)(Е*—40Е), 
и мнимыя, когда 

(РЕ—ЗВЕ» < (0*—4АЕ)(Е*—4СЕ). 

Въ случа, когда 

(РЕ 2ВЕ} = (р*—зАР)(Е*—40Е) .....(9) 
06% эти касательныя совпадаютьъ и потому можно сказать, что чрезъ, 
вачало координать проходить въ этомъ случаЪ только одна касатель- 
ная къ лишы (1). 

Равенству (9), которое, такимь образомъ, есть услоше существованя 
только одной касательной, проходящей черезъ начало координать, мож- 
но дать видъ х 

Е(4АСЕ— АЕ? — С0-- ВРЕ— ВЕ) =0. 

Оно можеть имЪть мЪфсто только тогда, когда 

Е=0, 


А4АСЕ— АЕ*— С1*-|- ВБЕ— В'Е=0. 


Въ первомъ изъ этих случаевъ, лин!я, выражаемая уравнешемъ (1), 
проходить черезъ начало координать или, другими словами, точка, че- 
резъ которую проводится касательная, лежитъ ва самой кривой. 

Во второмъ же случа, какъ было показано выше (см. стр. 73), вообще 
уравнеше (1) предетавляеть совокупность двухъ прямыхъ. Чтобы по- 
яснить этоть случай, замбтимъ, что подъ касательной мы разум®емь 
такую прямую, которая съ лишей, выражаемой уравнешемъ (1), имЪеть 
дв совиадающия общёя точки. Когда уравнеше (1) выражаеть двф пря- 
мыя, то прямая, проходящая черезь начало координатъ и встрфчаю- 
щая ихъ въ двухъ совпадающихь точкахъ, будетъ, очевидно, одна. 
Это есть прямая, проходящая черезъ точку пересфчен!я этихъ двухъ 
прямыхь. Исключеше представляеть только тотъ случай, когда 00% пря- 
мыл, выражаемыя уравненемъ (1), сами совпадаютъ, и когда услоше (8) 
имфеть мфето при всякомъ значеши т. 


или когда 


$ 2. Центръ и даметры. 


159. Мы видфли выше, что для опредЪлевшя абециееъ точекъ пере- 
сЪчешя лини второго порядка 


АаЯ-- Вау бу -- ре В-РР=о......0) 


съ прамою 
ужта-н о... (2) 


служить уравнеше к 
И -- РО. ое... @) 


— 112 — 


тдЪ 


М=дА- Вт-{ бт? 
№М=(В--20т)в--(р--Ет |. ..:.... М 
Р= Ст" т-Е 

Предположимь, что сЪкущая прямая (2) проходить черезь начале 
координатъ и, слЪдовательно, я =0. 

Еели при этомъ дв точки пересфчешя ея съ кривою (1) будуть 
симметричны относительно начала координать (см. стр. 6), то корни 
уравненя (3) должны имЪфть равныя абсолютныя величины и противо- 
положные знаки. 

Это можеть быть только тогда, когда въ этомъ уравнени коэффи- 
щевть № равняется нулю, т. е., какь видно изъ (4), когда 


Ото со нара 


Это поелфднее равенство есть, слФдовалельно, услоше, при которомъ 
хорда, образуемая прямой . 
у=тх, 
имфеть средину въ началЪ координать или дфлится въ началф ко- 
ординать пополамъ. 

160. Когда д=Ои Е=0, то это услове выполняется, каково бы 
ни было т, т. е. каково бы ни было направлеше хорды, Это позво- 
лнеть сдфлать слфдующее заключение: 

Если въ уравнени, представаяющемь лин второзо порядка, не суще- 
ствуеть членовь съ первыми степенями неизвъетныхь, то всъ хорды, 
прожодяийя черезь начало координатъь, дъаятся въ немь пополамь. 

Очевидно, что справедливо и обратное заключеше, потому что усло- 
ще (5) можеть выполняться при веякомъ т только тогда, когда д =0 
и Е=о0. 

Точка, въ которой длятся пополамь всф проходянйя черезъ нее 
хорды кривой второго порядка, называется центромь этой кривой. 
Можно, слфдовательно, сказать, что центръ кривой второго порядка 
есть точка, относительно которой всЪф точки этой лини расположены > 
симметрично. 

161, Предыдущимъ заключенемъ можно воспользоваться, чтобы найти 
центръ лини второго порядка, данной общимь уравнешемъ (1). 

Для этого положимъ, что точка, которой координаты суть 


т=а и у=Ь, 


есть центръ, и измфнимъ систему координать такъ, чтобы начало но- 
вой системы находилось въ этой точкЪ и оси были параллельны преж- 
нимъ. Формулы такого преобразовашя координать будуть: 


=ха и узду, 


= 18 — 


и, слЪдовательно, уравнеше кривой (1) обратитея въ 
А(’- а) -- Ва аду) -- Ба -ра-- Ву Е 
или, 

Ах*-- Вгу ‚+ бу*--ла-- В В) Чао ВУ р: 

- Аа*-- Ва -- О? -- Ра -Е=о. 

На основан и предыдущаго, въ этомъ уравнеши не должно существо- 
вать членовъ съ первыми степенями неизвфстныхь, т. е. должно быть 
2Аа-- В-+-р=0 и Ва--20-Е=О. 

Это значить, что координаты а и $ центра относительно первона- 
чальной системы координатъ должны удовлетворять двумъ реоние 
первой степени: 24 

2Аж-- Ву-р=0 и Ве--2бу-+-Е=0. ...,.(6) 

Баждое изъ этихь уравненй въ отдфльности выражаеть прямую, и 
центръ есть, слфдовательно, точка пересфчешя этихъ прямыхъ. 

Такъ какъ точка пересфчешя всякихъ двухъ прямыхъ есть един- 
ственная, то заключаемъ, что всякая лишя второю порядка можеть 
имъть только одинь центрь. 

162. Рьшая совмфетно уравневя (6), получимъ для координалъ центра 
слфдующя выражешя чрезъ коэффищенты уравненйя кривой 
ВЯ, ь ЕВ 
В—340’ В —4АС` 

Эти выражен я представляють конечныя и опредфленныя величины, 
когда В —4АС < 0 или когда В* —4АС>О. Если же В* —4АС=0, 
то величины э\и суть безконечно большия. На этомъ основаши всЪ кри- 
выя второго порядка раздфляются на два отдфла: 1) кривых централь- 
ныя, имфющ!я опредфленный центръ, и2) кривыя, не имъюция центра 
или, точнфе говоря, ииюця центромъ безконечно удаленную точку. 

Въ первому отдфлу принадлежать всф эллипсы и гиперболы, ко вто- 
рому ‘только параболы. 


а 


Наконець, возможенъ случай неопредфленнаго центра, когда оба, урав- 
нен!я (6) выражають одну и ту же прямую (см. стр. 45) и когда, 
слЪфдовательно, каждая точка этой прямой иметь свойства центра, 
Легко видЪть, что въ этомъ случаЪ уравнеше второй стешени (1) пред- 
ставляеть не кривую линно, а совокупность двухъ прямыхъ. 

Въ самомъ дфлЪ, въ случаЪ неопредфленности выражешй для аи 
имфемь ав 

2Ср— ВЕ=О, ЗАЕ-- ВД=0, В—440=0... (1) 

Помножая первое изъ этихь равенствь на — 0), второе на — @, 
третье на— 2 и складывая результаты, получимъ 

2(4АСЕ— 60 — АЕ*-- ВРЕ— В*Е)=0 


Дидрнвь, АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ, 


ВНЕ 


а это, какъ извЪстно, и есть то услоше, при которомъ уравнеше (1) 
выражаеть совокупность двухъ прямыхъ (см. стр. 73). 

163. Если изъ двухъ послфднихъ равенствъ (7) опредфлимь Си Е 
и подетавимъ въ уравнене (1), то это поелфднее, по умножени воЪхъ 
коэффищентовъ на 4.4, приметъ видъ 


. 4 А -- 4 АВзу-- Ву--4АОз--2ВБу-4АЕ=0 
(ОАе-Е Ву -Е2р@л«-- Ву --ААЕ=О 
(2.42 Ву-- О — (0 4АЕ) = 0 


ЗдЪсь первая часть разлагается на два множителя первой степени, 
которые, будучи приравнены отдЪфльно нулю, далутъ два уравненшя 
первой степеви. 


или 


или 


2А2-- Ву--р--У0*—4АЁ=0 

и 2Аз-- В+ рф У=4АЕ-О, 
представляюния двЪ дЪйствительныя или мнимыя прямыя, параллель- 
ныя съ прямой, выражаемой уравневями (6). 

Итакъ, въ случаЪ неопредЪленнаго центра, двф прямыя, выражае- 
мыя уравнешемъ второй степени, параллельны между собою. 

164. Мы видфли (см. стр. 110), что совокупность двухъ касательныхь, 
къ кривой второго порядка, проходящихь чрезь начало координать, 


’ выражается уравненшемъ 


(0: —4АЕ)? Е 2(РЕ-ЗВЕзу - (Е? —40Б)у'=0. 

Въ томъ случаЪ, когда начало координать находится въ центр и 

когда, слБдовательно, д = Е =0, это уравнеше’ обращается въ 

Аз -- Взу-{ Су? =0, 

которое, какъ было показано выше (см. стр. 109), представляеть сово- 
купноеть двухъ прямыхъ, ветрёчающихь кривую въ безконечно уда- 
ленныхь точкахъ. Отсюда заключаемъ, что д прямыя лини, прохо- 
дящ!я черезъь центръ кривой второго порядка и ветрфчающия ее въ 
безконечности, суть касательныя къ этой кривой въ безконечно уда- 
ленныхь точкахьъ. Тая прямыя называются ассимитотами. 

Изь предыдущаго легко заключить, что ассимптоты гиперболы суть 
дЪйствительныя прямыя, а ассимитоты эллипса мнимыя. 

165. Обозвачимь черезь эл, У! И 2, уз координаты концовь хорды, 
образуемой прямою (2), т.е. точекъ, въ которыхъ эта прямая пересф- 
каеть кривую (1). Въ такомъ случаЪ координаты средины этой хорды 
опредфлятся по формуламъ: 


_оа- а Щи. 
х = р и У= 5 


— 15 — 


Но абециссы 2; их» суть, какъ мы знаемъ, корни уравнешя (4), & 
потому по свойству квадратныхъ уравненй, должно быть 
г 
м-Е а =— я 
_ иди, по замн% Ми № ихъ значевшями, 
В+ 20т®в-- (р Ет), 
а = А-- Вт-- Ст? 
откуда для абсециесы средины хорды получаемь слфдующее выражен!е; 
__ ВЕ 20т)в-2(Ф-Е Ею) @) 
Е ОСА Вит") ^ “2 а 

Такъ какъ соотвфтствующая ордината можеть быть опредфлена изъ 

а. прямой (2), то для нея получаемь сл5дующее выражене: 
_— (В-Е20т)ти- ФЕ тт, 

2(А- Вт-{- Ст?) ь 
которое, по приведени къ одному знаменателю и соединеви подобныхь 
членовъ, принимаеть видъ 

(А -- Вт)п —(Р-- Ет)т () 
2(А- Вт- Ст) ОЧ 

166. Если помножимъ выражеше (8) на (24 -- Вю), а выражеше (9) 

на (В-+-2Ст) и результаты сложимъ, то получимъ соотношене 
(2А-- Вт)=-- СВ-- 2Ст)у = — (р- Ет) 

или (2А-- Вт) (В--2бтуу-Е (ФЕ Ет)=0,.... (10) 

ве содержащее вовсе » и потому имющее мЪсто при всякомъ значе- 

ви этого козффищента. 

Но уравнене (2) при данномъ м и ‘неопредфленномъь и выражаеть 
всф возможныя прямыя, имфюция данное направлеше и, слфдовательно; 
параллельныя между собою. Соотношеше (10) представляеть поэтому 
зависимость между координатами срединъ веъхъ хордъ, параллельных 
между собою; оно есть, слЪдовательно, уравнене геометрическаго мфета 
срединъ вефхъ этихъ хордъ. Такъ какъ оно первой степени, то заклю- 
заемъ, что средины всъхь хордь, параллельныть между собою, лежать 
на одной прямой. 

Такая прямая называется даметромь лив!и второго порядка. 

Изъ сказаннаго видимъ, что уравневе (10) есть общее уравнене 
ламетра: 

167. Уравнеше (10) при веякомъ значен!и 2 представляетъ вполнф 
опредЪленную прямую, исключая того случая, когда. 

2А-- Вт = В--2бт=р-- Ет=0, 
2А_В_0, 


смей: 


у= 


т. е. когда 


= бк — 


Въ этомъ случаЪ уравнеше второй степени (1) выражаетъ, какъ по- 
казано выше, совокупность двухъ параллельныхь прямыхъ. 

Мы можемъ поэтому сказать, что въ кривыхь второш порядка всяко- 
му направленю хордь соотвътетвуеть единственный и опредъленный 
д:аметрь. 

Представляя уравнене (10) въ видЪ 

у=тя-я’, 
мы будемъ имЪть, что угловой коэффищентъ д1аметра выражается слЪ- 


дующимъ образомъ: 
АВА 0 
В 20 ато 
Отсюда видимъ, что съ измфнешемь направленя хордъ измфняется, 
вообще говоря, и направлеше даметра. 
Исключеше представляетъ только тотъ случай, когда В —4А0=0, 
т. е. когда кривая второго порядка не имфеть центра. 
Вь самомъ дьлЪ, въ этомъ случаъ 


2А В 2А Вт 
В 20 В 20т’ 


откуда 


елфдовательно, 


Направлене д1аметра не зависить, такимь образомь, оть направле- 


ня хордъ. Это значить, что всь Фаметры кривой второю порядка, не _ 


импющей центра, параллельны между собою. 
168. При услови В? —4АС=0 уравнеше 
Аа -- Вху-- Су? =0, 
представляющее двЪ прямыя, встр$ёчаюния линю второго порядка (1) 
въ безконечности, обращается, по умножеши обфихъ частей на 4А, въ 
(@А=-Е Ву’ =0, 
откуда 
2А 
реле то 


В 
Это есть прямая, имфющая нанравлене даметровъ. Слфдовательно, 


веЪ даметры кривой, не имфющей центра, встрёчають ее въ безконеч- | 


* ности. 

Отвлекаясь отъ безконечно удаленныхъ точекъ, можно поэтому ска- 
зать, что каждый изъ баметровь кривой, не имтющей центра, перест- 
каеть эту кривую только въ одной точкт. 


о Аа 


Относительно кривыхъ центральныхь тфиъ же свойствомъ обладаютъ, 
прямыя, параллельныя ассимитотамъ. 
169. Общее уравнеше даметра (10) 
(2А- Вт = (В-20т)у--(Ф- Ет) =0 
можеть быть представлено еще въ слфлующемъ видЪ: 
(2А«-- Ви--Р)-- т(Вё--2бу-Е)=0,.... (2) 
откуда видимъ, что всльй даметръ проходить черезъ точку пересфче- 
я прямых 


Ах -- Вир 
Веб Е= 
Эта точка, какъ мы уже знаемъ, есть центръ кривой, и потому за- 
ключаемь, что ве» баметры всякой центральной личи второю порядка 
проходять черезь вя центръ. 
Уравнене (12) обращается въ 


Заз В+ =0 


ВЕ--2Су--Е=0 


при т==<о. Слфдовательно, прамыя, выражаемыя этими уравненями, 
суть также маметры, и легко понять, что первый изъ нихъ дфлить 
пополамъ веф хорды, параллельныя оси абецибеъ, а второй всф хорды, 
параллельныя оси ординатъ. 

170. Соотношеше (11), представляющее зависимость ‘между угловы- 
ми коэффищентами хордъ и соотвтствующаго имъ д!аметра, можеть 
быть представлено слфдующимъ образомъ: 


ЗАВ тт) 2бтт' = 0..0... 13) 


Такъ какь въ этомъ видЪ оно симметрично относительно 9% иж, 
т. е. не измЪняется отъ взаимнаго перемфщеня этихъ величинъ, то 
заключаемь, что, при измфнени направлевя хордъ въ направлене 
маметра, это послднее измЪняется въ первоначальное направлеше 
хордь. Веякому даметру соотвЪтствуетъ, такимъ образомъ, другой д1а- 
метръ, проходящий черезъ средины хордъ, параллельныхъ первому, и 
въ то же время параллельный хордамъ, чрезь средины которыхъ про- 
ходить первый. 

Таше два дламетра, изъ которыхъ каждый дфлить пополамъ хорды, 
параллельныя другому, называють сопряженными. 

Для всякой центральной лини второго порядка существуеть без- 
численное множество паръ сопряженныхъ дламетровъ. Соотношене (13) 
можеть, слфдовательно, быть разематриваемо, какъ представляющее 
зависимость между угловыми коэффищентами двухъ какихъ бы т0 ни 
было сопряженныхь даметровь центральной лини, выражаемой урав- 
венемъ (1). 


0 


при 7% =0 и въ 
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171. Въ томъ случаЪ, когда уравнев!е, представляющее кривую вто- 
рого порядка, не содержить члена съ произведешемь перем нныхъ, 
т, е. когда В==0, даметры кривой, параллельные осямъ координат, 
будуть сопряженные, Въ самомъ дфлф, соотношен!е (13) обращается въ 
этомъ случа въ 

А- Отт =0, 
откуда и видно, что, при т=0, т’ ==с2 или обратно. Это слВдуеть 
также изъ того, что при В =0 уравнешя 
Аз В+ р=о и БВе--2бу-- Е=0, 
представляющия два даметра, которые проходятъ чрезъ средины хордъ, 
параллельныхь осямъ координать, обращаются въ 
ЗАО =о и 2+ Е=0, 
Отсюда заключаемъ, что когда въ уравнеши кривой второго по- 
рядка (1) 
В=рФ=Е==0, 
т. е. когда это уравнене имфетъ видъ 
Аа? -- бу" Е=0, 
оси координать суть два сопряженные даметра, и обратно: относи- 
тельно осей координатъ, совнадающихь съ двумя сопряженными д1а- 
метрами, ливя второго порядка выражается уравнешемь этого вида, 

172. Если даметръ кривой второго порядка периендикуляренъ къ 
хордамъ, черезъ средины которыхъ онъ проходить, то его называють 
осью или злавнымь Фбаметромь этой кривой, а точки, въ которыхъ онъ 
перес$каеть кривую, ея вершинами, 

Для центральной кривой такому д!аметру соотвфтетвуетъ, очевидно, 
другой, сопряженный съ нимъ и обладающий тЪмъ же свойствомъ. Цо- 
этому найти оси центральной кривой значить найти сопряженные да- 
метры, перпендикулярные между собою. 

Если оси координать, къ которымъ отнесена лив!я второго порядка, 
прямоугольныя, то перпендикулярность между сопряженными д1аме- 
трами, которыхъ угловые коэффищенты суть 9 и и’, выразится условемъ 

тт’ = —1, 
Велфдетые этого зависимость (13) между этими коэффищентами обра- 
титея въ 
24+ Вт-т)—26=0, 
откуда 
26-4 


тт’ = в" 


Имфа, такимъ образомъ, сумму и произведене коэффищентовь % и 
т’, мы можемъ опредфлить ихъ, какъ корни квадратнаго уравнешя 


Вт?-- 2(А—0)т—В=0, 
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Такъ какъ это уравнеше при всякихъ значешяхъ А, Ви С имЪеть 
дЪйствительные и различные корни, то заключаемъ, что: всякая цен- 
эпральная кривая второю порядка имъеть двъ дъиствительныя оси» 

Послфднее квадратное уравневе не даеть опредфленныхь значенй 
для т тодько въ томъ случа, когда В=0 и А=С. Мы увидимь 
вскорф, что въ этомь случаЪ уравнеше второй степени (1) выражаетъ 
хругь, для котораго, какъ извЪетно, всяюй дламетръ имфеть свойства оси, 

173. Когда центръ кривой находится въ назахВ координатъ, то урав- 
неше веякаго даметра будетъ, 

—тх. 

Исключая т изъ этого и предыдущаго уравнешя, получимь однород- 

мор урана НЕ 
Вя-- (С — А)ху — Ву’=0, 
предетавляющее совокупность двухъ осей кривой, 

Выше мы имфли случай убфлитьея (ем. стр. 7), что этимъ уравне- 
немьъ выражаются два бисектра угловъ между прямыми, выражаемыми 
‘уравнешемъ 


Ая -р Вау бу = 

Отсюда заключаемь, что осн центральной кривой второю. порядка 
дтаять пополамь улы между ассимптотами. 

174. Для кривыхъ, не имфющихьъ центра, очевидно, не существуеть 
и сопряженныхь даметровь, потому что всЪ д1аметры такой кривой 
имфють одно и 10 же направлеше. 

Легко видЪть, однако, что всякая такая кривая имфеть ось и, при- 
томъ, только одну. 

Въ самомъ дфлЪ, для того чтобы д1аметрь быль осью кривой, нужно, 
чтобы выполнялось услове перпендикулярности его къ соотвфтетвую- 
щимъ ему хордамъ, 

Замфчая же, что для лин, не имфющихъ центра, угловой коэффи- 
щенть дламетра есть 


будемъ имфть, что это услоше периендикулирности въ случа прямо- 
угольной системы координать есть 
2 
в =\, 


В $ 
гдф т есть угловой коэффищенть хордъ, чрезъ средины которыхъ про- 
ходить этотъь д1аметрь. 
Отсюда находимъ, что 


ча: 


чЪмъ опредфляетея направлеве хордъ, соотвфтетвующихъ оси. Под- 
ставлял же это значеше т въ общее уравнеше (10) дзаметровъ, полу- 
чимь уравнеше самой оси }). 

175. ДвЪ точки плоскости, лежашйя на одпомъ перпендикулярь къ 
какой-нибудь данной прямой и на одинаковыхъ оть нея разстоявяхъ, 
называются симметричными относительно этой прямой. Если какая-ни- 
будь фигура обладаетъ свойствомъ, что каждой ея точк\ соотвЪгетвуеть, 
другая точка, принадлежащая также этой фигур® и симметричная съ 
первой относительно нЪфкоторой прямой, то эту прямую вазывають 
осыю симметрёи фигуры, 8 самое фигуру симметричною относительво 
этой оси. 

ЗамЪфчая, что для всякой кривой второго порядка концы хорды, ©0- 
отвфтствующей ел оси, симметричпы относительно этой послфдней, мы 
можемъ заключить, что всякая такая кривая симметрична относитель- 
но каждой изъ своихъ осей или что оси кривой второю порядка суть 
ея оси симметрии, 


$ 3. Касательныя и ноляры. 


176. Для того чтобы прямая лишя была касательною къ какой-ни- 
будь кривой второго порядка, нужно, какъ мы видфли, чтобы хорда, 
в образуемая этою прямою, равнялась пулю. На этомъ 
основав1и подъ касательною къ кривой въ данной 
точкЪ М, (фиг. 37) елфдуетъ понимать прямую 75, 
представляющую собою предфльное положеше сЪку- 
щей №М,М., вращающейся около данной точки до 
тфхъ поръ, пока другая ея точка М» переефченя съ 
Фит. 87. кривой не придетъ въ совпадеше еъ данной № 
Положимъ, что кривая второго порядка выражается общимь ураз- 
нешемъ 


ы т, в Хх 


Аа? -|- Взу-- бу ре Е=о, 4.) 


и пусть (2,7) и (22,9) будуть координаты двухъ точекъ ЛА и № 
этой кривой. 

Уравнеше сфкущей, встрчающей кривую въ этихь двухъ точкахъ, 
будеть, какъ извЪетно (см. стр. 46), 


1) Когда кризая второго порядка имфеть безконечно удаленный центрь, то къ чис- 
лу ея маметровз, т. е. прямыхъ, проходящихь черезь цевтрь, должна быть отпесена 
прамая, всф точки которой суть безконечно удаленныя. Эта прямая имфеть свойстий 
мМаметра, сопраженнаго съ каждымь другимъ аметромъ, а потому ее можно также 
разсматривать, какъ ось кривой. Можно, слфдовательно, сказать, что кривал съ безко- 
нечно удаленнымъ центромъ имфегь; такъ же какъ п центральная, двф оси, но одна 
изъ нихь есть безконечно удаленная вефми свойми точками. 


или 


тдЪ иервый множитель второй части есть отношеше отрзковь М.М 
и М.М, обращающихся въ нуль, когда точка 2. совпадаеть съ М. 

Такъ какъ точки М; и М принадлежать кривой, то должны имфть 
мЪето тождества 

Ал? -- Вхил -- би®-- Ра Е Еи + Е=0] 

и „Аза? -- Втуь Е Си? -- О, -- Её Е=о] 
изъ которыхъ находимъ 

А (т, — а) В(езиз— ии) -НОуз-— и?) НТ )-НЕу:—и)==0- 

Это послфднее равенство, очевидно, можно представить слфдующимь 
образомъ: 

(-—а)[-4( аа) Ви ЕР и)[Ва -ЕОи-ни) Е] =0, 


откуда 


‚ 7244508 


у—и _ _ А (=) --Вь-РО. 

фм = Вы Сыр) Е' 
Велфдетые этого предыдущему уравнентю сВкущей можно дать видъ 
_ Аа на) Ве -- О 
Ва ЕС -и)-ЕЕ 
Такъ какъ оно иметь мфсто при всякомъ положен точекъ ЛА и № 


на кривой, а слЬдовательно и тогда, когла эти точки совпадають, то, 
полагая 


у—и = (в— а). 


222 =. и уз —з х 


получимъ изъ него уравнене касательной 
2А. В р) 
д -- Ви т ас (3) 


У"  Ва--би+Е 
Оно можеть быть упрощено слёдующимь образомъ. 
Уничтожая знаменателя, получимъ 


(2Аж - Ви --2)(#—э)-+ (Ва + 2би + Е)и—и)=0 


(2А Е Ви-Е Р)х-- (Ва 2 20-5 В)у= 
= 24 -|- >Ваи -- 20и*-|- Фа -- Ви. 
Прибавляя же къ оббимь частямъ 
Фа -- Ей Е 
и принимая во ввимане первое изъ равенствъ (2), будемь имфть 
(2Аж--Ви--р)е--(Ва аси Е Е)у--(Ра-НВи--2Е)=0. . (4) 
ЗдЪеь хи у суть координаты любой точки касательной, а э ии 
координаты точки прикосновеня. Слфдуетъь замЪфтить, что уравнеше 


или 


2 ПВО 


(4) симметрично относительно этихъ координать, т. е, оно не измф- 
няется отъ взаимной перестановки однихъ координать на мЪето другихъ, 

177. Уравнеше сфкущей, встрёчающей кривую (1) въ двухъ точкахь, 
(ми) и (2,3), можеть быть представлено еще слфдующимь образом: 


А (1—9) (2 — 2) В(х— а) (у— №) Су и) (уф) = 
= А -- Взу-| бу -- 0-Е. 

Въ самомъ дЪлЪ, такъ какъ, по раскрытйи скобокъ, члены второго 
измБреня сокращаются, то это уравнеше есть первой степени и потому 
представляеть прямую. Такъ какъ, далфе, это уравнеше, въ виду 
тождествъ (2), удовлетворяетея координатами 2, и и 22, у», то пря- 
мая, имъ выражаемая, проходить черезъ эти точки. 

Слфдовательно, полагая въ послфднемъ уравнени 2» = м и =, 
получимъ уравнеше касательной въ слЪдующемь видЪ: 


А(т— же -- Ве а)(и— и) бу-фи» 
= Аз -- Взу-- Суз-- РЕ-- Ву Е. 

Отеюда, раскрывая скобки и соединяя подобные члены, легко полу- 
чить и уравненше (4). 

178. Мы видфли (см. стр. 117), что уравнеше даметра кривой (1) 
имфеть видъ 

(2Аз-- Ву р) т(Вз-#°бу-- Е=0, 
. 

тдф т есть угловой коэффищенть хорлъ, чрезъ средины которыхъ про- 
ходить этоть дламетръ. 

Если положимъ, что точка (м,у/:) есть одинъ изь концовъ этого 
аметра, т. е. точка, въ которой онъ встрфчаеть кривую, то будем 
имЪть 


(2Азл -- Ви + Р)--т(Ва 20, + Е)=0, 


откуда 
2Аж -- ВиО 
Ва + 2би- Е” 

Но изъ уравневя (3) видно, что это есть угловой коэффищенть 
сательной въ точкЪ (21, у). 

Слфдовательно, касательных въ концаль какото-нибудь Фаметра к; 
вой второю порядка параллельны хордамь, средины которыхь находяп 
на этомь дбаметут.” 

179. Если кривая второго порядка, не имзющая центра, отнесе! 
къ такой системф координать, что ось абециесь совпадаеть съ одни: 
изь Маметровъ, а ось ординатъ есть касательная въ концф этого дй 
метра, то уравнеше этой кривой принимаетъ весьма простой видъ. 

Вь самомъ дфлЪ, такъ какъ въ этомь случаф кривая проходить 
резъ начало координать, то должно быть Ё=0. Такъ какъ, д 
хорды, параллельныя оси ордивать, длятся осью абециесь попол: 


т=— 


=: 8 — 


то каждой абецисеЪ должны соотвЪтствовать двЪ ординаты равных, но 
противоположно направленныя. Это значить, что при каждомъ значени 
х изъ уравнен!я кривой должны получаться два значешя для у, рав- 
выя по абсолютнымь величинамь, но съ противоположными знаками, 
что возможно только тогда, когда уравнене не содержить вовсе чле- 
новъ, въ которыхъ у входить въ первой степени. Слфдовательно, должно 
быть В=0и Е=0, 

Наконець, волЬдетве того, что кривая не имфетьъ центра, должно быть 

В?—4АС=0, 
откуда при В =0, получаемь А =0. 

Итакъ, въ уравнени кривой (1) четыре коэффищента А, В, Еи 
Е будуть равняться нулю, и потому уравнене это принимаетъ видъ 
Су-- рх=0. 

180. Прямая линя, перпендикулярная къ касательной и проходя- 
щая черезь точку ея прикосновеня, называется нормалью къ кривой. 
Изь уравнен!я касательной легко вывести общее уравнен!е нормали. 

Положимъ, что система координать прямоугольная, и пусть, какъ 
было и выше, координаты точки прикосновешя будуть эм и и. Урав- 


нене всякой прямой, проходящей черезь эту точку, какъ извфетно, 
имфетгь видъ 


уб-и=а(+—а), 
и если эта прямая перпендикулярна къ касательной, то должно быть 
ат==—1, 


тдЪ т есть угловой коэффищенть касательной, равный, какъ мы ви- 
дли, отношению. 
поза Ви ЕО 


з Ва Си-= 
Слдовательно, 
„— Ва-Е2би Е 
2Аж + Ви --2` 
и потому уравнеше нормали будеть 
2 ЕАН 
ВиО р а 
или 


(2.4; - Ву + 2) (у—и)— (Ва --36и Е) — в) =0. 
181. Положимъ, что прямая, соединяющая двф данныя точки ЛИ и 
М, которыхъ координаты суть м, И и 22, у», встрЪчаеть кривую 
второго порядка въ нЪкоторой точкф М, и пусть отношене разетоя- 


ь т 
ВЙ этой точки оть данныхь М; и М, будеть 2 Въ такомъ случаЪ, 


хакъ извфетно (см. стр. 8), координаты точки № опредфаятся формулами: 


— 14 -— 
пал З- та _ пи - т 
миа. тв ` 


Такъ какъ эти координаты должны удовлетворять уравнен!ю кривой, 
то будемъ имфть 


4( пал Е ть } г в( а ОК и } | и + 


х 


т-+® \ т-- т т-® т- в 
Г пал тт: \ | сз. [| пм Е ти: у 
ГВ я ) ЕЕ ии ро 


или, по уничтожени знаменателей, 
А (па -- то) -- В (па Е та) (ту Е туз) С (ту, Е зпуз)? = 
= Ра Е таз) (в -- в) -- Ел Е ту») (т-- п) Е Е(т-- п) =0. 
Раскрывая скобки и располагая первую часть по степенямь тия, 
дадимъ этому равенству видъ 
бт? -- Ртт-Е бут =0, :....... (6) 
гдЪ положено для сокращеня: 
Аз? -- Вх -- Си? Да Е Ви -НЕ= 8, 
Аз? -- Вззуе -- Су? -- Фа, Ез-- Е= 53, 
(2Аз -- Ви -- Д)ь -- (Ва -- 26 + Е) -- (Фа - Ем --2Р)=Р. 


Величины 5: и 5. суть, тавимъ образом, результаты подстановки 


въ первую часть уравнешя кривой координать точекъ № и М.. Что 


же касается величины Р, то это есть результать замфны въ первой 
части уравненя касательной перемфнныхь координать координатами 
одной изъ точекъ № и М., а координать точки прикосновеня коор- 
динатами другой. 


у : т 
182. Значенемъ отношевя — опредФляется, какъ извфетно (см. стр. 9), 
в 


положеше точки М на ‘прямой 1/, 5. Изъ равенства (5), которое можеть, 
быть предетавлено такъ: 


опредфляются два значен!я этого отношевшя, соотвфтетвуюния двумъ 
точкамъ пересфченя прямой М; М» съ кривою. И эти звачешя будуть 
раввы между собою, когда 
РЗ = 45,8. 
или 
[(2.4ал -- Ви -- Раз (Ва - 2би -- Виз -- (ра -- Ви ЕЕ) — 
— 4(4а*-- Вал -- би? -- Фа -Н Ев х 
(Аз? -- Вхоу» -- Су -- Па -- Её --Р)=0. 

Послфднее равенетво есть, слфдовательно, услове, при которомъ пря- 

мая, соединяющая точки №: и М5, есть касательная къ кривой. 
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Если точка №, будетъ замфнена какою-нибудь другою точкою, ле- 
хащею ва той же касательной, то это услове не нарушится, Отеюда 
заключаемъ, что ‘уравнеше 


(ода--Ви--Р=-Н(Ва-На0и--Еу-Фа--Еи--2 УР | 
—4(Аж?-- Ви би --а-НЕи-НЕ) 

(Аз-- Взу-- бу-- Ог-Н Еу--Р)=0 
которое получаемъ изъ предыдущаго равенства, замфняя данных коор- 
динаты 25, уз неизьфетными 2, у, удовлетворяется подстановкою на 
фото д и у координать какой угодно точки, лежащей на касательной, 
проходящей черезь М. 

Будучи второй степени, это уравнене выражаеть, слдовательно, 
совокупность двухъ касательныхь къ кривой второго порядка (1) изъ 
данной точки (2, и). 

Вь чаетномъ случа, при 21 =0 и и =0, это будуть двф касатель- 
ных, проходяийя черезъ начало координать, и уравнене (6) обра- 
щается въ 

(Фе-- ВЕ — АЕ (Аа Вгу-- Су? Оз В--Р)=0 


или 


Фи 


(2*—447)2--2(РЕ— ВЕ) зу (Е —40Р)е=0, 


310 мы имфли уже выше (см. стр. 110). 

183. Уравнеше 
(2Аж-ЕВи--Р)=-НОВа-2Си--Е)у--(Ра-РЕи--2Р)=0.. . (1) 
выражаеть, какъ мы видЪфли, касательную къ кривой второго порядка, 
(1), и въ немь 2\, и суть координаты точки прикосновен!я. Это урав- 
неше будеть представлять иЪкоторую прямую также и тогда, когда 
и, Зи суть координаты какой-угодно точки плоскости. Прямая эта на- 
зывается въ такомъ случаВ полярою точки (2,9), а эта точка ея 
полюсомь относительно кривой (1). 

Отсюда слбдуеть прежде всего, что поляра точки лежащей на кри- 
вой, есть касательная въ этой точкЪ, и полюсъ касательной есть ея 
точка прикосновешя, 

Далфе, легко видфть, что координаты точекъ пересфчен!я прямой (7) 
съ кривой (1), т. е. значейя хи у, обращающия одновременно въ нуль 
многочлены 


(2Аад + Ви -Е 2) 2 -- (Ва Е 2Си-- Е) у-- (Фа -- В--2Е) 
и Аа?-- Вху-- бу?-- Ое-- ЕЕ, 
удовлетворяют»ь и уравнен!ю (6), Это значить, что точки эти суть точ- 
ви прикосновеня касательныхь, выражаемыхь уравнешемь (6). 


Итакъ, въ томъ случа, когда черезъь данную точку проходят дв 
дЬйствительныя касательныя къ кривой второго порядка, поляра этой 
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точки есть прямая, соединяющая точки прикосновенйя этихъ касатели 
ныхъ, или такъ называемая хорда прикосновеня. 

'Еели касательныя изъ данной точки (21, и) суть мнимыя, то тако! 
же должны быть и точки прикосновеня. Слфдовательно, поляра да 
ной точки не будетъ въ этомЪ случаЪ имфть дЪйствительныхь общи: 
точекъ съ кривою, т. е. не будетъ пересфкать ея. 

Уравнеше (7), при м =0 и и=0, обращается въ 
Фэ-- Ви--2Е=0 
и въ этомъ видф представляетъ поляру начала координатъ. 

184. Если точка (2, уз) лежитъ на поляр точки (1, /1), 10, как 
видно изъ (7), должно быть 
(2Азл -- Ви -- 2)» -- (Ва -- 20, -- Е)у» + (ра - Еи-г2Е) =0, 
или 
(2 Аж Е Вуз Па -- (Въ + 20% - Е) | (Ре -- Её --2Е) =0, 
а это показываеть, что точка (2, и) лежить на поляр точки (2, уз). 


Итакъ, если изъ двухъ данныхь точекъ вторая лежить на полярь 
первой, то первая лежить на полярЪ второй. Другими словами, если 
одна изъ ‘двухъ прямыхъ проходить черезъ полюсъ другой, то эта по- 
слфдняя проходитъ черезь полюсъ первой. 

Такя дв точки, изъ которыхъ каждая лежитъ на поляр$ другой, 
называются сопряженными. Точно также и двф прямыл, изъ которыхь 
каждая проходить черезь полюсъ другой, называются сопряженными. 

Изъ сказаннаго видимъ также, что если прямая булеть перем щать- 
ся, вращаясь около какой-нибудь своей точки, то ея полюсъ будеть 
перемфщаться по полярВ этой точки, и, если точка будеть двигатьея 
по какой-нибудь прямой, то ея поляра будеть вращаться около полюса 
этой прямой. 

185. Если въ уравнени (7) х; и у) означають координаты центра 
кривой (1), то коэффищенты при х и при у будуть равнятьея нулю. 
Въ такомъ случаЪ, какъ извфетно (см. стр. 40), прямая, выражаемая 
этимъ уравнешемь, будетъ безконечно удаленною. Отсюда заключаемъ, 
что центрь есть полюсь безконечно удаленной прямой. 

Если точка (21, и) лежитъ на прямой 


у=тх, 
то уравнен!ю поляры (7) можно дать видъ 
[24 -Е Вт)а -- 2] 2-Е [(В-- 20т)а-- Е]у-- (р - Ета ЗЕ] =0 


или 


ОА Вт (В+ 2омуч-(р-- Еыа [1 (ра во. 
т 


ВЕТ. — 


При 21 ==0, т. е, когда (2, у!) будеть безконечно удаленною точ- 
хою прямыхъ, имвющихъ и угловымь коэффищентомъ, это уравнеше 
‘збращается въ уравневше даметра 


(2А-- Вт)&-+ (В+ 2Сту-+(Ф- Ет)=0. ы 


Отсюда заключаемъ, что дёаметры суть поляры безконечно удаленныть 
зночекь и Что два сопряженные Фаметра суть двъ проходяиия черезь 
щентрь сопряженныя прямыя. 


186. Положимъ теперь, что на лиши второго порядка даны четыре 
точки А, В, С, О (фиг. 38). Соединяя ихъ прямыми, получимъ пол- 
зый четыреугольникъ, для котораго данныя точки суть вершины и для 
зотораго точки пересЪчешя противополож- 
выхъ сторонъ, или такъ называемыя даго- 
зальныя точки (ем. стр. 96), суть Р, ©, В. 

Не трудно убфдиться, что каждая изъ 
этихь послфднихь точекъ есть полюсъ пря- 
жой, соединяющей двЪ друмя. Иначе гово- 
рн, каждая изъ сторонъ дагональнаго тре- 
утольника РОЁ есть поляра противополож- 
вой вершины. 

Примемь для этого прямую АВ за 06 
ординать, & прямую СЛ за ось абециесъ, и 
обозначимъ чрезъ р; и р» длины отрзковь РС и РФ, а чрезъ 41 и 4 
дланы отрёзковь РА и РВ. Въ такомъ случа прямыя АС и ВЛ вы- 
разятея уравнетями 


2, у 2 У 
1=0 и - —1=0, ^ УВ 
т + (8) 
а прямыя АД и ВС уравнешями 


ЕЖЕ ыо у 
< 1=0 и О.о = (9 
2 у Ч“ Е ) 


Отсюда видимъ, что прямая ОЕ будеть выражаться уравнешемъ 


Е у 2 у 
РУ —2=0 
не ва Ра 


или 
пра, о—0,..... 120) 
тр» 4142 

потому что первая часть этого уравнев!я есть въ одно и то же время 
# сумма первыхъ частей уравненй (8) и сумма первыхъ частей урав- 
вен (9). 

Если кривая второго порядка, проходящая черезъ точки А, В, С, О, 
зыражается общимъ уравнешемъ 


Аз? -- Вгу -- С -- Оа-- Ву--Е=0, 
то корни уравнешя 


Аа-- Оё-НЕ=0, 
опредфляющаго абециесы ел точекь а Еь съ осью 2-овъ, буд 
фи р», и потому 


р И 
а аи и р; 


слфдовательно, 
вр» _ _ 2. 
тр гы ` 
Корни же уравнен!я 
ст В-НЕ=о0, 


опредЪляющаго ординаты точекъ переефченя кривой съ осью у-0 
будуть 9 и 42, и потому 


2 ь 
26. *. 9—5, 
откуда 
Г ИВА 
4:43 #: 


Такимъ образомъ видимъ, что уравнению (10) прямой ОВ мож 
дать видъ 


ив 
И, 


или 

Де-- Е№--2Е=о0, 
& это, какъ мы видфли, есть уравневе поляры начала координать, 
т. е, точка Р. 

Точно такъ же можно убфдиться, что прямая РЕ есть поляра точки 
©, а прямая РО поляра точки В. 

Такой треугольникъ, каждая сторона котораго есть поляра противо- 
положной вершины, называется холярнымь треуюльникомь относительно 
кривой второго порядка. 

Очевидно, что для всякой кривой второго порядка существуеть без- 
численное множество полярныхь треугольниковъ. Одна изъ вершинъ 
такого треугольника можеть быть взята произвольно; двф же осталь- 
ныя суть кавя-нибудь двЪ сопраженвыя точки, лежашя на полярь 
первой. 

187. По свойству полнаго четыреугольника четыре прямыя ОР, 
ОР’, 9С и ©Л составляють гармоничесьй пучекъ (см. стр. 96). Слф- 
довательно, четыре точки Р, Р’, Си 1) составляютъ гармоническй 
рядь, при чемъ точки Ри Р’ дфлятъ гармовически отрёзокь СД, а. 
точки Си Ш отрёзокь РР’. Изъ этихъ точекъ первая Р можеть быть — 
разематриваема, кавъ произвольно взятая ‘на плоскости, двф друма С 
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и Г суть точки переефчен!я кривой съ какою-нибудь прямою, п 
дящею черезь Р; наконець, послдняя Р’ есть точка пересфченя 
тою же прямою поляры точки Р. Можно, слфдовательно, сказать, что _ 
всякая прямая, проходящая черезь какую-нибудь данную точку Р, 
ветрёчаеть ея поляру въ точкЪ, которая вмфстЬ съ данною дЪлить 
тармоничееки хорду, образуемую этою прямою. 

Такимъ образомъ видимъ, что поляру можно опредфлять, какъ гео- 
метрическое мЪето точекъ, которыя вмфеть съ данною точкою дЪлять 
тармонически хорды, образуемыя прямыми, проходящими черезъ эту 
данную точку. 

188. Если прямая лишя, выражаемая общимъ уравнешемь 

Ме-- М№--Р==0,..---.- (11) 


есть поляра точки (2,9), то изь этого уравненя и уравнешя (7), 
какь имфющихь одно и то же геометрическое значение, будемь имфть 
2Ал -- Ви ЕО _ Ви +20 -- Е _ а -- Ви --2Р 
м Ро в 


или 
24а: -- Ви --Р=ЬмМ, | 
Ва + 2Си-- ьМ, 
а + Ви НР ВР, | 
тд ® есть неопредЪленная величина. 
Отсюда, какъ изъ уравненй первой степени, могуть быть найдены 
величины 21, и, т. е. координаты полюса данной прямой. 
Если прямая (11) есть касательная къ кривой (1), то ея полюсъ 


есть точка прикосновешя, и потому координаты х\, у) должны удо- 
влетворять уравнению прямой, т. е. будемъ имЪть 


Ма - Ми + Р=о. 
Услове совместимости этого уравненя относительно 2\ из съ урав- 


нешями (12) есть, слЪфдовательно, услове’ прикосновешя прямой (11) 


сь кривой (1). Какъ извфстно (см. стр. 81), оно можеть быть выражено 
равенством 


ры: 9 


24; в, 0, М | 

20, Е, М 
Бог: РЕ: 
Ро 


Разлагая опредзлителя первой части, мы можемъ представить его 
въ видв 
(Е? —40Е)М--2(2ВЕ—БЕММ- (0 —4АБ)№-- 
-- 2200 — ВЮМР-+-З2АЕ— ВР)МР-- (В —4АС)Р? и 


АнДдРЕЕВЪ. ДНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРТИ. 
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или сокращенно 
А’ М-- ВИМ-ЕС№-- МР ЕР ЕР: 0. . 
Если обозначимъ черезъ м, и», из три величины, пропорщюнальныя 
коэффищентамъ М, №, Р уравненйя (11), которыя, какъ известно, можно. 
разематривать, какъ однородныя координаты прямой (см. стр. 89), то 
послфднее уравнене, привимая видъ 
А’? -- В’ииь, О’ -- Па Е Е’ Е = 0, 
будеть выражать зависимость между координатами вефхъ касательных. 
къ кривой второго порядка (1) и, слфдовательно, будетъ уравненемъ 
этой кривой въ касательныхь координатахъ. 


$ 4. Изельдоване значенй уравненя второй степени. 


189. Мы видфли, что общее уравнене второй степени 

да? -- Взу-|- б’-- е--ВУНЕ=0, ..... (0 
ири различныхъь соотношешяхъ между его коэффищентами, можеть 
имфть различныя геометричесыя значешя. Въ однихъ случаяхь оно 
представляеть кривую лин, не имфющую безконечно удаленныхъ т0- 
чекъ, въ другихъ кривую линно, имфющую одну или двЪ тавя точки 
(см. стр. 109). Могутъ быть случаи, когда оно представляеть не кри- 
вую, а совокупность двухъ прямыхъ (см. стр. 72). Постараемся пред- 
ставить въ этомь параграфЪ систематическое изслфдован!е воъхъ зна- 
чешй уравнешя (1). 

На первое время будемъ предполагать, что въ этомъ уравнени ко- 
эффищенть С при у? не равняется нулю. Случай, когда С=0, мы 
раземотримъ впослфдетв!и отдльно. 

190. Рьшивъ уравнеше (1) относительно у, будемъ имфть 

_ — (В=- Е) = И — Аб)? -- (ВЕ 201) =-Е(Е*—40Р) 
* 26 
и если обозначимъ радикаль второй части буквою В и положимъ 

В*—4АС=Н, ВЕ—?Ср=кК, Е —40Е=Г, 
то будемь имфть 


—(В2- = | 
а аа Е 
у 26 ( 
тАЪ 74:98 ] 
В=УИня--2к=-ЕГ, 
и, слЪдовательно, | 
В = Наа--2Ка- Г | 


в — ЕЕ Ки-(ИЕ К), 
Е: Че оа 


или 
1: 


и — 
Но у К? = (В — ЗАО) (Е —40СР)—(ВЕ— 900 = 
С(4АСЕ— АЕ*— С1:-- ВРЕ- ВЕ)=2С.Л. 
ЗдЪеь буквою `Д обозначенъ многочленъ 
2(4 АСЕ -— АЕ*— С1*-- ВРЕ- ВЕ), 
зоторый можетъ быть предетавленъ въ видЪ 


24, В, | 
В, 20, Е 
ХЕ 2Е 


и который называется дискриминантомь уравневшя (1) (см. стр. 73). 
Такимъ образомъ, равенство (3) принимаетъ видь 


де = КУчзоА 


Е Пио а . (4) 

или $ А 

а И К-У-ЗОЛ (Ни К-У=2СА 

т Н 
или, наконець, 

В = На: 21) (2—1), .:....... 0) 

тдЪ . $: 
я и и О: ПЕН 


191. `Выражене (2) представляеть значешя ординать точекъ раз- 
ематриваемой лин!и, соотвфтствующихь произвольно взятой абецисе$. 
Для того, чтобы эти значен!я были дЪйствительными, т. е. чтобы гео- 
метрическое мЁсто, выражаемое уравнешемъ (1), предетавляло систему 
точекъ, дйствительно существующихь ва плоскости, нужно, чтобы ра- 
дикалъ В быль величиною дЪйствительною, и, слфдовательно, квадрать 
его долженъ быть величиною положительвой, ь 

Такъ какъ значешя, которыя должны быть приписываемы перемн- 
вому х для того, чтобы выражеше для В? давало величину положи- 
тельную, обусловливаютея значенями коэффищентовь даннаго уравне- 
а (1), то будемъ разематривать отдфльно три случая: 1) когда Н или 
„В?—4АС есть величина отрицательная, 2) когда это есть величина 
голожительная и 3) когда опа равняется нулю. 

192. Полагаемь Н<0. Въ этомъ случаЪ коэффищенты А и О имфютъ 
одинаковые знаки, и если дискриминанть Л имфетъ тоть же знакъ, 
хакъ и эти коэффищенты, то, какъ видно изъ равенства (4), А? не 
можеть быть положительной величиною ни при какихъ дЪйствитель- 
ныхъ значешяхь перемфннаго 2. СлФдовательно, въ этомъ случаВ урав- 
зене (1), какъ не удовлетворяющееся никакими дЪйствительными зна- 
чешями перемфнныхъ, не выражаеть никакой дЪйствительной лини, 
или, какъ еще говорятъ, не имфеть вовсе дЪйствительнаго геометриче- 


<каго значения. | 
* 
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Выражене (4) показываеть также, что при Л =0 величина Ё? не бу- 
деть отрицательною только тогда, когда она равняется нулю, т. е. когда 


‚К 2бре ВЕ 
Н` В:—4АСб` 
Такъ какъ этому значению < соотвфтетвуеть единственное значение: 
у, которое опредЪфляется но формул (2) и равняется 


ЗАЕ- ВО 
В— АС 


то уравнеше (1) выражаеть единственную дЪйствительную точку. 


Мы видЪфли выше (см. стр. 72), что при Д =0и Н<о0 уравнене 
(1) можеть быть разематриваемо, какъ выражающее двЪ мнимыя сопря- 
женныя прямыя. Точка, опредфляемая указанными сейчась координатами, 
есть дЪйствительная точка пересфчешя этихъ прамыхъ (см. стр. 68). 


193. Если дискриминанть ДЛ имфеть знакъ, обратный знаку коэф- 
фищентовь А и О, то И? будетъ положительною величиною при не- 
прерывномъ рядЪ значенй перемЪннаго 2, которыя, однако, заклю- 
чаются между нФкоторыми онредленными предфлами. Уравнене (1) 
будетъ выражать поэтому непрерывную дЪйствительную линйо, помф- 
щающуюся внутри извфетныхь границь. Чтобы убфдиться въ этомъ, 
замбтимъ, что въ этомъ случаЪ величины 2) и 25 въ равенствВ (5), 
какъ показывають ихь выражешя (6), суть дЪйствительныя и конеч- 
пыя '). Такъ какъ во второй части равенства (5) первый множитель 
.Н есть величина отрицательная, то А? будетв положительною вели- 
чиною для всЪхъ тфхъ значен! перемфинаго 2, при которыхъ два дру- 
1е множителя (х— т) и (25—22) имфютъ разные знаки, т. е. для зна- 
ченй 2, заключающихся между конечными величинами 2 и 2. 


Эти дв величины могутъ быть разсматриваемы, какъ абециссы двухъ 
‚м; точекь Р, иР., лежащихь на оси ОХ (фиг. 39), 
и если проведемъ черезъ эти точки прямыя 2, Ру 
и М.Р., параллельных оси ОУ, то будемъ имфть, 
на основан сейчасъ сказаннато, что каждая изъ 
точекъ, удовлетворяющихъ уравнению (1), а слЪ- 
довательно, и вся выражаемая этимъ уравне- 
[2 Р Р ФР чемь лия, помфщается между этими двумя 
Фиг. 39. прямыми. 


194. Пусть 4,4. будеть прямая, выражаемая уравненемъ 
Ве 2бу + Е=О. 


1) Эти величины суть корни квадратнато уравневшя 2? -|- 2Ка +- Г =0. 


= 


Мы уже знаемъ, что это есть даметръ, дЪляцЙ пополамъ хорды, 
зараллельныя оси ОУ. Замфчая, что изъ послфдняго уравнен!я 


— (ВЕ) 
ро 


и сравнивая это выражене съ выраженемъ (2) ординатъ точекъ, при- 
задлежащихь кривой (1), мы убфждаемея, что отношене 


В Е У На? - 2Кз-- Г УН&— 2) (2—1) 
б' С 0 


или а 


представляеть длину хорды, образуемой какою-нибудь прямою, парал- 
зельною оси ОУ. 
Хорда эта получаеть наибольшую величину, когда произведене 


{= —2)(х— 1) будеть наибольшимъ, а это, какъ извфетно, имфеть 
хЪето тогда, когда 


и -Е а 
ЕЕ СЦЕН 


т. е, когда прямая, образующая эту хорлу, дЪлить отрфзокъ Р.Р» по- 
поламъ. 

Концы этой хорды ЛГ и М будуть, слЪдовательно, точками кривой, 
заибол%е удаленными оть д1аметра 41.4», и потому вся кривая дол- 
жна помфщаться между прямыми, проведенными чрезь М и № парал- 
дельно этому д1аметру. 

Такимъ образомъ видимъ, что всё точки кривой находятся внутри 
зараллелограмма 10 М, №№, и, слВдовательно, между ними нЪть без- 
конечно удаленныхъ. Выше было сказано (ем. стр. 109), что такая 
зривал называется эллиисомь. | 

Легко видЪть, что точка А есть центръ этого эллицса, а прямая ЛИМУ 
зпаметръ, сопряженный съ даметромъ А: А». 

195. Положимъ теперь, что Н>0. Въ этомъ случа коэффищенты 
А и С могуть имть или одинаковые или разные знаки. Если дискри- 
минанть Д имфеть знакъ, противоположный знаку С’, то величины 21 
# 2. вь выражени для №, представляемомь равенствомь (5), суть 
Фйствительныя, и такъ какъ первый множитель И этого выражешя въ 
вастолщемь случаЪ положительный, то А? будеть положительною ве- 
ичиною лишь для значешй х, большихъ большей изъ величинъ 2 и 
=: или меньшихь меньшей изъ этихъ величинъ. Значешямь же х, 
заключающимея между 21 и 22, соотвЪтетвуютъ, слЪдовалельно, мни- 
мыл значены у. 

Полагая, какъ и выше, что (фиг. 40) 


ОР = и ОР, 


— 14 = 


будемъ имфть, что между прямыми 20Р, и М.Р», параллельными ое 
ОУ, не существуеть вовсе точекъ, принадлежащихь разоматривае- 
мой кривой. 

Для непрерывнаго ряда зваченй х, не заключающихся между 2) и 
1, радикаль В, а слфдовательно и орди- 
ната у, получаеть непрерывный ‘рядъ дЪй- 
ствительныхь значенй и, вмфст® съ тм, 
при достаточно большой абсолютной вели- 
чин$ 2, неличина ординаты у можеть сдф- 
латься сколь угодно большою. Это показы- 
ваеть, что въ разематриваемомъ случа ли- 
ния, выражаемая уравненемъ (1), состоить 
изъ двухъ отдфльныхь частей или вЪтвей 
ВАС и В,А-С., изъ которыхъ каждая непрерывно простирается ‚въ 
безконечность. Такая лишя называется зимерболою, и мы видфли (ем. 
стр. 109, что ее слЪдуеть разсматривать, какъ имфющую, дв различ- 
ныя безконечно удаленныя точки. 


Прямая лишя А, А», выражаемая уравнешемъ 


Ве 2бу-- Е=0, 


есть даметръ, дЪляпий пополамь хорды, паралхельныя оси ОУ и при- 
надлежания той или другой изъ двухъ вЪтвей кривой. 

Прямая МР, параллельная оси ОУ и дВлящая пополамъ отрзокъ 
РР,, есть даметръ, сопряженный съ 4:.4э, и точка А есть центрь 
кривой. 

196. Если дискриминанть Д имфетъ знакъ, одинаковый съ знакомъ 
коэффищента С, то, какъ видно изъ равенства (4), В? будеть въ раз-_ 
сматриваемомъ случаЪ положительною величиною при всякомъ дфйстви- 
тельномъ значеши х. Это значить, что всф прямыя, параллельных оби 
ОУ, пересЪкаютъ кривую въ двухъ дЪфйствительныхъ точкахь и, елф- 
довательно, каждая изъ этихъ прямыхъ образуеть хорду опредфлен- 

’ ной величины, 

Длина этой хорды, такъ же какъ и въ предыдущемь случаЪ, выра- 

жается отношешемь 2 и, слЬдовательно, будеть наименьшею, когда 


Е получаеть наименьшее значеше, а это будеть, очевидно, тогда; когда 
На-- К =о 
или 


_К_200-ВЕ 
Н №—44С' 


= 


— 1395 — 


Полагая, что ОР, ееть абециеса, имфющан эту величину (фиг. 41), 
и что ММ есть соотвВтетвующах ей наименьшая изъ хордъ, паралель- 
выхъ оси ОУ, будемъ имЪть, что Ши М суть точки разсматриваемой 
кривой, наиболфе близыя къ маметру А.А», вы- 
ражаемому уравнешемъ 

Ве--2бу-- Е=о0. 

Отсюда слфдуеть, что между прямыми 14, 14 
и №№, параллельными этому даметру и про- 
ходящими черезь М и №, не существуеть точекъ 
Еривой, и такъ какъ, при непрерывномъ измфне- 
и д, 06 соотвфтствующёя ординаты измЪня- Фит. 41. 
этся также непрерывно и могуть достигнуть сколь угодно большой 
зеличины, то заключаемь, что и въ этомъ случа» лишя, выражаемая 
травнешемъ (1), состоить изъ двухъ отдфльныхь вЪтвей МК и МГ, 
простирающихся въ безконечноеть. Слфдовательно, она есть также 
типербола. 

Итакъ, въ случаф, когда Н>оО, уравненше (1) представляеть ги- 
верболу, какую бы величину, отличную отъ нуля, ни имфлъ дискри- 
хннанть Л. 

197. Если ДА ==0, то изъ равенства (4) имфемъ 
__ (Нан К» 
ЕО" 
ВелЪдете этого уравнеше (2) принимаеть видъ 
—(Вё-- ВИН=(На-- К) 

Сун 
= (В+ 2бу-+ ВУН=Н- К. 

Вь разсматриваемомъ случаЪ, когда Н>О, оно включаеть въ себ 
два различныя уравнен!я первой степени съ дЪйствительвыми коэффи- 
шентами. Въ отдЪльности эти уравнен!я могуть быть представлены такъ; 


увез + (+71) о 


И: 


у= 


или 


(В-УНь-Е2би-- (ул) 


и выражаютъ, очевидно, двф дЪйствительныя непараллельныя прямыя. 
Величины 


К _200—ВЕ’. АЕ ВО 
НВ 440 “ В —440 
суть координаты точки ихъ пересфчешя. 
Итакъ, если Л =0, тд уравнеше (1) при Н>О0 выражаеть сово- 
купность двухъ пересекающихся прямыхъ (см. стр. 72). 


д= 


< 


= 186 == 


198. Обратимся теперь къ случаю, когда Н=0. 
Въ этомъ случаЪ будемъь имфть 


ит ++). 


Очевидно, что при К_>>0 это выражеше представляеть положитель- 


т 
пую величину только тогда, когда х> — к: ® при К <. толька 


тогда, когда 2 < — т . СлЪдовательно, дЪйствительныя значеня орди- 


натъ, опредЪляемыхь изъ уравнеш (2), соотвфтетвуютъ только зна- 


чешямъ 2, большимъ — или только меньшимъ этой величины. По- 


К 


лагая, что ОР; (фиг. 42) есть абецисса, равная =. будемь имфть, 


поэтому, что веф точки, принадлежания разсматриваемой кривой, нахо- 
дятея только по одну сторону прямой М.Р, па- 
У м раллельной оси ОУ, а именно, вправо отъ этой 


С прямой, когда К = ВЕ— ЭС есть величина поло- 
жительная, и влЪфво, когда это есть величина отри- 
цательная, 

в] Въ обоихъ ‘этихъ случаяхь, при непрерывномъ 

ь ий 
о р, Х мммлещи х, начиная оть —— к › Фдитать у 
Фиг. 42. 


измфняются также непрерывно и могуть сдЪфлаться 

сколь угодно большими. Отсюда заключаемъ, что въ разсматриваемомь 
случа, когда Н==0, лиш, выражаемая уравнешемъ (1), состоить 
изь одной сплошной вфтви САД, простирающейся въ безконечность. 
Такая лишя называется параболой. Мы видфли выше (см. стр. 109), 
что ее слдуетъ разсматривать, какъ имфющую двЪ совпадающия без- 
конечно удаленных точки. 

Прямая АВ, выражаемая уравнешемъ 

Вз--2бу--Е=0, 

есть даметръ, дфляшИй пополамъ хорды, параллельныя оси ОУ. Пря- 
мая же М.Р, есть касательная и точка А ея точка прикосновеня. 

199. Изъ выражешя для Д мы имфемъ (см. стр. 131) 


откуда видно, что при Н=0 дискриминавть /\ равняется нулю одно- 
временно съ А. Но при Н=0и К=0 мы будемъ имфть 


в =Е | 
и, слЪдовательно, | 


— ву Е 


РЕН ее Ст 


2С 


еает = 


изн Га 
Вз--2б+ Е== УТ. 
Зд\феь мы имфемъь два уравнения первой степени 
Ва--2бу-- ЕРУТ=о 
и ВЕ-буРЕ-ИГ=о, 
`различающёяся только постоянными членами и представляющ!я, сл%- 
ховательно, двЪ параллельныя прямыя. 

Эти прямыя будутъ дЪйствительныя и различныя, когда Г = Е*—4СЕ 
есть величина положительная, совпадаюция, когда Г =0, и мнимыя, 
когда Г <0. 

200. Мы предполагали во всемъ предыдущемъ, что коэффищенть С 
ве равняется нулю. Намъ остается дополнить сказанное раземотр*- 
емъ противнаго случая. 

Будемъ предполагать сперва, что при С =0 коэффищетть В не 
равняется нулю и, слЪдовательно, В" — 4. АС ееть величина положи- 
тельная. 

Уравнеше (1) обращается тогда въ 


Ах-- Взху | Ое-- В-НЕ=О,...... - (1) 
откуда 
Щ_ ААВ 
у В&-Е 
или Е у 
ие ея чь ОЙ 
Вх--Е 
р Е А 
й А АЕ— ВО ВЕ АЕ— 
их Е: Ва ру 


Нуеть 8Т (фиг. 43) будеть прямая, выражаемая уравненемъ 
у= Ме-- М. 

Если Ресть величина положительная, то, какъ 
видно изъ равенства (8), ординаты точекъ раз- 
сматриваемой кривой будуть больше соотвЪт- 
ствующихь ординать точекь прамой 87 для 


Е Е 
веЪхъ значей 2, большихъ = Напротивь 


Е 
в’ ордина- 
ты точекъь прямой 57 будуть больше соотвт- 


ствующихъ ординать разсматриваемой кривой. Слфдовательно, пола- 


того, для значешй ж, меньшихъ — 


гая, что ОР есть абецисса, равная ==, и прямая РО парал- 


— 138. — 


лельна оси ОУ, будемъь имЪфть, что вправо отъ этой прямой точки 
кривой находятея выше 57, а вафво—ниже 97. Такъ какъ при 


„= получаемъ у=со,то прямая РФ не имфеть съ кривой`об- 


щихъ точекъ, кромф безконечно удаленной. Это показывает, что раз- 
сматриваемая кривая ‘состбитъ изъ двухъ отдфльныхь вЪтвей КГ, и 
К’Т/, простирающихся въ безконечноеть и помфщающихея въ двухъ 
противоноложныхь углахь РАБ и ОФАТ, образуемыхь прямыми РО и 
ВТ. Слдовательно, это есть гипербола. 

Такимъ же точно образомъ легко убфдиться, что и при Р<0 раз- 
сматриваемая лив!я будетъ гипербола, вфтви которой расположены въ 
двухъ другихъ противоположвыхъ углахъ, образуемых прямыми РО и 5. 

Если же Р==0 или, что все тоже, Д =0, то уравнеше (7) обра- 
щается въ 

(у— М: — Х)(В8ё-- В =0 
и выражаеть совокупность прямыхь РО и $Т. 


Изъ сказаннаго видно, что при СО=О0и В>0, или В< 0, такъ . 


же какъ и въ другихъ случаяхь, когда В*—4АО> 0, общее урав- 
неше (1) выражаеть гиперболу, если дискримиванть Л не равняется 
нулю, и двЪ пересфкаюпцяся прямыя, если Д =0. 
201. Евли С=0 и В=0, то В*—+4АС==0 и уравнеше (1) обра- 
щается въ 
Аяй-- Па ву--Е= 0... 9) 
Очевидно, что мы не можемъ предполагать въ немь А==0, потому 
что въ такомъ случа оно не было бы второй степени. 
Умножая 0бЪ его части на 4А, получимъ 
(2Ах-- р) -- 4 А Еу--4АЕ— 1*=0 
или 


АЕ 
Первая часть этого послзднаго равенства есть положительная вели- 
чина при всякомъ дфйствительномъ значени 2. Поэтому заключаемъ, 


что, когда Ди Е имфють одинаковые знаки, то ордината у должна 
э 


т —) : 


быть меньше РЕ, когда же А и Е имфють разные знаки, то’ 
1*—зАЕ 


должно быть у> ПЕ 


СлЪдовательно, въ томъ и другомь случа! разсматриваемая лия 
находится по одну только сторону отъ прямой, паралледьной оси ОХ, 
выражаемой уравнешемъ 
_ Р*—4АЕ 
а 


у 


= 189. —= 


Такъ какъ при этомъ координаты точекъ кривой могуть быть сколь 
утодно большими, то заключаемъ, что кривая состоить изъ одной про- 
стирающейся въ безконечность вЪтви и, слдовательно, есть парабола. 

Замфтимъ, что при С=0и В=0 мы будемъ имфть Д =— 2.41, 
и если положимь Д =0 и, слБдовательно, Ё =0, то уравнене (9) не 
будеть вовсе содержать перемфннаго у, и потому (см. стр. 69) будетъ 
выражать двф дйствительныя или мнимых прямыя, параллельныя оси ОУ, 

Такимъ образомь видимъ, что при С=0н В=0 уравнеше (1) 
имфеть тЪ же геометричесыя значешя, какъ и въ другихь случаяхъ, 
когда В*— 4А(=0. й 

202. Все вышесказанное представляеть достаточно полное изслдо- 
ваше значешй общаго уравнен!я второй степени. Резюмируя получен- 
ные выводы, мы приходимъ къ заключению, что различе геометриче- 
скихъ значешй уравнен!я (1) обусловливается разлищемъ алгебраиче- 
скихъ значенй двухъ выраженй, составленныхь изъ его коэффищен- 
товъ, именно выражен: 

Н= В*—44С 
и Д = 2(4АСР— АЕ*— 01-- ВГЕ- В*Е). 


Если Н<0, то это уравнеше выражаеть эллипсъ, когда ДЛ имфеть 
знакъ, противоположный знакамъ коэффищентовь А и О, одну только 
точку или двЪ мнимыя прямыя, когда! А =0, и вовсе не выражаеть, 
дЪйствительной лини, когда Л и А или С имфютъ одинаковые знаки. 

Если Н>О, то ‘уравнене (1) выражаеть гиперболу, всяый разъ 
вакъ Л не равняется нулю, и двЪ пересфкающяся прямыя, когда 
А=0. 

Если, наконець, Н=0, то уравнеше (1) выражаеть параболу, ког- 
да Д не равняется нулю, и двЪ параллельныя прямыя при А=0. 


$ 5. Упрощеше уравнеш второй степени. 
и у 


203. Такъ какъ одна и та же лин я второго порядка можеть быть 
выражена различными уравнен!ями второй степени относительно раз- 
личныхъ системъ координат, то, прежде чЪмъ приступить къ подроб- 
ному изучению свойствъ этихъ лин, мы постараемся показать, какимъ 
образомъ могуть быть найдены ихъ простфйния уравнен!я. 


Выше было сказано (см. стр. 118), что уравнеше веякой ай 
ной кривой принимаеть видъ 


д бет, 


когда за оси координатъ приняты два как!е-нибудь сопряженные д1аметра 
и вь частности оси кривой. Ближайшей нашей задачей будетъ отыска- 


40: — 


не коэффищентовь такого уравнешя по коэффищентамъ уравненя той же. 
кривой относительно какой-нибудь системы координать. 
Пусть дано уразнене кривой въ видЪ 


Аа? -- Взу-- С’-- ПЕ ВНЕ=о0..... . (Ш 


Преобразуя оси координатъ такъ, чтобы начало новой системы совпа- 
дало съ центромъ, а новыл оси коордивать были параллельны преж- 
нимъ, мы получимъ для той же кривой уравнеше 


Ал? -- Вту г СА-НЕ' = 0, :..:... (2 
тдф три первые коэффищента тф же, какъ и въ данномъ уравнени (1) 
и, слЪдовательно, опредзлению подлежить только постоянный членъ №”. 


Замфтимтъ, что если а и 6 суть координаты центра кривой отноеи- 
тельно прежней системы, то должно быть (см. стр..112 и 113) 


эла-- Вь--р=о0, Ва--26-+-Е=0.°., (3) 

и Е’ = Аа*-- Ваь-- С -- Да-- ЕЕ. 

ПослЪфднее равенство можно представить въ видЪ 

2’ = (24а-- В6-- П)а- (Ва-+- 20 -- Ъ-- Ра-- 6-Е, 
и потому, на основан двухъ первыхъ, 
2Е’ = Ра-- Еь--эЕ. 

Подставивъ сюда величины а и 6, опредфленныя изъ (3), получимъ 

(200 — ВЕ)-- ЕЗ2АЕ— ВЛ), 


ЗЕ В: —4АС Е2Е, 
откуда 
т Ср АЕ*?— ВШЕ-- ВЕ 4АСЕ А 
В*—зАС 2(В*—4А0) 


Такимъ образомъ, всЪ коэффищенты уравненя (2) будуть извъетны. 

Приведеше уравнен!я центральной кривой къ виду (2) называется 
преобразовашемь къ центру. 

204. Предыдущее равенство есть слдстые общаго свойства лин 
второго порядка, состоящато въ томъ, что оть преобразовая коорди- 
вать, при которомъ оси сохраняють свое направлеше, диекриминанть 
уравненшя кривой не изм$няется. 


Въ самомъ дфлЪ, формулы такого преобразован!я суть 
=т-а си уу. 
Поередствомъ ихь уравнене (1) обращается въ 
да - ВЕ буз--Ое-ЕУ-Е=0, 


= — 


Т’=2Аа-- ВО, Е' = Ва-- 20-Е, 
Е’ = Аа? Ваь-- С? -- Да-- ВБ Е. 
Изъ послфдняго равенства имфемъ 
2Е' = (2Ав-- ВЬ-- П)а-- (Ва-- 20% -- ЕЪ-- Ра-- В --ЗЕ 
Шли, на основаши двухъ предыдущихъ, 
2(Е'— Е) =(р-)а-- (ЕЕ. 


Подставивъ сюда на мВсто @ и 6 ихъ значе, опредфленныя изъ 
зыраженй для О’и Е’, получимъ 


0—1") — ВРЕ-Р’Е)-- А(Е?— Е?) 
В —4АС з 


ия 


9тБу да. 
{440— В) АЕ?—0Рз+- ВРЕ=(4А6-В)Е—АЕ*—С1?-- ВЕ 
ли 
А=дА’. 
Положивши здЪеь 0’=0 и Е=0, получимъь предыдущее выра- 
жеше для РЁ. 
205. Положимъ теперь, что уравнене 


ая -- Вау ОА ЕО. аи (4) 


зъ которомъ вс коэффищенты извфетны, выражаеть центральную кри- 
вую относительно прямоугольной системы координатъ, имфющей нача- 
0 въ центр, и постараемся найти уравнеше этой кривой отпоситель- 
но системы координатъ, совпадающей съ ея осями. Преобразоваше ко- 
ординать, которое для этого нужно сдфлать и которое называется пре- 
образовашемь къ осямъ кривой, состоить въ переходф отъ одной пря- 
моугольной системы къ другой, получающейся вращешемь первой око- 
ю начала на нФкоторый уголъ а. Формулы для такого преобразова- 
= будуть, какь извфетно (см. стр. 13), 


х=603е —узша, 
— у=а’зте-- у’соза. 


По внесеши этихь выражен, уравнеше (4) обращается въ, 


А’т-- Ву бу Е=0,.....,. . (5) 
тдЬ 
А’ = Асов - Сзш?а-|- Взша сова 
В’ =2(0— А)эта сова - В(возз«— виа); 4... (6) 


С’ = Аза (со3а — Взшасоза 


постоянный же членъ остается, очевидно, тоть же самый. 


= 142 — 


Такъ какъ въ уравнени (5), представляющемь кривую, отнесенну 
къ ея осямъ, не должно существовать члена съ произведешемь 2’ 
(см. стр. 118), то должно быть 


В =0 
(С— А) зт2а-- В соз2а = 


или 


откуда 
В 

о: 

Обозначая чрезь с, положительный острый уголъ, удовлетворяющие 


этому условйю, будемъ имЪть, что веЪ возможныя значеня &, имъ опре- 
дЪляемыя, заключаются въ выражени 


‚ 1х 
5: 


гд% Ё есть какое угодно цфлое положительное или отрицательное число. 

Такъ какъ, повернувши систему взаимно пернендикулярныхъ прямыхь 
около ихъ точки пересфчейя на прямой уголъ, мы получаемъ ту же 
самую систему, то значешями числа Ё обусловливается только выборъ 
наименования новыхъ осей координатъ и направлен, въ которыхъ ко- 
ординаты считаются положительными. 

Замфтимъ, что услоше (7) не даеть опредфленныхъ значенй для & 
только тогда, когда В=0и А=С. Въ этомъ случаЪ, полагая 


214 
о 


дадимъ уравнению (4) видь 


откуда сл$дуетъ, что оно можеть представлять только кругъ (ем. стр. 20), 

206. Изъ равенетвъ (6) легко получить соотношеня между коэффи- 
щентами А, В, Сеь одной стороны и коэффищентами А’, В’, © 
съ другой, не зависяция отъ угла с. 

Въ самомъ дёлЪ, сложивъ и вычтя первое и третье изъ этихъ ра- 
венствъ, находимъ 

АЕ бе АО сние вать колена 88) 
и 
А’—О=(А- 0) (соз?а — п? с) | 2Взта сова 
или 
А’ —С=(А— С) с0з2а-|- Взш?а. 


Въ то же время второе изъ равенствъ (6) можно представить въ видЪ 


В’ =(С-— А)зтэе-- Всоз2а. 


— 188 — 


Изъ двухъ послфднихь равенствъ будемь имфть 
(4— $ В =(А— С-В 
или, въ виду равенства (8), 
(4 — С-В (А) =(А— С) В: —(А-НО 
и, по раскрыти скобокъ, 
В 4АС- В 440. нь и @) 

Такимъ образомъ видимъ, что, при переходЪ отъ прямоугольной еис- 
темы координатъь къ другой, также прямоугольной, коэффищенты А, 
В, С измфияютея такъ, что остаются неизмфнными два слдующя 
выраженя: 

АС чи В —44С. 

Если вовыя оси координатъ суть оси кривой, то будемъ имфть В’ =0. 
Два же друге коэффищента А’и С’ опредЪлятся изъ соотношенйй (8) 
и (9), лающихъ ихь сумму и произведеше. Эти коэффищенты будуть, 
слЪдовательно, корнями квадратнаго уравненя 

а Е 

которые суть 
(ОУ 
5 ; 


Тавимъ образомъ, всЪ коэффищенты уравнешя (5), выражающаго 
`разсматриваемую кривую относительно ея осей будутъ извфетны. ; 

207. Мы предполагали, что первоначальная система координатъ, отно- 
сительно которой кривая выражается даннымъ уравнешемъ (4), есть 
арямоугольная. Если же она косоугольная, то мы можемъ прежде всего 
замфнить ее какою-нибудь прямоугольною, напримФрь такою, которая 
имфеть 10 же начало и ту же ось абециесъ, 

Формулы для перехода къ такой прямоугольной систем будуть: 


ы 2 по — у’ с03 Я 
это ‚ шо’ 


тдЪ @ есть пормальный уголъ первоначальной системы координать. 
Внеся эти выраженя въ данное уравнене (4), преобразуемъ его въ 


Аа Ве + СУ Е=оО, 


тдЬ 
—2 
ЕТ в—В Е 
зшо 
З® — 
ь с—А@ Он 
Зо 


Отсюда находимъ 


.. (10) 


Такъ какъ первыя части этихъ двухъ равенствъ сохраняют свои 
величины при всякой прямоугольной системф координатъ, то заклю- 
чаемъ, что эти равенства имЪютъ мфето и тогда, когда въ нихъ подь 
А’, В’, С’ будемъ разумфть коэффищенты въ уравнени кривой, отне- 
сенной къ осямъ. 


Въ такомъ случаь В’=0 и, слфдовательно, 


В*—4АС 


а 451? о 


Коэффищенты А’и С’ опредфляются, такимъ образомъ, но ихъ суму 
и произведению, какъ корни квадратнаго уравненя 


А--С— Веоз®. В —4АС 


3 
саг г Е < 
ЗШ? © 451? @ 


=0, 


которые суть 


А-- С— Всоз® = — Сто [В (А-Е С)еозо], 


208. Равенетва (10) имБютъ мЪфето, какова бы ни была первоначаль- 
нал косоугольная система координать, и такъ какъ уже доказано, что 
первыя части этихъ равенствъ не измфняются при переходЪ оть одной. 
прямоугольной системы координатъ къ другой, также прямоугольной, 
то заключаемь, что и вторыя части сохраняють свои величивы при 
переходЬ отъ какой бы ни было прамолинейной системы координать 
ко венкой другой. 

Слфдовательно, если одна и та же кривая выражается относитель! 
двухъ прямолинейныхь системъ координатъ уравнешями 

Аз?-|- Вау б-НЕ=0 а) 
А’зз-- В'’ву- Оу*-Е=о |* м 


то должно быть 


АС Воово _ АС — Безо | 


зе © эщ? ’ 
` Е |. 
: ве тые © | к: 
зо © зе о’ 


тд Фио’ суть нормальные углы соотвфтетвенныхъ системъ координат. 


Эти соотношен!я включаютъ въ себф, какъ частные случаи, разе: 
ства (3), (9) и (10). 


— 145 — 


209. Соотношеня (12), выведенныя нами изъ ихъ частныхъ случаевъ, 
могуть быть доказаны еще ел$дующимь образомъ. 

Изъ двухъ уравнешй (11) одной и той же кривой имфемь 

Ал -- Вху-- Оу? = А’ -- В ху Су. 

Въ то же время, обозначая черезъ 4 разстоян!е какой-нибудь точки 
оть общаго начала обфихъ системь координать, будемъь имфть, что 
хвадрать этого разстояя выразится чрезъ координаты ‘точки отноеи-_ 
тельно той и другой системы слфдующимъ образомъ: 

Ф=а-- у -- 2 03 ® = а --уз-- 2’ с05©'. 

Прибавляя къ обфимъ чаетямъ предыдущаго равенства произведене 
№42, гХЪ № есть произвольная конечная величина, мы можемь предета- 
вить его въ видВ 

Ал? -|- Ву Су -- Ца? -- у?-| 2х с03 0) = 
= Аж Ву бу Ки -уЗ- у соо’) 


или 
и: ее НОЕ 2% 03) гу -- (С Ву ет ] 0 
=(4'-Н Юз -- (В'-- сз’) гу (О-В | 
Величина # можетъ быть выбрана такъ, чтобы перван часть этого 
послфдняго равенства была точнымъ квадратомъь двучлена вида 
Ма-- №, 
что, какь извфетно, иметь мЪето, когда 
(В-- № созФ)} =4(А--А)(С--®), 
и, слфдовательно, 
зто? --4(А-ЕС— Вс03 0) — (В —4АС)=0. 


Но при этомъ услови вторая часть равенства (13) сеть также пол- 
ный квадрать, потому что она есть результать замфны въ первой части 
координать ди у ихъ выражении вида 

в= те - ту, у=рх--ау, 
представляющими формулы преобразовав!я координатъ. 

Слфдовательно, должно быть 

дз? о’ 2 -- 4( А’ С — В’ в03') Е — (В*—44А'0)=0. 
Для того, чтобы послфдьйя два условя могли имЪть мфсто при одномъ 
и том же значени №, необходимо им ть 
зо _ А--О— Везо _ В*—440 
эво  б- ©’ В?—4А’С” 
откуда непосредственно получаются равенства (12). 


`Апдевинь. АналитиЧЕСКАЕ ГВОМЕТРИЯ. 10 


=— 1146. 


210. Обратимел теперь къ упрощению уравнешя кривыхъ, не им 
щихъ центра. Общее уравнеше (1) представляеть такую кривую, ког. 
вь немъ В? —4АС==0. Умноживъ 0бЪ его части на +А, мы мож 
поэтому, предетавить его въ видё ‘ 

(2Аж-|- Ву --4А(Е МЕ =0 ..... 

Положимь, что система координатъ, относительно которой кривая в 
ражается этимъ уравнешемъ, есть прямоугольная. Замфнимь эту сист 
другой также прямоугольной, имфющей то же начало и, слфдователь 
получающейся вращенемъ первой системы на нЪкоторый уголь @. Фо 
мулы для такого преобразован будуть: 


= 6030 —узша, у=а’зта-Ну соза. 


Посредствомъ ихъ уравнеше (14) обращается въ 


[А соза-- Взта)х’-- (Всоза — 2Азте)у 
--+4[(О воза -- Езте)х'-- (Е соза —Фзтау-- Е]=0. 


Уголь « можеть быть выбранъ такъ, чтобы было 


2А соза -- Взша=0, 
откуда 


НН 
В: 
и, слЪдовательно, 
К и 
У442- В 
Въ такомъ случаЪ, послфднее уравнеше кривой принимаетъ видъ 
Муз-- Ре в=0,:...°.... 
гдъ к 
М№= (Веозе — 2Азте): = 44*-- В? =4А(А--О), 
Р=4А(Рсозе -- Езте) аСВВ ЗЕ) 5 
У4А- В 
@=44А(Есоза — Озте) = ЗАВЕТ) 
У 442 - В 
и В=ЕЗАГ. 


Такимъ образомь видимъ, что посредетвомь произведеннаго преобра- 
зования координать въ уравнени кривой уничтожаются два члена вто- 
рого измфренш, именно: членъ, содержащйй произведеше неизвЪстных, 
и членъ, содержащий квадратъ одного изъ неизвестных. 

Мы преднолатали, что первоначальная система координать, относи- 
тельно которой кривая выражается уравнешемъ (14), прямоугольная. 
Если же она косоугольная, то прежде всего ее можно замфнить какою- 


И 


вибуль прямоугольною, напр. такою, которая имфетъ то же начало и 
т: же ось абециесъ, какъ это было показано для центральныхь вкри- 
выхъ (см. стр. 143). Оть такого преобразовашя видъ уравневя (14) 
ве измЪняется. 

211. Уравнеше (15) можеть быть упрощено еще посредствомъ изм%- 
нешя начала коордивать. Въ самомъ дЪлЪ, для перехода отъ преж- 
нихЪ осей координать къ новыит, имЪющимъ то же направлене, мы 
имфемъ формулы 

ж=з-а, у=у-6. 
Посредствомь ихъ уравнеше (15) обращается въ 
М - Ре- (2 мМь-- Оу (М Ра-- %-- В) =0. 


Величины а и Ь, т.е. координаты новаго начала относительно преж- 
ней системы, могутъ быть выбраны такъ, чтобы было 


2№--09=0 и МР ФЕ=о 


и, слЪдовательно, 


о «м8. 
а ФВ 
Въ такомъ случаЪ поелЪднее уравнене обращается въ 
№--Рх=о 
или 
ОРОрЕКАА АВ К Ь (16) 
тАЪ 


‚р. _ 2А2АЕ— В) х 
2м (4.42 -- В?) за 

Итакъ, для всякой кривой второго порядка, не имфющей центра, мы 
можемъ выбрать такую прямоугольную систему координатъ, относительно 
которой эта лишя выражается уравнешемъ вида (16). Легко видЪть, 
что ось абецисеъ этой системы есть ось кривой, т.е. даметръ, дЪля- 
иий пополамъ хорды, къ нему перпендикулярныя, а ось ординать ка- 
<ательныя въ вершинЪ кривой, т. е. въ конц этого даметра (смотри 
стр. 122 и 123). 

212. Приведеше уравненя (14) къ виду (16) и опредълеше постоян- 
наго’р по коэффищентамь этого уравневши достигается еще слфдую- 
щимъ образомъ. 

Придавая и отнимая въ первой части уравнен!я (14) выражене 

2(2А=-- ВуКк- К’, 
глф К есть произвольная конечная величина, дадимь ему видъ 
(2Аз-- Ву К 4А(р—К)=--2(2АЕ— ВК)и-- 
ЕЕК =... (17) 


— 148 — 
Положимъ сперва, что’оси координать прямоугольных, и возьмемъ, 
на плоскости двф прямыя, выражаемыя уравненями 
ИН : (18) 
и 4А(Р—К)--2(2АЕ-ВК)у--(ЗАЕ-К)=0 |‘ '* 
Называя буквами и и г разстоявя какой-нибудь точки разематри- 
ваемой кривой отъ этихъ двухъ прямыхъ, будемъ, как извфетно, им ть 
— 24 ВК 
У 4? - В 
4Ар— Юж--2(2АЕ— ВК)у-- (4АЕ— К*) 
2/44 (0—К+-@АЕ-ВК} 
Еели примемъ первую изъ прямыхъ (18) за, новую ось абециссь, ® 


вторую за новую ось ординатъ и назовемь уголь между ними ме 6. 
то будемъ, очевидно, имфть 


и=у’ шо и 36, 
Велфдетые этого изъ предыдущихъь равенствь получимъ 
2Ах-- Ву К=узт 6442 - в8 
и 4А(р— К)&-+-2(2АЕ— вку--аАг— - К) = 
=2зшо УзА К) 


и потому уравнеше (17) принимаеть видъ 


93518 (44° В) + 2хзт0 У4АКр—КЯ-- АЕ ВК} = 
или 


ур’, 
тдЪ 
У44АФ— К--ФАЕ— ВК» 
НЫ (2АЗ-Е В3) это г 


Уголь же 0, образуемый прямыми (18), опредфляется по ко: 
щентамъ ихъ уравнешй, при чемъ, какъ извЪетно (см. стр. 42), 


шо 44 Ю-—@4Е- ВЮ] 

2443 -- В УзА р — К) -ЕОАЕ— ВК} 

ы 2А(ВР—ЭАЕ) о 

— Узде- вуза ку-елЕ- ВК}. 
СлЪдовательно, 


‚44 КУ-@АЕ- ВК} 
ЗА(ВО—2АЕ)УЗАЕ В: 


Величина К, взятая нами произвольно, можеть быть выбрана 
чтобы уголь 8 между новыми осями координатъ имЪль данвую 


— 1% -— 
ну. Для того чтобы новыя оси были прямоугольныя, должно выпол- 
няться услове перпендикулярности прямыхъ (18): Г 
440 — К)-- В2АЕ— ВК) =0, 
к ЗА@АР- ВВ) 
ИЕ Ве 
Легко убфдиться, что, по внесенши этого значешя въ предыдущее 
выражене для р, получимь 
— заА@АЕ— ВР) 
С (4Аз-- В?)з/> Ю 


откуда 


что мы‘имфли и выше. 

213. Еели положимъ, что первоначальная система координать косо- 
угольная, и обозначимъ уголь между ея осями черезъь @, то предыду- 
пия выраженя разстоявй м и х обратятся въ 

(2Аз-- Ву К)зшо 
и еее: 
В, 
[44(Рр — К)=--22АЕ— ВК)у- (4АЕ— К*)] шо 
2 2 


гдф положено для краткости 
В? =44*-- В* —4АВсоз © 
и В=4АЧО—К}--АЕТ-ВК»—4АП—К)(2АЕ-—ВК)созо. 
Уравнеше (17) обратится, какъ и прежде, въ 
УЗ 2х, 
гл 
Не Возш о 
Ию В ?зш6 
ири чемъь для угла 6 между прямыми (18) будемъ имфть 
_2А(ВО— 2АЕ) зто 
ВВ 


эт 0 = 
и, слфдовательно, 
= В ке 
Р— эА@лЕ- ВОВ ` 
Услоше перпендикулярности прямыхъ (18) будеть имфть въ насто- 
чщемъ случаЪ видъ 
44“1--К)-- ВЗАЕ—ВК)—2А[В(Р—К)--(2АЕ— ВК) ово =0, 
откуда 


к 2А[(2Ар-- ВЕ) —(2АЕ-| ВЛ) со] 
В? : 
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Не трудно убЪдиться, что, при такомъ значеши К, будемъ имфть. 
В =ЗАОАЕ— ВР) это. ; 
Опредфляя отсюда №, и подставляя въ выражешще для р, получимь. 
_ ЗАФАЕ— ВРузиво . 
аья МЫ 
или 
_ зА@АЕ— Вруаййю 
2 — (44- В: —4АВеозо), 


; 
ГЛАВА ШЕСТАЯ. 


КРУГЪ. 


$1. Уравненйя круга. Касательныя и поляры. 


214. Кругь есть лин я второго порядка, представляющая частвый 
видЪ' эллипсовъ. Эта лин! разематривается, какъ известно, въ началь- 
ной геометры, и веф ея свойства обнаруживаются элементарнымь пу- 
темь. Въ настоящей глав мы постараемся вывести “главныя свойства 
круга аналитически и приложить методъ Аналитической геометрия къ 
нЪкоторымь вопросамъ о круг и о системах круговъ. 

215. Опредфляя кругъ, какъ геометрическое мЪето точекъ, нахоля- 
щихея на олномъ и томъ же разстояши отъ данной точки, называе- 
мой его центромъ, мы уже показали (см. стр. 20), что уравнеше его 
относительно прямоугольной системы координатьъ есть 


(«— а) (у—8}=м,.........() 
а въ случаЪ косоугольной системы координать 
(#—«)--(у— 8) 2& —«бу—В)ево=н,. ... (2) 


тдЬ си 0 суть координаты цёнтра, & х радуеъ. 


Когда начало координать находится въ центр круга, то уравнеше 
его принимаеть простЪйшй видъ, а именно 


2? Ну = т? 
для прямоугольной системы координать 
и де -- у?-- 2ху сое == 7? 


для косоугольной. 
216. Уравнеше (1), по раскрыт! скобокъ, принимаеть видъ 
ау — 2х — ву -- в — т =0. 
Сравнивая его съ общимъ уравнешемъ второй степени 
Аз? -- Взу-- бу? -- Ое-Е Еу--Е=0, 


заключаемъ, что опи имфють одно и то же геометрическое значеше, 
когда 


т. е. когда 
А= С, В=о0, 


2А«--р=0, 248 Е=О 
и Аа в — 2) =Е. 


СлЪфдовательно, чтобы уравнеше второй степени выражало относи- 
тельно прямоугольной системы координать кругь, необходимо и доста“ 
точно, чтобы коэффищенты при квадратахъ неизвЪстныхь были равны 
между собою, а коэффищенть при ипроизведени неизвЪетныхь рав- 
вялея нулю. 

При этихъ услошяхъ, центрь и радйусь выражаемаго уравнешемь 
круга опредзллется по его коэффищентамь слфдующимь образомъ: 


Отсюда видимъ, что уравнеше второй степени представляеть при 
усломяхь А=Си В=0 дЬйствительный кругъ только тогда, когда 
въ немъ 


?-- Е*>4АЕ. 
Если же -- Е*=4АЕ, 


то г=0, и уравнеше будетъ предоставлять единственную точку, кото- 
рую можно разематривать, какъ вругь безконечно малаго радуса. 
Такъ какъ въ послфднемь случаЪ первая часть уравненя раздагаетел 
на два множителя 
#—-И—1и—В и (@-9-И—1-в, 

то можно также сказать, что оно выражаеть совокупность двухъ мни- 
мыхь прямыхъ. 

217. Въ случа косоугольной системы координать общее уравнеше 
второй степени имфетъ одно и то же значеше съ уравненемъ (2), когда 


А В с р Е 


т 2630 1 —2(а- 6030) Е 960) — 
и еб к 
— а в -- 2 ав воз — 2, 


т. е. представляеть кругъ, когда въ немъ 


А=С и В=2Асозо. 


ВАС” 35.2% 


Центръ и раджусъ этого круга опредЪляетел въ этомъ случаЪ по ко- 
эффищентамь уравнешя слфдующимь образомъ: 


Евр в ЕЕ 
ад е ' ЗАЗ О 


ИР: Е: — 2РЕсозо —4АЕЗ о 
== . 
ЗАЗШо 


Въ слфдующемь мы будемъ пользоваться исключительно прямоуголь- 
ными коордиватами, какъ представляющими болфе удобства въ видахъ 
простоты аналитическихь выражевшй и дЪйствий. 

218. Уравнеше круга, въ какомъ бы видЪ оно ‘ви было дано, о- 
держить три параметра, и всякая система условй, опредфляющихь 
вполнф кругъ, должна быть достаточна для нахожденя этихъ пара- 
метровъ, такъ же какъ и обратно. 

Положимъ, что даны три точки (2,1), (хо, %з), (хз, уз), и пусть 
уравнеше круга, проходящаго черезъ нихт, будеть 


ау ре Е=о. 
Въ такомъ случаЪ должно быть 
жи? -- да - Ей Е Е=0, 
2? у? -- О -- Ев --Е=0, 
а Ру? -- Р-Р Ев Е=о, 


откуда коэффищенты 7), Еи РЕ этого уравневя могутъ быть найдены 
по координатамь данных точекъ. Слфдовательно, уравневше круга, 
проходящаго черезъ три данных точки, можно представить, какъ ре- 
зульталь исключешя Д, Е и Е изъ предыдущихъ четырехъ равенствъ, 
т. в, въ видф 


а у, 2, у, 1 

же -Ру, м, и, 1 | 
де уе", аа, №, 1 # 
жи? --уз*, 2ь, уз, 1 | 


Поэтому полагая, что четыре точки (21, и), (2, уз), (ха, Уз), (24, ув) 
лежать на одномъ круг, будемъ имфть соотношеше 

| 1 

| пери м, и, 1 

| а-руае, зв, 1 

зе -Ру, ау м, 1 


или 


— 154 — 


| 2, 1 | м, и, 1 
(ее жа, уз, 9 | — (аи) | дву, 11 
р \,1| | жа, 1 
Ти, 1 | м, м, 1 | 
Е оз -Р уз) | 2, у, 1 | еа-ри®) 2, у, 1 о 
жи, 1 | |, 1 | а 
или 41 Д, — 4; Д.- а? Дз— 4? ДА =0, 


тдЪ 4, 4%, 43, а, означають разстоян!я данныхь точекъ отъ начала 
координать, а Ду, Дь, Дз, Да суть площади треугольниковъ, обра- 
зуемыхъ каждыми тремя изъ этихъ точекъ. При этомъ площади двух 
треугольников, напр. Д. и Дз, нужно считать имфющими одинако-. 
вые знаки, когда ихъ различныя вершины находятся по одву и ту же 
сторону оть общей сторовы, и имфющими различные знаки въ про- 
тивномъ случа. 


219. Отыекивая точки пересфчевя какого-нибудь круга, выражае- 
мато уравнешемъ. ы 


а -у- Ве Щщ-Е=о, 
съ прямою, проходящею черезь начало координать и выражаемою 
‘уравнешемъ 
у=тх, 
получимъ, по исключеши у, уравневе 
(1-8) -- (©-- Ете-- Е=0. 
Сафдовательно, называя чрезь 2 и 2з абециссы иекомыхь точек, 
а чрезь у и уз ихъ ординаты, будемъ имЪть - 


А 
и ерЯ 
и, въ то же время, 
(лу) (а? уз?) = аз? Е т), 
откуда получаемъ 
4,4; = элаз(1 -- 1) = Р, 
тдЪ 4 и 4- суть разетоявйя искомыхьъ точекъ отъ начала координать, 
Поелфднее равенство выражаеть извфстное изъ начальной геометри 
свойство, что произведеше отрзковъ сФкущей, проведенной черезь ка- 
кую-вибудь точку, оть этой точки до точекъ пересфченя съ кругомт, 
есть величина постоянная, т. е. не зависящая отъ направления сВкущей, 
220. Положимъ, что центръ круга находится въ началЪ координатъ 
и, елБдовательно, уравнене его есть 


аи, 


— 155 >= 
я пусть 
1608а--узша —р=о 
будеть уравнеше нЪкоторой прямой въ нормальной форм$. 
РЬшая эти уравнения совмЪетно, получимь для координать точекь 
пересфчен!я слфдующя выражения: 


д = реоза Е зтаУ ”* — р", 


у = рэша-= созв У ** — р - 
Отсюда видно, что точки пересфченя будуть дВйствительныя, когда, 
`разстояне прямой оть центра круга менфе его радфуса, и мнимыя, 
когда это разстояше болфе радлуса- 


Если же р= к, то точки пересфчен!я совпадаютъ и, елдовательно, 
зрямая 


2608& | узша—х=0 
есть касательная. 

При этомъ иредыдушйя выражешя для х и у опредфлятъь коорди- 
ваты точки прикосновеня. Обозначая ихъ черезь м и и, будемъ, 
слфдовательно, имть 

д = и у уЗШа. 


Велфдетые этого поелфднее уравнеше, выражающее касательную, 
можно представить въ вид 


ая -ЕРиу ых ы 
291. Всякая. прямая, проходящая черезъ точку прикосновения (41, /), 
выразится уравнешемь 
(уу) =т (2—2), 
и еели она есть нормаль, т. е. периендикулярна къ касательной (ем. 
стр. 123), то должно быть 


у 
т= М, 
2 


й 
Слфдовательно, уравневе нормали къ кругу будеть 
и2—жу=о, 


что предетавляеть прямую, проходящую черезъ начало координатъ, 
т. е. центръ круга. Такимъ образомь видимъ, что радусъ, проведен- 
ный къ точкф ирикосновен!я касательной, есть нормаль, свойство, из- 
нфетное также изъ начальной геометр!и. *& 

222. Уравнеше касательной къ кругу можеть быть выведено раз- 
личнымь образомъ. Между прочимь, оно получается, каьь частный 


— 1156 — 


видъ общаго уравневшя касательныхь къ кривымъ второго поряд! 
найдепнаго нами выше (см. стр. 121). 

Положимъ, что требуется найти уравнеше касательной къ кругу, 
ражаемому уравненемъ 


(2— &-Е Вет их И 


Обозначая черезь 2\, И; И 25, уз координаты двухъ какихъ-нибу; 
точекь Ми М’ этого круга (фиг. 44), буд 
имфть, что уравнеше 


(#— 2) (2 — 2) (и — и)(и— в) = 
(8 — Ру вфп 
представляетъ прямую, перес$кающую кругЪ 
этихЪ двухъ точкахъ, ‘ибо оно есть первой с 
пени и удовлетворяется какъ при 2=л , у=и 
такъ и при 2—2», у=у. 


Фиг. 4+. 


Отсюда слЪдуетъ, что при 2! = и у =, т. е. въ предполо: 
ни, что точка №’ совпадаеть съ М, это уравнеше обращается 
искомое уравневе касательной 77” 


(#— м (убий = (#— «(уф в) бя. 
Первая часть этого уравнев!я представляеть квадратъ разстоянь 
какой-нибудь точки № лежащей ва касательной, оть точки прикосно- 
вевя М. СлЪдовательно, то же значене должна имЪть и вторая часть. 
Отсюда заключаемъ, что результать подстановки въ первую часть 
уравненя круга (3), на мЪсто перем нныхь хи у, координать какой- 
нибудь точки равняется квадрату касательной къ кругу изъ этой точки, 
Послфднее уравневе касательной можеть быть представлено еще 
слфдующимъ образомтъ: 


[(2—@) — (д —@Р--[и—В—щ-—в= 


=@—«-и—в—й 


или 
2( — в) (и —@) 29 — Ви — В) = (м — «(и — 8-м, 

или, замфчая, что ал и зи удовлетворяютъ уравнению круга, 
(= — аи —@- ии —в)= 


При < =0 и @=0 отсюда получается уравнеше касательной, най-_ 
денное выше. 
223. Уравнеше 


шеоза-Нузше —г=0 
‚ предетавляеть, какъ мы видЪфли, касательвую къ кругу радлуса ^, имвю- 
щему центрь въ назалЪ координатъ. Полагая, что а и В суть коор- 


динаты нфкоторой точки, чрезъь которую проходить эта касательная, 
будемь имфть ь 


ас0за {Вата —х=0, 


откуда 
(а? 6?) соз?а — Затсоза-- =? — 9 =0. 
Слфдовательно, 
ау 
И 
и 
дав, 


ев 
Подставивъ эти выраженя въ предыдущее уравнеше, получимъ урав- 
неня двухъ касательныхь, проходящихь черезъ данную точку (а,В): 
2 (а-я И) кей =о 


или 


(аз ву —а—М)и-- (2 —адуе-и—фв=0 
и (аз у ——2— в). — (5 — дует» =0. 
Перемноживъ ихъ ночленно, получимъ уравнеше второй степени, пред- 
ставляющее совокупность этихъ касательных, 
(ат -Е бу — а? — #2)? — (65 — уе Е —) =0. 
Замфчая же, что 
(бл ау ааа -- у) — («НЫ 
не трудно это уравнеше представить въ видЪ 
(ау — (ви —п ау. 
Понятно, что это уравнеше могло бы быть найдено тЁмъ же са- 
мымъ способомь, какъ выше было выведено уравнеше двухъ каса- 
тельныхь къ кривой второго порядка, данной общимъ уравнешемь 


(см. стр. 124 и 125). 
224. Уравнеше 


за --уи—"=0, 
представляющее касательную къ кругу 

и-ру #0, 
когда ал, суть координаты какой-нибудь его точки, выражаеть н{:- 
которую опредфленную прямую и тогда, когда 21,у: означають ко- 
ординаты точки, данной какъ-нибудь на плоскости. Прямая эта назы- 
заетея полярою точки (д,/) относительно круга, а сама точка ея 
полюсомь (ем. стр. 125). Понятно, что поляра всякой точки плоскости 


= 168 -= 


есть прямая дфйствительная. Въ случаЪ, когда кругъ выражается ура 
нешемъ вида (1), уравнене поляры, очевидно, будеть 


(=—&(и —®--и—Ви -—В— 


Все сказанное выше о полярахъ относительно лин второго поряд- 
ка вообще относится, очевидно, и къ полярамъ относительно круга_ 
Такъ прежде всего заключаемъ, что поляра точки, лежащей на кру! 
есть касательная въ этой точкф, а полюсъ касательной есть ея точка 
прикосновения. Далфе, замЪчая, что равенство 


о. 


зи —=0 
есть въ одно и то же время результатъ подстановки въ уравнене 
а Руми —?=0 


координать 25,уз и результать подстановки въ уравнене 


жа, -- уу —"=0 


координать 21, и, убЪждаемся, что поляра точки, лежащей ня дан- 
ной ирямой, проходить черезъь полюсъ этой прямой, и полюсъ прямой, 
проходящей черезь данную точку, лежить 
на поляр№ этой точки. 

Если точка Р, которой координаты суть 
я из (фиг. 45), находится внЪ круга, 
такъ что РО>к, то называя черезь Ки Ё 
точки ирикосновен!я касательныхь изъ этой 
точки, будемъ имфть, что поляра точки Р. 
хакъ лежащей на этихъ касательныхь, будеть 
прямая, проходящая черезь ихъ полюсы, 
т. е. точки прикосновешя Ки Г. 


Фиг. 45. 


225. Такъ какъ прямая, соединяющая точку 21,/. съ центромъ круга 


я-Ну—”=о, 
выражлется уравненемъ 
ху — уд -=0, 
то убЪждаемся, что она периендикулярна къ прямой 
. аа уи—"=0, 


т. е. кь полярф этой точки. и 
Итакъ, иоляра волкой ‚точки отвосительно круга периендикулярна 
къ диаметру, проходящему черезъ эту точку. $ 
Слфдовательно, поляра точки №”, средины хорды КЁ, будетъ пря- 
мая РО, параллельная этой хордЪ, и поляра точки ©, лежащей гдЪ- 


зибудь на хордф КГ, будетъ перпендикуляръ, опущенный изъ Р па 
зйаметръ ОС. 
Называя черезь 1 разстояще прямой 


аи -Рии— т 


оть начала коордивать, будемъ имфть 


и 


тдЪ Г есть разстояше точки (2,и) оть начала координать. СлЪдо- 
вательно, 


Радусь круга ‘есть, слфдовательно, средняя геометрическая между 
разстоян!ями оть центра какой-либо точки и ея поляры, соотношеше, ^ 
увазывающее на весьма простое построее поляры данной точки и 
полюса данной прямой относительно круга. 

226. Иногда кругь бываеть удобнфе разематривать по отвошеню 
въ полярной систем$ координатъ. 

Положимъ, что Р есть полюсь и РГ полярная ось такой системы 
(фит 46), и пусть координаты центра круга будуть 


ОР=а и Д СР. =а. 
Въ такомъ случаЪ, называя координаты какой- 


нибудь точки М на круг черезь о и ф, т. е. Р 


полагая 
Фиг. 46. 
МРЕо и ДМРЕЕФ, 


будемъ имфть изь треугольника РМС 


7 = 0?-{- 4? — 204с0%(ф — @) 
или 
03 — 204608(9 — --@— "= 


гдЪ ^ ееть ражуеъ круга. $ 

Это и есть общая зависимость между координатами точекъ круга, 
т. е. уравнеше круга въ полярныхь координатахъ. Понятно, что его 
можно было бы вывести изъ уравненя круга въ прямолинейныхь ко- 
ординатахъ посредетвомь преобразовавя координат. 

Если центръ круга находится па полярной оси, то < =0, и преды- 
дущее уравнене обращаетея въ 


0? — Зо@созф - 4? — 7? 


—80` — 


Если же кромЪ того кругь проходить черезъ полюсъ системы 
динатъ, то =», и уравненше круга принимаетъ видъ 


© = 2 с03ф. 


$ 2. Сиетемы круговъ. 


227. Положимъ, что намь даны два круга, уравнешя которыхъ су 


сов) =0 ] 
и оно] *°°° 
| 


Обозначая для краткости первыя \части этихь уравненй черезъ 
и 05, будемъ имфть, что уравнеше 


ЕО о 


тдф Ё есть какая-нибудь постоянная величина, выражаеть также кру 
Это слфлуеть изь того, что въ немь’ такъ же, какъ и въ данны: 
уравнешяхъ (1), коэффишенты при 2? и у? равны, & члена съ про! 
ведешемъ ху не существуеть вовсе. 

Такъ какъ зпачени неиззфетныхъ, удоплетворяюция” одновремен: 
уравненямъ (1), удовлетворяютъ и уравнёнйо (2), то кругь, выраж 
мый послфднимъ, проходить черезъ точки пересфченшя (дЪйствительных 
или мнимыя) данныхь круговъ. 


При неопредЪленномь # уравнеше (2) ЕН безчиеленн: 
множество круговъ, составляющихъ систему, называемую пучкомь (ем 
стр. 74). ] 

Изь уравнения (2) имфемъ 


ОВС дз 0 би Дины 7 отли 
С: (па Ру в, 


и такъ какъ члены отношеня, составляющато вторую часть этого ра- 
венства, при всякомъ значени координать 2 и у представляют квад- 
раты длинъ касательныхь изъ точки, оиредфляемой этими координа- 
тами, къ двумь даннымъ кругамъ (см. стр. 156), то заключаемъ, что 
вругъ (2) представляегь геометрическое мЪфсто такихъ точекъ, каса- 
тельныя изъ которыхъ къ двумъ даннымь кругам находятся въ по- 
стоянномъ отношев!и. 


228. При &--1 уравнеше (2) обращается въ 
(— в + у—в фт — п — фт = 


® 


или | 
2(в; — в) -- 2 (В, — В) у- (в В —п)— 


= (в в? — т) = 0 сен 8) 


к я 


и представляеть, слфдовательно, прямую, проходящую черезъ точки пе- 
`ресЪчешя данныхъ кругов. Она есть дфйствительная при всякомъ, 
`расположен!и этихъ круговъ и называется ихъ ‘радикальною осью, 

Опредфлеше точекъ пересфчешя двухъ круговь сводится, такимъ 
образомъ, на опредфлеше точекъ пересфченя ‘одного изъ нихъ съ ра- 
хикальной осью. 

Изъ сказаннаго о значени множителя # слфдуетъ, что радикальная 
Фсь есть геометричебкое мфето точекъ, касательныя изъ которыхъ къ 
обоимъ даннымьъ кругамъ равны между собою. 

Уравнеше прямой, проходящей черезъь центры данныхъ круговъ, есть 


(Вз— 81) 2 — (& — «д у-Н(& В — В) =0. 


Сравнивая его съ уравнешемъь радикальной оси, убфждаемея, что 
эти прямыя перпендикулярны. 

Итакъ, радикальная ось двухъ круговь перпендикулярна къ ихъ 
лини центровъ. 

Очевидно, что для вефхъ круговъ, принадлежащихь пучку 


1 —&0 


радикальная ось одна и та же. Отсюда слфдуеть, что касательныя изъ, 
закой-нибудь точки радикальной оси ко вемъ кругамъ пучка равны 
между собою ‘и что центры вефхъ вруговь пучка лежать на од- 
зой прамой. 

Когда круги соприкасаются, то радикальная ось есть ихъ общая 
хасательная. 


о, 


229. Уравнеше радикальной оси представляетъ, какъ показано, част- 
вый случай уравнешя (2) или 


(1 — ез- у?) — 2 — вез) х — 2(8, —18у-- 
(аа п) — Ве? Вл) =0 


ври $ =1. Но если мы будемъ измфнять въ этомь уравнени , не- 
прерывно приближая БЪ единицЪ, то координаты одной изъ точекъ 
пересфченя выражаемаго имъ круга съ какой-нибудь прямой, напри- 
иЪръ, съ одной изъ осей координать будуть непрерывно возрастать и 
при #==1 сдфлаются безконечно большими (ем. стр. 108). СлЪдова- 
тельно, въ этомъ частномь случаЪ уравнеше (2) удовлетворяется не 
только точками радикальной оси, но и безконечнымь множествомъ без- 
хонечно удаленныхь точекъ, т. е. выражаеть совокупность радикаль- 
ой оси съ прямою, безконечно удаленною. * 

Отсюда заключаемъ, что вс круги, принадлежащие пучку 


1—0: =0, 


Дадеривть. Аналитическая геомитеда. п 


ВЫ у | 


проходять не только черезь точки пересфчешя круга 0; =0 съ 
дикальною осью, но и чрезъ точки пересфчен!я его съ безконечно у, 
ленною прямою, точки, очевидно, мнимыя. \ 

Т$ же самыя мнимыя безконечно удаленныя точки должны 6 
разсматриваемы, какъ принадлежаня всякому другому ‘кругу, ибо, 
мфияя въ уравненйи (2) многочлень 0» первою частью уравненя 
кого бы ни было круга, мы ни круга () =0, ни безконечно уда. 
ной прямой не измфняемъ '). 

Итакъ, вс круги на плоскости должны быть разсматриваемы, к: 
имЪюние двЪ обшйя безконечно удаленныя мнимыя точки. Эти точ) 
имфютьъ очень важное значеше во многихъ аналитико-геометрически: 
изелфдовашяхъ. Ихъ называютъ круювыми или циклическими точка: 

Такъ какъ эти точки удовлетворяють уравнен!о 


ау? — т =0 
при всякомъ х, то он суть также безконечно удаленных точки друхь 
мнимыхь ирямыхъ, выражаемыхь въ совокупности уравнешемь 


#-ну=о 
и отдфльно уравнешями 


уу —1=0 и #—уу—1=0. 3 


230, Если, имфя пучекъ круговъ, мы примемъ ихъ радикальную оеё. 
за ось ординать, а прямую центровъь за ось абецисеъ (фиг. 47), то 
уравнене всякаго круга, принадлежащаго пучку, будеть имфть видь 


а о 

или | 
ву — 20 --т=0,.:0:1.: 3 

тд п=Уе—т. 7 
Эта величина есть, очевидно, длина касательной къ кругу изъ на- 


Ур чала координатъ, ибо при х==0, у=0 
первая часть уравненя (5) обращается: 
въ т?. ] 

Она есть постоянная, т. е. одинако- 
вая для веЪхъ круговъь пучка, и дБй- 
ствительная только тогда, когда &? >72, 
т. е. когда круги не пересфкаются. 

Въ уравнеши (5) « есть неопредф- 
Фиг, 47. ленный параметръ, каждымъ значе- 


1) Двухъ различныхь безконечно удаленныхь прямыхъ быть не можеть. Это веть › 
логическое слёдстые положен, что на каждой прямой безконечно удаленнан точка | 
единственва (ем. стр. 10). | 


= 263: — 


элемъ котораго опредфляется одинъ изъ круговъ пучка. Если положимъ, 
что а===т, то будемъ имфть *=0. 

Кругь обращается въ этомъ случа въ точку или совокупность двухъ 
инимыхъ прямыхъ. 

Слфдовательно, въ томъ случаЪ, когда круги пучка не пересвкаются 
съ радикальною осью, на прямой центровъ существують двЪ дЪйстви- 
тельных точки Ки ГТ,, находянцяея оть радикальной оси на разето- 
янш т, которыя предетавляютъ собою два безконечно малыхъ круга, 
принадлежащихь пучку. Эти точки называютъ иредъльными точками 
пучка. 

231. Уравнеше поляры какой-нибудь данной точки (л,\) по отно- 
шенйо къ кругу (4) есть, какъ известно (см. стр. 158), 


(#— ого -" 
аа Рим —@(а-Ра) т =0,..... (6) 
При неопредъленномъ значени «, это ураввеше представляеть пу- 
зекъ прямыхъ, проходящихъ черезь точку пересфчен!я прямыхъ 
аи ут =0 и ха =0. 


СлЪдовательно, поляры всякой точки относительно круговъ, имю- 
щихъ общую радикальную ось, проходять черезъ одну точку. 

Если данная точка находится на радикальной оси, то 2 ==0, и вто- 
рое изъ двухъ послфднихъь уравненй обращается въ х==0. Это ио- 
хазываеть, что поляры точекъ, лежащихь на радикальной оси, пере- 
<Бкаются также на этой оси. 


0 


Если данная точка совпадаеть съ одной изъ предфльныхь точекъ 
К и Г, 10 м == ти и =0. 


Въ этомъ случаЪ уравнене (6) обращается въ 


(«—=т)(#=т) =0 
или 


т 


= предетавляеть при всякомъ < прямую, проходящую черезь другую 
зредфльную точку и параллельную оси ординатъ. 

Итакъ, каждая изъ предфльныхь точекъ имфеть одну и ту же по- 
зару относительно веёхъ круговъ пучка, которая проходить чрезъ дру- 
тую предфльную точку и параллельна радикальной оси. 

232. Касательныя, проведенныя къ кругамъ пучка изъ какой-нибудь 
точки Г) радикальной оси (фиг. 47), какъ мы знаемъ, равны между 
с0бою и, слЪдовательно, геометрическое мЪето ихъ точекъ прикоснове- 
ия есть кругь, имфющ точку Ш центромъ. Этотъ кругь проходитъ, 
озевидно, черезь предфльныя точки К и Г, и пересФкается съ кру- 


* 


— 164 — 


гами пучка ортотюнально, т. е. такъ, что касательныя къ нему въ 
кахъ пересфчешя М, М’и т. д. перпендикулярны къ каса’ 
этихъ круговъ. 

Уравнене этого круга имЪеть видъ 


ао 
ау? — ЗВу—т=0,...::..,: 


или 


ибо : 
т" —#=рк —0р=оОК =. 


При неопредфленномь значени В это уравненше представляеть 
чекъ круговъ, для которыхъ ось ординать есть прямая центровъ, а 
абециесъ радикальная ось. 

Пучки (5) и (7) представляють, такимъ образомъ, двЪ ортогональ 
системы круговь и, притомъ, предфльныя точки перваго пучка с 
точки перее$ченя всфхъ круговъ второго, или обратно. 

233. Если, имфя два круга, выражаемые уравневями (1), мы ш 
ведемъ черезъ ихъ центры С’и С” два параллельные даметра АВ 
А’В’ (фиг. 48), то прямых, 
единяющйа концы этихъ да: 
тровъ, будуть встрфчать ли- 
но центровъ въ двухЪъ т03- 
кахъ би 5’, положеше кото- 
рыхъ не зависить отъ направ 
ленйя, въ которомъ проведены 
д1аметры. 

Въ самомъ дЪлЪ, прямая АА” 
образуеть еъ прямою центровъ 
и радусами СА и С’А’ два подобныхъ треугольника, изъ которыхъ, 
при всякой величинЪ угловъ, имемъ 


65° 

Точно также изь подобя треугольниковъ, образуемыхь прямою АВ’ 

еъ прямою центровь и радусами ОА и С”В’, заключаемъ, что, при 
всякомъ направлеши этихъ радлусовъ, должно быть 


Фиг. 48. 


Такимь образомь видимъ, что точки 5 и 5’ дфлать разстояше 00’ 
между центрами круговъ въ одномъ и томь же отношеши, т. е. гар- 
монически (см. стр. 95), и это отношене равняется отношению радёу- 
совъ круговъ. Первая изъ этихь точекъ, находящаяся вв отрёзка ОС’, 


= 965 — 


называется внъшнимь центромь подобя данныхъ круговъ, & вторая, 
лежащая внутри этого отрфзка,— ихъ внутреннимь чентромь подобея. 
Координаты внфшнаго центра подобя будуть, очевидно (см. слф. 9), 


: 7 — 
тя во А ивь, 
тп 
а внутренняго. 
т -Е я т 
— 7-2 76 ы: зе в -- 18. 
т” тм 


Въ томъ случаЪ, когда радусы ОА и С’А’ перпендикулярны къ пря- 
мой, соединяющей ихъ концы, эта послфдняя будетъ касательною къ 
обоимъ кругамъ. 

Слфдовательно, центры подобя двухъ круговъ суть точки пересфче- 
я ихъ общихъ касательныхъ. 

Зная координаты центровъ подобя, не трудно найти и уравнешя 
общихъ касательныхъ, кажъ касательныхь изъ данной точки кЪ одному 
изъ данныхь круговъ (см. стр. 157), а также и точки прикосновен!я 
этих» касательныхь, какъ точекъь пересфченя круговь съ полярами 
центровъ подобя, 

234. Уравнеше поляры КТ, внфшняго центра подобя 5 по отноше- 
вю къ кругу (1 =0 получимъ, подставляя въ общее уравнеше по- 
ляры относительно этого круга 


(#—@)(и— <) (у—в)и—В)—я*= 
на мфето ал и и выраженя 


736: — "13 ы 728: — т. 
т—п т — м 


Результать этой подстановки будеть 


(#— а (а — в) (у— в) —В:) —п(з— т) =0 


или 
(в — в) -- (и — Вз)у— ("Е В? — п) -- (ве -- ВВ — п”) =0. 
Это уравнеше можно представить еще слфдующимь образомъ: 
2(а, — аз) = 2(8: — Воду — (в? В — м) (а 8 — =) — 
— (и — <) — (В — в (п— п} =0 
или, наконець, 
(03 — 0) — (@ — в)* — (8 — в:)*-Е (и —*з)=0. 


Подставляя т же самыя значеня координать 2) и 9/\ въ уравнене 
поляры относительно второго круга 


(2 — в) (м — в) (у — 8з)(и— в) —"? =0, 
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получимъ уравнеше поляры К’Г’ точки 5 въ видЪ 
(2 — в) (м — в) --у— В.) (8—8) — 0. —н)=0 
или, по выполнени тфхЪъ же преобразован!й, 
(0, — )--& «+ =) = 


Такимъ же точно образомъ. найдемъ, что уравненя поляръ внутрен- 
няго центра подобя 5’ относительно круговь (1 =0 и 05 =0 будуть 
послфдовательно 


(05 — 1) — (м — < — (В — - и + =0 
и (05 — 1-Е (& — «у -Е в, — В) — п = 


$ 3. Свойства трехъ круговъ. 


235. Возьмемь три каве-нибудь круга, уравнен!я которыхъ пусть 
будуть 


Въ: бу О блестит 6 $138 
тд 


б = (еб) —п 3, 
0: = (г — а} Ру 2, — =>, 
0; = (1 — в --(у— 83) — "2. З 
'Радикальныя оси каждыхь двухъ изъ этихъ круговъ будуть выра- 
жаться уравнешями 


Я —0,=0, 05—0=0, 0:— И =0. 


Такъ какъ сумма первыхъ частей этихъ трехъ уравненйй тождествен- 
но равняется нулю, то убЪждаемся, что радикальныя оси трехъ ка- 
вихь бы ни было круговъ перескаются въ одной точкЪ. Эта точка 
называется радикальнымь центромь системы трехъ круговъ. 

По свойству радикальныхь осей касательныя изъ радикальнато цен- 
тра ко вебмъ тремъ даннымъ кругамъ равны между собою. 

236. Каждые два изъ в. (1) имфють, какъ показано выше, два, 
центра подобя. СлЪдовательно, 
всего имфется для этихъ кругов 
шесть центровъ подобя. 

Не трудно убфдиться, что эти 

шесть точекъ расположены на 
четырехь ипрямыхъ, по три на 
каждой. 
Въ самомь дЪлЪ, пусть А, В, 
С будуть центры данныхъ кру- 
товъ (фиг. 49) и В, 5, Т ихъ внфшне центры подобя, координаты 
которыхъ суть послЪдовательно р 


Фиг. 49. 


бат Изба - 783 — 7зВз 
а = - = — , 
К 73 — т — "2 
71а — 731 __ мВ — изв 
Е Не Ик 
т: -- я —т* 
721 — 71а 78 — тв 
аз = ‚ ян . 
т — м —м 


Отсюда находимъ 
и [Виз — т) Е Вбч — 2) - в, — т] 


(т — та) (и — я) 


2 


или сокращенно 


ПИ ЗАВН ЗИ ЬМ час 
п. 
Точно такъ же найдемь 


АЕ т М 
Ш) =т 


АЕ. 
и ыеях 


Слфдовательно, 


а (уь — уз) -Е за (уз — и) -Е аи — у) = 


[изв — тыс) (паз — ива )из Е (кб — 71а) из] 
(из — 72) (м — яз) — п) 


и такъ какъ вторая часть тождественно равняется нулю, т0 и убЪ- 
ждаемся, что условше, при которомь три точки В, би Т лежать на 
одной прямой (см. стр. 47), выполняется. 

Вторая чаеть послфдняго равенства равняется пулю и тогда, когда 
двф изъ величинъ у, 7», ”з измфнать знакъ, что, какъ видно изъ 
выраженй для координать центровъ подобя, соотвЪтетвуеть замфн® 
двухъ выфшнихь изъ этихъ центровъ, напримфръ Ки, соотвфиствен- 
ными внутренними и 5’. 

/ Это показываеть, что каждые два внутренше. центра подобя ле- — 
жать на одной прямой съ однимъ изъ внфшнихЪ- 

Четыре прямыя, на которыхъ лежать по три центра подоб\я трехъ 
круговъ, называются осями подобя этихъ круговъ. Одна изъ нихъ 
соединяеть три ‘внфше центра и носить назваше вишней оси по- 
добя, три же остальныя соединяютъ одинъ внфшн  центрь подобя 
съ двумя внутренними. 


—. 168: — 


Если два круга соприкасаются съ третьимъ, то прямая, соединяю- 
щая точки прикосновёня, есть ось подобя и, слфдовательно, ирохо- 
дить черезъ центръ подобя этихъ двухь круговъ. 

237. Соприкосновеше двухъ круговъ, какъ извфетно, можеть быть 
двоякаго ‘рода: внфшнее, когда центры круговъ лежать по разныя сто- 
роны оть точки касавя, и внутреннее, когда они лежать по одну и 
ту же сторону оть этой точки. 

Въ первомъ случаф разстояше между центрами‘ круговъ равняется 
сумм ихъ радусовъ, а во второмъ разности. 

Отсюда заключаемъ, что услоше, что какой-нибудь кругь 


(2 «(ув =о. 

соприкасается одновременно съ тремя данными кругами 
п =0, 0=0, 0; =0, 

можеть быть выражено слБдующими тремя равенствами: 

(< — в) -- (8 — в = (Ея, 

(<— у -(8— в=@=), 

(© — в) Е (В — в) = (т), 
которыми этоть кругь и опредфляетея вполнф, ибо изъ нихъ три не- 
извфетныя «, В их могутъ быть найдены. 

Эти равенства могуть быть представлены еще сл$дующимъ образомъ: 
= (=2я), 
= (= 2",), 
ба=и (23), 
тдЪ въ многочленахь, составляющихь первыя части, неизвфетныя суть 
координаты «и @ центра искомаго круга. 
Два изъ этихъ уравненй могуть быть замфнены двумя изъ слфду- 
ющих: 
И— ==», 
0 — 2-Е), ре еее + 8) 
[:— И =ж*(в=н), 
которыя получаются вычитащемь ихъ одного изъ другого и удобнфе 
потому, что содержать только первыя степени опредЪляемыхь вели- 
чин а, Вих-. й 
Смотря по’ знакамъ во вторыхъ частяхь этихь равенствъ, опред- 
ляемый ими кругъь можеть имфть различнаго рода’ прикосновенше съ 


данными кругами, и дфлая всевозможныя сочетая этихъ знаковъ, 
убфждаемся, что, вообще говоря, должно существовать восемь круговъ, 


= 168% — 


соприкасающихся съ тремя данными. Два изъ этихъ круговь нуъють 
со вебми данными кругами внЪшнее или внутреннее прикосновеше. 
Каждый же изь шести остальныхъ 
имфеть съ однимъ изъ данныхъ кру- 
товь внфшнее прикосновеше, а съ 
двумя другими внутреннее, или об- |5 
ратно. 

238. Чтобы найти геометрически, 
т. е, построенемъ, кругъ (2), имВю- 
Юний съ тремя данными кругами (1) 
внфшнее прикосновеше, постараем- 
ся найти точки прикосновешя его В 
А, В, Сеь этими кругами (фиг. 50). Для координатъ точки С при- 
восновешя его съ кругомъ и=0 будемъ имфть, очевидно, слфдую- 
пия выражен!я: 


_ па--та эВ - "В, 
А НЕ ОО 
откуда находимъ 
м» Г 7 т 7“ 
= а снов ТЕ В аи 6) 
” т 7 ” 


Подставляя эти значеня для с и 8 въ первое изъ уравневшй (3), 
которое въ настоящемь случаЪ имфетъ видъ 
2(е; — ве - 2(8, —В В -ЕЬ = —»з), 
гдЬ 
= (@ 8-5 № — м) — («2-8 —",?), 
получимъ 


ада" = 


Е — ва 5—2 —». 


Умноживь обЪ части этого равенства на! и прибавивъ къ обфимъ 
частамъ (7 --х)№, получим 
[2 (& — а) =-- 28, — В)» = 
= [2 (& — «) в, -- 2(8; — В) В +, + 2 @й — =) 
или 
[2 —в) 2-28: —В)у-- Ши) = 
= [1 — 5) — (а — @)*— (8: — 8», 


— 410 — 
что можно представить еще сл5дующимъ образомъ; 
(0. — (и - и) = [< — «-- @ ——@-ю)]»,... (6) 


‚ РДЪ величины хи у, входящия въ многочлен, 0:— Т7, суть. коорди- 
наты точки прикосновешя С. 
Подобнымъ же образомъ, подставляя выражения (5) въ третье изъ 
равенствъ (3), имфющее въ настоящемъ случа видъ 
- 2 — ве 28, —вв-рк=2нь— п), 
тдЪ 


Е (ва? 8: — и?) ев — и), 


будемъ имфть 
(0:— (и --®) = [(@— в} - (8 — 2 — и ми... (1) 
Исключая х изъ этого и предыдущаго равенства, получимъ 


0:— п 0:— ..(8) 
(и— в) (в: — 3) —(н— т) (ие, — в) — т т) 


уравнеше первой степени относительно хи у, выражающее прямую, 
проходящую чрезъ разематриваемую точку прикосновевя С. КромЪ 
того, эта прямая проходитъ, очевидно, черезь точку пересфчешя 
прямыхь 


0:—М=0 и 0:— 1 =0, 


т. е. черезь радикальный центръ № трехъ данныхъ круговъ. 

239. Если кругъ (2) имфеть съ тремя данными кругами внутреннее 
прикосновене, то координаты точки С’ прикосновения его съ первымъ 
изъ этихъ круговъ будуть 


т — та —_ ив — "в 


22 и у 
д у ик 


Такъ какъ эти выражевя отличаются оть выражений (4) только 

знакомъ при х, то, опредфляя изъ нихъ си @ и подставляя въ пер- 
вое и третье изъ уравненй (3), получимъ два уравненвя, отличающяся 
отъ уравнешй (6) и (7) также только знакомь при ”. Результатомь 
исключен х изъ этихъ двухъ уравнев:й будеть, слдовалельно, то же. 
самое уравнеше (8), 
° Такимъ образомъ видимъ, что прямая, выражаемая этимъ уравнешемъ, 
пересфкаеть кругь М =0 въодвухъ точкахь Си С’, вь которыхь 
онъ соприкасается съ двумя кругами, имфющими со вебми тремя дая- 
ными выфшнее или внутреннее прикосновеше. 


ИУ Е 


Е 


240. Вычитая изъ обфихъ частей уравневя (8) по единиц, дадимъ 
ему видъ 


(8 — 1) — (а — с) — (в, — в а — т 
(<; — ва) -- (в, — 83) — (п яз) 
— (8— — мб) — (в ви 
(4 — в) (В, — в) *— (м — з 


откуда видно, что прямая, имъ выражаемая, проходить черезъ точку 
пересёчен!я прямыхъ 


(0; — (1) — (в — в — (8—8. (п — в) =0 
и (03— 1) — (& — в) — (в, — 83)? Е (п — т)» =0. 

Первая изъ этихъ прямыхъ есть, какъ мы видЪли выше (см. стр. 165), 
поляра относительно круга (Л =0 внфшняго центра подобя 5 кру- 
товь / =0и 0,=0. Вторая же есть поляра относительно того же 
круга внфшняго центра подобя 7 круговь  =0 и 03=0. 

Слфдовательно, точка пересфченя этихъ прямыхъ есть полюсъ отно- 


сительно круга 0; =0 прямой лиши ЭТ, соединяющей эти центры 
подоб1я, т. е. внъшней оси подобя. 


Итакъ, прямая (8), проходящая черезъ радикальный центръ трехъ 
данныхь круговъ, проходить въ то же время черезъ полюсъ Ё вишней 
оби подобя этихъ круговъ относительно круга  =0. 

241. Изь сказаннаго видимъ, что для построеня круговъ, имфющихь 
съ тремя данными внфшнее или внутреннее прикосновеше, нужно 
найти полюсы Р, ©, В/ внёшней оси подобя относительно каждаго 
изъ данныхъ вруговъ и соединить ихъ прямыми лишями съ ради- 
кальнымъь центромъ № этихъ круговъ. Точки пересфченя 4, В, С 
этихъ прамыхъ съ данными кругами, точки, въ которыхъ касательныя 
къ этимъ вругамъ пересЪкаются между с0б0ю на ихъ радикальныхь 
осяхъ, будуть точками прикосновевя одного изъ искомыхъ круговъ. 
Остальныя три точки А’, В’, С’ пересфчешя т$хъ же прямыхъь съ 
данными кругами будуть точками прикосновешя другого изъ иско- 
мыхъ круговъ. 

Пользуясь для такого же построешя другими осями подобя трехъ 
данныхь круговъ, найдемъ такимъ же точно образомъ точки прикосно- 
вен!я круговъ, имфющихь съ однимъ изъ данныхъ внфшнее прикоено- 
вене, а сь двумя другими внутреннее, или обратно, 


ГЛАВА СЕДЬМАЯ. 
ЭЛЛИПСЪ. 


$ 1. Форма эллинеа и его построене. 


242. Мы видфли, что уравнеше всякой центральной кривой второго 
порядка въ томъ случа, когда за оси координать приняты два ея 
сопряженные д!аметра, имфеть видъ (см. стр. 118) 


А -- СЕ О, и. 


и 910 это уравнеше можеть представлять эллипсъ только тогда, когда 
коэффищенты А и С имфють одинаковые знаки. 

Если при этомъ постоянный членъ Е имфеть такой же знакъ, какъ 
и эти коэффищенты, то уравнеше (1) не имфетъь никакого геометри- 
ческаго значен1я. Если же Е==0, то оно удовлетворяется только при 
$=0 иу=0 и, слфдовательно, выражаетъ одну только точку. 

ИмЪя въ виду въ настоящей главЪ изучеше свойствь эллипса при 
помощи его простфйшаго уравненя вида (1), мы должны. слфдова- 
тельно, предполагать, что въ этомъ уравнени постоянный членъ Ё не 
равняется нулю и имЪетъ знакъ, обратный знаку коэффищентовь Аи О. 

243. Представляя уравнене (1) въ видЪ 


и полагая 


тд аи 6 суть, очевидно, величины дЪйствительныя и конечныя, бу- 
демъ имфть 


Въ этомъ вид можеть быть, слфдовательно, представлено уравне- 
ве всякаго эллипса, 


— #3 — 


Такъ какъ отсюда видно, что, при у=0, х===а и, при #=0, 
у=-5, то завлючаемъ, что а есть разстояе отъ начала коорди- 
вать, или центра эллипса, до точекъ пересфченя его еъ осью абецисеь, 
т. е. половина того д1аметра эллипса, который принять за эту ось. и 
точно такъ же Ь есть половина даметра, принятаго за ось ордивать, 

Въ слфдующемъь мы будемь предполагать, что уравнеше (2) выра- 
жаетъ эллипеъ относительно прямоуголь- 
ной системы координать (фиг. 51), вел д- 
стве чего аи будуть означать поло- 
вины осей эллипса АА’и ВВ’, т.е. двухъ 
эго сопряженныхь д1аметровъ, перпенди- 
кулярныхь между собою. Если же тоть 
же самый эллипсь будеть отнесенъ къ 
косоугольной систем% координатъ, оси ко- 
торой суть каые-нибудь его сопряженные в 
даметры, то уравнеше его будеть имфть Фиг. 51. 
также видъ (2), но при другихъ значеняхъ постоянныхъ а и $. 

Если въ уравнеши (2) а==Ь, то оно обращается въ 


ау = а? 
и выражаеть, какъ мы знаемъ, кругъ. Слдовательно, крумь есть част- 
ный видъ эллипса, когда всЪ оси его равны между собою. 

Очевидно, что изъ двухъ случаевь, «>В иа<Ь, достаточно раз- 
сматривать только одинъ, ибо любая изъ двухъ осей эллииеа можеть 
быть принята за ось абецисеь или ординатъ. Обыкновенно за ось 
абециееъ принимають большую изъ двухъ осей эллипса, велфдетве че- 
то въ уравненши (2) должно предполагать а > $. 

244. Рёшинь уравнеше (2) относительно у, будемъ имфть 


=== ЕЕ АЕ ВИО 


Отсюда видно, что ордината у будетъ, дфйствительно только тогда, 
вогда абециеса ОР по абсолютной величин менфе ОА. Слфдователь- 
но, вершины А и А’ эллипса, лежаня на его большой оси, суть точ 
ви этой кривой, наиболЪе удаленныя отъ малой оси ВВ’. Такъ какъ, 
далфе, изъ выраженя (3) видно, что наибольшее значеше ордината у 
получаеть при 2==0, и это значеше есть у====0, то заключаемь, 
что вершины Ви В’, принадлежания малой оси, суть точки эллипса, 
наиболье удаленныя отъ его большой оси АА’. 

Изь этого слфдуеть, что эллипсъь помфщается вефми точками внутри 
прямоугольника, образуемаго четырьмя прямыми, проведенными черезъ 
его четыре вершины А, А’, Ви В’ параллельно его осямъ. 


— 14 — 


Такъ какъ оси эллипса суть его оси симметрёи (см. стр. 120), то че- 
тыре части или дуги этой кривой, на которыя она раздфляется верши- 
нами, совершенно одинаковы по виду. 

245. Обозначимъ черезъ ^ разстояве какой-нибудь точки М эллипса 
отъ его центра (фиг. 51), т. е. половину даметра ОМ, и пусть Ф бу- 
деть уголъ, образуемый этою прямою съ положительнымъ направленемъ, 
оси абсцисеъ. Въ такомъ случаЪ будемъ имфть 


д =7608ф и у=узшф. 
Подетавивъ эти выражев!я въ уравнеше (2), получимь 


ю | Ф че ти) на 


а в Е 
откуда 
23 
НФ --? с03*ф 
или | 
м а? 
ия |559 


Это есть не что иное, какъ ураввене эллипса въ полярныхъ коор- 
динатахъ у и ф относительно системы координать, полюсъ которой на- 
ходится въ его центр$, а полярная ось совпадаеть съ большою осью. 


Для вебхъ точекъ эллипса, / лежащихь на дуг АМВ, уголь ф за- 
включается между би Е; и (если будемь увеличивать его непрерывно, 
между этими предфлами, то, какъ видно изъ соотношения (4), ‘ращуеь к 
будеть непрерывно уменьшаться оть х=а.до "=. 

Это показываеть, что большая ось эллииса есть наибольший изъ его’ 
д!аметровъ, а малая— наименьший. 

Такъ какъ, далфе, вторая часть равенства (4) не измВняется при 
перемфнЪ ф на л—ф, то заключаемъ, что даметры, равно наклонен- 
ные къ осямъ эллипса, равны между собою. 

Отсюда слЪфдуеть, что если изъ центра эллипса опишемъ окружность 


радусомъ, большимъ его малой оси и меньшимъ большой, то оси бу- | 


дутъ бисектрами угловъ, образуемыхъ даметрами, проходящими черезъ 
точки переефчешя этой окружности съ эллипсомъ. 

246. Относительно осей координатъ, совнадающихъ съ осями эллипса, 
кругъ, описанный на его большой оси, какъ на д1аметрЪ (фиг. 52), вы- 
ражается уравнешемъ 


ау 
Если назовемъ черезъ у’ординату какой-нибудь точки Г, этого круга, 
соотвфтетвующую абсцисс ОР=х, то будемъ имЪть 


а. 


у=у =. 


Сравнивая это выражене съ выражешемь (3) ординаты эллипеа, бу- 
демъ имфть, что для одного и того же значешя х 


т. е. при одной и той же абецисеЪ ордината эллииса менфе ординаты 
круга въ отношени осей эллипса. 

Это указываеть на слЪдующИ весьма 
‘простой способъ построешя точекъ эллип- 
са, когда извфстны его оби. 

На двухъ осяхъ эллишса АД’ и ВВ’, 
БакЪъ на маметрахъ, описываемъ двз Бон- 
центрическя окружноети и изъ центра 
проводимъ произвольный радтуеъ 01.. Про- 
ведя затЪмъ черезъь точку Г, пересфчешя 
этого радуса съ большою окружностью 
прямую ГР, параллельную малой оси, и 
черезь точку К пересфчешя его съ малою окружностью прямую КГ, 
параллельную большой оси, получимъ при пересфчени этихъ прямых 
точку М, принадлежащую эллипсу. ДЪйствительно, при такомъ по- 
строени будемь имфть 


Фиг, 52. 


Измфняя направлеше рад1уса ОГ, можемъ построить такимъ обра- 
зомъ сколько угодно точекъ эллипса и, притомъ, сколь угодно близ- 
кихь между собою. 

247. Уравнеше (2), по уничтожеши знаменателей, можно предета- 
ВИТЬ ВЪ ВИДЬ 

а -| ау? = а 
или 
ау? — $ (а? лм 2?) № 


Въ этомъ послфднемъ видЪ оно можеть быть разематриваемо, какъ 
получающееся оть перемножен!я соотвфтствующихь частей двухъ урав- 
нев!й первой стецени 


ау = (а — =) и у=а--),.....() 


гдф какая угодно постоянная величина, и такъ какъ, волЪдетвые 
этого, значешя перемнныхъ хи у, удовлетворяюния одновременно 1ио- 
слёднимь уравненямъ, удовлетворяють и уравнению эллипса, то заклю- 


О 


чаемъ, что точка пересфченя прямыхъ, выражаемыхъ этими ура! 
ями, принадлежить эллипсу. 

При неопредфленномъ значеши № первое изъ уравнен! (5) п 
ставляеть пучекъ прямыхъ, проходящихъ черезь вершину А (фиг. 5} 
а второе пучекъ прямыхъ, проходящихъ черезъ вершину А’. Если 
дадимъ постоянной & какое-нибудь частное значеше, то получимъ 
опредфленные луча 4М и А’М этихъ пучковъ, пересфкающиеся 
эллинев и встрфчающе ось ОУ въ такихъ точкахъь № и №, чт0, 
видно изъ уравнений (5), 


Ом=№ и &.0№=ь 
и, елБдовательно, 
ОУ.ОХ=Ь. 


Такимь образомь видимъ, что эллипеь можно разематривать, 
геометрическое мфсто точекъ пересфченя прямыхъ, проходящихь 
резъ концы большой оси и встрёчающихь малую ось въ двухъ то 
кахъ, находящихся по одну и ту же сторову отъ центра и отетоя- 
щихь отъ него на разстояв!я, ередняя геометрическая которыхъ рав- 
няетея половинф малой оси. 

Это указываеть на другое простое построеве’ точекь эллиишса, когда 
извфетны его оси АД’ и ВВ’. 

Черезь вершину А проводимъ произвольную прямую АМ (фиь. 51) 
и на оси ВВ’ находимъ извЪетвымъ изъ начальной геометр!и построе- 
шемъ такую точку №, чтобы было 


ом.0№ = 0В - 
Точка М пересфченя прамыхь АМ и А’№ будеть принадлежать 
эллиису. с 
Измфняя направлеше прямой АМ, можно построить такимъ образомъ 
сколько угодно точекъ эллипса, сколь угодно близкихъ между с0б0ю, 
Уравнеше эллипса можно также представить въ видЪ 
ба = а — у), 
въ которомъ оно можеть быть разематриваемо, кавъ получающееся оть 
перемноженя соотвЪтственныхь частей уравнен!й 
Бр = фа(6— у) и Пл = -Ну), 


выражающихь прямыя, проходанйя черезъ ‘вершины Ви В’. Легко 
видть, такъ же какъ и выше, что при одномъ и томъ же значени й 
эти прямыя пересфкаются на эллипев и встрфчають большую ось 4.4" 


о А Чиаая. 1 


м и -— 


въ двухъ точкахь, разстоявя которыхъ оть центра имфють среднею 
теометрическою половиву большой оси. 

248. Положимъ, что дв взаимно перпендику- 
ларныя прямыя ОХ и ОУ (фиг. 53) пересфкаются У 
иЪкоторою прямою въ двухъ точкахь Ки Г, и\ 
пусть М будеть какая-нибудь точка этой прямой. 
Обозначая черезь 2 и у координаты точки Мо 
относительно осей ОХ и ОУ, а черезъ а уголь 
прямой КГ, съ осью ОХ, и полагая, что 


ван ее 
ГМ =а, МК=Ъ, и 
будемъ имфть изъ треугольниковь ОМ и МРК Фиг. 53. 
$} 
М МР 9 
(в }-> = 603? и (же) = мые, 
откуда, по сложеши, 
Е А 
Ри 9 


Это показываетъ, что точка № находится на эллипс, оси котораго 
совпадаютъ съ прямыми ОХ и ОУ и раввяются удвоеннымъ отр&з- 
хамь ГЛ и МК. 

Если вообразимъ, что прямая КГ перемфщается такъ, что точки 
К и Г движутся по осямъ ОХ и ОУ и отрфзокъ КГ, сохраняеть свою 
величину, то точка М будеть перемфщаться, оставаясь на назван- 
вомъ эллипеЪ. 

На этомъ основывается построеше эллипса непрерывнымъ движешемъ 
посредетвомь такъ называемаго эллиптическаго циркуля. 

Если будемъ разсматривать точку 2, какъ принадлежащую прямой 
КТГ, уголъ которой съ осью ОХ есть (л— а), то изъ треугольниковъ 
Г/ММ и КМР будемъ также имЪть 


.\8 2 2 2 
=) в = и (ме) == == 


и, слЪдовательно, 


СНЕ 
#Кы=!. 


Такимъ образомъ видимъ, что когда прямая лин я движется такъ, 
что отрёзокъ ел, заключающийся между точками ея пересфчешя съ 
двумя неподвижными взаимно перпендикулярными прямыми, сохраняеть 


свою величину, то каждая точка этой прямой, какъ внутренняя, такъ 


и внфшняя по отношению къ отрЁзку, описываеть эллипеъ. 
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4 из — 
$ 2. Фокусы и директрисы. 


249. ДвЪ точки Ки Е", лежашия на большой оси залииса (фиг. 5. 
и отстояийя оть его центра 
разстоян!и равномъ 


Уа 
гдЪ аифосуть половины осей, 
зываются фокусами этой кри 

Изъ этого опред лен!я слфду 
что, для нахожденя этихъ точе! 
построеемъ, нужно только бо 

Фиг. 54. шую ось АА’ пересфчь окру 
ностью, описанною изъ конца-малой оси В радусомъ, равнымъ пол 
винЪ большой оси. 


Еели эллиисъ отнесенъ къ его осямъ и, слфдовательно, выражае 
‘уравненемъ, 


то координаты одного изъ фокусовъь Ё будуть 
г=+уе—й и у=о, 


&=—И— в и у=о0. 


а другого #" 


Поэтому, обозначая черезь хи »” разстоявя какой-нибудь точ: 
М(,у) эллипса отъ двухъ его фокусовъ и называя буквою а а 


лютную величину радикала Уа?— 62, т.е. разетояше ОР, будемъ им 
в=@е-«-й 
и 9 = (ира) --у? 


И такъ какъ для точки М, какъ принадлежащей эллипсу, 


2 
и, 


то 


откуда 


Принимая во внимане, что < «аиа>х, заключаемъ, что это вы 
ражеше предетавляеть абсолютную величину разстоныя х. 


АС а 


Такимъ же образомъ второе изъ равенствъ (2) даеть 


о. 


Слфдовательно, 
и” =23а. 


Разстояшя 7 и» какой-нибудь точки эллипса отъ фокусовь назы- 
ваются ея радёусами векторами. ПослЪднее равенство показываеть, та- 
Енмъ образомъ, что сумма радёусовь векторовь для всъхь точекъ элаипса 
иметь величину постоянную, равную езо большой оси. 

250. Легко видфть, что это свойство вполнф характеризуеть эллипсъ 
и можеть быть принято за его опредфлеше. 

Въ самомь дЪфлф, положимъ, что требуется найти геометрическое 
мфето точекъ, сумма разстоянй которыхъ оть двухъ данныхь точекъ 
равняется данной длинЪ. Обозначая эту посл6лнюю черезь 2а, а раз- 
<тояве между двумя данными точками черезъ 2а, и принимая за ось 
абециееь прямую, соединяющую данныя точки, а за ось ординать пер- 
пендикуляръ изъ ея средины, будемъ имЪть, что уравневе искомаго 
теометрическаго мета есть 


Ув «Ру -- Ува =?а. 
Такъ какъ, по уничтожени радикаловъ, отсюда получимъ 


ай 
а 


10 и заключаемъ, что это геометрическое мфето есть эллипеъ, 

На послфднемь свойств эллипса основывается слфдующйй способъ 
построешя его непрерывнымъ движешемъь при помощи гибкой и не- 
растяжимой нити, 

Два конца нити, длина которой равняется большой оси искомаго 
залипса, укрфпляють въ его фокусахъ и затмъ натагивають эту нить 
зертящимъ остремъ, прилегающимъ къ плоскости чертежа. Понятно 
изъ сказаннаго, что при перемфщен!и острая по плоскости, такъ чтобы 
нить постоянно была натянута, оно должно описать эллипсъ. 

251. Выражешя (3) и (4) мы можемь представить слфдующимъ об- 

“ 


разомь: 
г] \ 2 
-*(-- и и" +). В) 


2 
а : 
Разность (:-:) выражаеть разетояще точки №М(х,у) отъ пря- 


мой ДЕ, параллельной оси ОУ и отетоящей отъ начала координать на 


2 2 й 
‘разстояше е (фиг. 54). Сумма же ( < +=) выражаеть разстояше той 
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же точки 2 (х,у) оть прямой О’Е’, параллельной оси ОУ и отетоя- 
208 
щей отъ начала на такое же разстояше с’ Вакъ и прямая РЕ, но 


по другую отъ него сторону. 

Эти двЪ прямыя называются директрисами. Уравнешя ихъ, оче- 
видно, будуть: 

в —а=0 и а а =0. 

По даннымъ осямъ и фокусамъ эллипса директрисы могутъ быть н: 
дены слёдующимь построешемъ. 

Отложивши отъ центра по направлено малой оси длину ОС, ры 
ную ОА, и соединивъ точку С съ фокусомъь Е’, возставляемь въ 
перпендикулярь къ ОЕ’ точка Г) пересфченя этого перпендикуля: 
съ большой осью АА’ будетъ принадлежать директрис$. ДЪйствитель 
изъ прямоугольнаго треугольника ДСЕ’ имфемъ 


`0С* = 00.0’, 
откуда 


Называя черезь 4 и’ разстояыя МЕ и МЕ’ точки М (2, у) элли 
оть двухъ директрисъ, будемь имЪфть изъ равенетвь (5); 


=а и иыча, 
а 


откуда 


Это показываеть, что каждому фокусу соотвётетвуеть своя ди 
триса и что отношене разстоянй каждой точки эллипса оть ф 
и соотвтствующей директрисы имъеть постоянную величину. 

Это постоянное отношеше, равное для эллипса отношеню разе 
между фокусами къ большой оси, называется эксцентриситетомь. 
видно, что длл всякаго эллипса экецентриситеть меньше единицы. 

Обозначая эксцентриситеть буквою е, будемъ имЪть 


Слфдовательно, съ уменьшешемъ отношеня малой оси къ бол 
эксцентриситетъ элллипса увеличивается, и обратно. 


При е==0 эллиисъ, очевидно, обращается въ кругъ. 


252. Длина периендикуляра, возетавленнаго изъ фокуса эллипса 
большой оси до пересфчешя съ эллипсомъ, называется его пар 
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‘вомь 1). Иначе говоря, параметромъ эллипса называютъ половину хорды, 
зроходящей черезь фокуеъ и перпендикулярной къ большой оси. 
Обозначая параметръ буквою р, будемъ, слфдовательно, имЪть, что 
= ир суть координаты точки, принадлежащей эллиису, и потому 


сз з 
не 
чткуда 
е 
р Вере 
2 Е ре 
и) 


Если за оси координатъ примемъ двЪ прямыя, изъ которыхъ одна 
зознадаеть съ большой осью, а другая есть перпендикуляръ къ ней 
зъ фокус Е, то уравнеше эллипеа относительно такой системы ко- 
эрхинатъ получится изъ уравнешя (1), полагая 


жа и у 
Слфдовательно, это уравнеше будетъ 
(ах) -- а 


ааа? уз) = а, 


а? , 


ан 
ау =(р— ее). 
Полагая здфеь 
т =0603фФ и у=озиФ, 
олучимъ 


э 


0 =(р—е0с03$)?, 


уда 
©(1-Нес03Ф) =р 

*. слдовательно, 

р 


@ — 1 есозф" 


Это есть уравнене эллипса относительно полярной системы коорди- 
вать, полюсъ которой находится въ фокусЪ, а поларнал ось совпадаеть 


*) До сихъ норъ мы употребляли это наименоваве въ его широкомъ смыслв (см 
- 35), т, е, какъ назване всякой постоянной величины, служащей для опредфленя 
. Въ настоящемь же случав ему приинсывается исключительное геометрическое 
узеще. 
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съ большой осью и направлена изъ полюса къ ближайшей вершин%. 
Очевидно, что его можно также представить въ видв 
_ (1—5) 
1 ес0зф * 


$ 3. Касательныя и нормали. 


253. Уравнене касательной въ эллипсу, отнесенному къ его осямъ. 
‚и выражаемому, слфдовательно, уравнешемъ 


2 2 
ее 


можно получить изъ общаго уравневя касательной къ кривой‘ вто- 
рото порядка (ем. стр. 121), разематривая само уравнеше эллипса, 
(1), какъ частный видъ общаго уравневя второй степени. Но, въ ви- 
ду простоты уравнения .(1), легко получить уравнене касательной и 
непосредственно, повторяя одинъ изъ тфхъ премовъ, которые мы при- 
лагали къ общему уравненю. Замфчая, наприм$ръ, что уравнеше 


(#— м) (а), ии Ц, 
Г а 7 МР” ях 5? 1 
выражаеть сЪкущую, встрёчающую оэллипеъ (1) въ двухъ точкахъ 
(а, у) и (а, уз), и полагая, что эти дв точки постепенно сближа- 
ются, будемъь имфть, что въ предфлЪ, когда сЪкущая обратится въ 
касательную, уравнене ея будетъ 


а? р 
или 
ИИ 
5 : 
или 
ЗЕЕ У — 
т... ..... и @ 


ЗдЪеь 2 и у) суть координаты точки прикосновешя, ах иу ко- 
ординаты любой точки касательной. 

Такъ какъ въ приведенныхь соображетяхь не принимается вовсе 
во внимаше, что оси координать прямоугольныя, то эти соображешя | 
примВнимы и къ случаю, когда эллипеъ отнесень къ каким бы ни 
было двумъ сопряженнымъ д!аметрамъ (см. стр. 173). Полагая, что въ 
этомъ случаф его уравнеше есть 


И 
тя 
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бтдемъ, слфдовательно, имфть для выражев!я касательной уравнене 


уу 
и 

254. Мы видфли (ем. стр. 125), что если въ уравнени касательной 
змфето координать точки прикоеновеня будуть находиться кордина- 
ты какой-нибудь точки плоскости, то это уравнене будеть представ- 
лать поляру этой точки. 

Полагая, что данная ‘точка находится на большой оси эллипса, бу- 
демъ имфть, изъ уравнев!я (2), что ея поляра выражается уравнешемъ 


аа =а*, 


и точна тавже поляра точки, лежащей на малой оси эллипса, будеть 
зыражаться уравнешемь 


ии =. 


Припоминая, что двЪ точки, изъ которыхь каждая лежить на по- 
лярЪ другой, называются соиряженными (см. стр. 126), мы видимъ, та- 
кимъ образомъ, что половина большой оси эллипса есть средняя гео- 
метрическая разстоянй каждыхь двухъ сопряженныхь точекъ этой оси 
оть центра эллипса и такое же значеше имфетъь половина малой оси 
для лежащихъ на ней сопраженныхъ точекъ. 


Соотношеня эти указывають на простой способъ построен поляры 
закой угодно точки по отношению къ эллииеу, когда даны оси этой 
вривой. 

Если положимъ въ уравневи (2) х=-Ес и у=0, то оно обратит- 
са съ 

=е=а 
или 


ха 
Это показываеть, что каждая изь двухь директрись эллипса есть 


поляра соотвуътствующалю ей фокуса. 


255. Можно получить уравнеше касательной къ эллипсу еще сл%- 
дующимъ образомъ, 


Пусть 
утес мае 8) 


будеть уравнеше какой-нибудь прямой. Исключая у изъ этого уравне- 

я и уравнев!я эллинса (1), получимъ 
2, (тан) 
а? Г 


= 18$-— 


или 
(52 - ат?) -- 2а?тпх - а* (п? —?) = 
откуда опредЪляются абециссы точекъ пересЪфченя. 
Если прямая (3) касается эллипса, то корни послфлняго уравнешя 
должны быть равны между собою и, елфдовательно, должно быть 
а?тЗи? == (5 -|- аи?) (и? — 6?) 
или, по сокращени, 


п? — ат? — = 0, 

откуда 
п=== Ут. 

Слфдовательно, уравнеше (3) обращается въ 


у=т;=У ат РИ. ......... 
и, при данномъ угловомъ коэффишентЬ тж, представляеть двЪ каеа- 
тельныя къ эллиису, имфюция данное направленге. 


Такъ какъь У а?т?-- 5? есть дЪйствительная величина при всякомъ 
дЪйствительномь значеши 9, то заключаемь, что в0 всякомь направле- 
лени къ эллипсу момуть быть проведены двъ касательныя. 

256. Если касательных, выражаемыя уравневемъ (4), проходятъ черезь 
данную точку (21, у), то должно быть \ 


зи = та == У ат? №, 


т?(л — а*) — Этхии (и —)=0. 

Отноеительно т это есть уравневе второй степени, корни котораго 
суть угловые коэффищенты двухъ проходящихь черезь данную точку 
касательныхъ. Эти двЪ касательныя будуть перпендикулярны между 
собою, когда произведеше ихъ угловыхъ коэффищентовь равно отри- 
цательной единицЪ, т. е. когда. 


откуда. 


ар 
т? — а* 

или 
жи = а? В. 


Это показываеть, что точки пересБченя периендикулярныхь между 
©0бою касательныхъ находятся на окружности круга, выражаемаго. 
уравнешемъ 

ру =а- и; 
иначе говоря, геометрическое мфето вершины прямого угла, стороны 
котораго касаются эллипса, есть окружность, описанная около прамо- 
‘угольника, построеннаго на осяхъ эллипса. 
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257. Прямая, проходящая черезъ какую-нибудь точку М эллипса и 
перпендикулярная къ касательной въ этой точк® (фиг. 55), есть нор- 
жаль къ эллипеу (ем. стр. 123). я 

Такъ какъ уравнеше всякой прямой, 
проходящей черезъ точку (хи, у), есть 


А(х — =) - Ву-и)=0 


и услоше периендикулярности этой пря- 
мой съ касательной (2) есть 


Е Я 
Аа Ви =0, 
то заключаем, что уравнеше нормали въ точкЪ (21, /) есть 


аи _@— и 550 
[а ЕЕ 


или 


Я ЕД 
Пусть № и Т будуть точки, въ которыхъ нормаль и касательная въ 

точк& М пересфкаются съ большой осью эллипса. Полагая въ уравне- 
ии нормали (5) у=0, получимъ 

53 

ох==® 

а 
в точно также, полагая у=0 въ уравнеши касательной (2), будемъ 
имфть 


оТт= 


м ` 


СлЪдовательно, 
Ом. ОТ = в. 

258. Отрёзокь ММ нормали, заключающийся между точкою эллипса 
и точкою пересфченя съ осью абециссъ, называютъ длиною нормали. . 
ОтрЪзокъ же этой оси, заключающийся между перпендикуляромъ на ось 
изъ точки М и нормалью въ этой точкф, называется зоднормалью. или 
субнормалью. 

Обозначая субнормаль чрезъ 5», будемъ имфть 


откуда 
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СлЪдовательно, абсцисса всякой точки эллипса дълится нормалью въ 
постоянномь отношенёи. 


Длина пормали эллипса опред$ляется по общей формул для раз- 
стояня между двумя точками слфдующимъ образомъ: 


му 


откуда 


ит 
МУ ВЕТ 


Но если назовемъ чрезъ, { длину перпендикуляра изъ центра эллипса, 
на касательную, то изъ уравнен я касательной (2) будемь имфть 


Слфдовательно, 


Такимъ образомь видимъ, что ироизведение нормали въ какой-нибудь, 
эточкь эллипса на перпендикуляръ изъ центра на касательную вь этой 
точкь есть величина постоянная, равная квадрату малой полуоси. 

Отрфзокъ 2Т касательной, заключающийся между точкою прикосно- 
вешя и точкою пересфченя съ осью абецисеъ, называютъ обыкновенно 
длиной касательной. Отрфзокъ же этой оси, завлючаюнийся между ка- 
сательною и перпендикуляромъ изъ точки прикосновен!я, называется 
подкасательной или субтанченсомь. 


Обозначан подкасательную черезь 5#, будемъ имЪть, что, по аб0- 
лютной величин, 

# у? 4 
—ж= ег 
И 


Что же касается длины касательной, то для нея получимь слфдую- 
щее выражене: 


и З— 2% 
мт Ё ти 


(а — а) Ра 
= а = 


а г. 


— д (ау? ал?) у“ а 
в р и + 


== 187 — 


и такь какъ, обозначая чрезь & длину перпендикуляра изъ центра 
элдинеа на нормаль, будемъ имфть изъ уравнешя нормали (5) 


то 


259. Пуеть РО и Е’С’ (фиг. 55) будуть перпендикуляры, опущен- 
ные изъ двухъ фокусовъ эллипса на какую-нибудь касательную. Изъ 
уравнешя касательной (2) будемъ имфть, что длины этихъ перпенди- 
куляровъ выражаются слЪдующимъ образомъ: 


ис а 


гдф ал ии суть координаты точки прикосновен!я. 
Слфдовательно, 


Члены послфдняго отношен!я, какъ мы видфли выше (ем. стр. 178 
и 119), суть радусы векторы точки прикосновения `1/, т. е. разстояшя 
МЕи МЕ, и потому имфемъ 


ЕС _ МЕ 
то м. 

Это доказываеть, что прямоугольные треугольники ОЕ и МО’Е’ 
подобны и, слфдовательно, углы СМЕ и С’МЕ’ равны. 

Итакъ, касательная къ эллипсу составляеть равные умы съ радёусами 
векторами точки прикосновеня. 

То же самое свойство принадлежитъ, слфдовательно, и нормали въ 
точкь М, въ чемъ можно убфдиться и непосредственно, усматривая 
изъ найденнаго выше выражен!я отрёзка О№, что нормаль ММ дФлить 
сторону ЕЕ’ треугольника ЕМЕ' на части, пропорцюнальныя двумъ 
его другимъ сторонамъ. При этомъ слфдуеть замфтить, что нормаль 


есть бисектрь внутренняго угла этого треугольника, & касательная 
‘внфшняго, 
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260. Перемножая предыдущйя -выраженя перпендикуляровъ КО и 
Е’С’, получимъ 


— ва 
а" 

ЕС.Е А ГР 
с ь 


Слфдовательно, 


Произведене пертендикуляровь изъ двухь фовусовь эллипса на какую 
бы ни было касательную есть величина постоянная, равная квадрату 
малой полуоси. 


261. Пусть К будетъь точка, симметричная съ фокусомь К отноеи- 
тельно касательной (фиг. 55), т. е. лежащая на перпендикулярв РО 
такъ, что КО = РС. Соединивъ эту точку съ точкою прикосновешя 21, 
будемъ имфть, что углы КМС, ЕМС и Е’МС’ равны между собою и, 
притомъ, МК = МЕ. Слфдовательно, прямая ЛМК есть продолжеше 
радтуса вектора М и разстояше Е’К равняется сумм радмусовъ век- 
торовь ЕМ и ЕМ, т. е. большой оси 2а- 

Такъ какъ въ треугольникф КЕЕ’ точки С и О суть средины двухъ 
сторонъ, то прямая, соединяющая эти точки, параллельна третьей сто- 
рон$ ЕК и равняется ея половинЪ, т. е. половинЪ большой оси. 

Точно также легко убфдиться, построивши точку симметричную съ 
фокусомь Е’ относительно касательной, что и разстояше точки С’ отъ 
центра эллипса равняется половин его большой оси. 

`Такимъ образомъ убЪждаемел, Что ометрическое мюсто основан 
перпендикуляровь изъ фокусовь ‘на касательныя есть окружность, то- 
строенная на большой оси, какь на Фаметрь. 


262. Изъ того, что точки, симметричныя съ фокусомь эллипса отно- 
сительно касательныхъ, находятся на разетояни, равномъ большой’ оси, 
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оть другого фокуса, легко обнаруживается одивъ изъ епособовъ по- 
строен! я касательных къ эллипс. 

Положимь что требуется построить касательныя къ эллипеу, прохо- 
дяшя черезъ данную точку Р (фиг. 56). Точки, симметричных съ фо- 
вусомъ Ё относительно искомыхьъ касательныхъ, 
должны находиться на такомъ же разстолши отъ 
данной точки, какъ и этоть фокусь. Съ другой 
стороны эти точки должны находиться на раз- 
стоянш, равномъ большой оси, отъ фокуса Е’. 
Слфдовалельно, описавши изъ точки Р, какъ 
центра, окружность радусомь РЁ, а изь фо- 
вуса Ё', какъ центра, окружность радтусомъ, рав- 
нымь большой оси, и соединивши точки пересф- Фиг. 56. 
чешя С и Г этихъ окружностей прямыми ливми съ фокусомь Е, 
будемь имфть, что перпендикуляры изъ данной точки на эти прямыя 
суть искомыя касательныя. 

Прямыя СЕ’и ОЕ, соединяющя точки пересъченя окружностей 
съ другимъ фокусомъ, опредфлять, очевидно, на этихъ касательныхь 
точки прикосновевя. 

Положимъ теперь, что требуется построить касательныя къ эллинсу, 
параллельных данной прямой ХУ (фиг. 57). Описавши изъ фокуса Е”, 
какъ центра, окружность радусомъ, равнымъ 
большой оси и проведя черезъ другой фокусъ 
Е хорду СЕ этой окружности, перпендикуляр- 
ную къ данной прямой, будемъ. имЪть, на оено- 
ванши предыдущаго, что концы С и Е этой 
хорды суть точки, симметричных съ фокусомь Е 
относительно искомыхъ касательныхь. Сами же 
касательных будуть, слфдовательно, перпенди- 
куляры къ этой хордЪ, возставленные изъ 
срединъ отрфзковъ ЕР и РО. ыы 

Точки М и М пересфчешя ихъ съ радусами ЕЕ и ЕС построен- 
ной окружности суть, очевидно, точки прикосновешя. Он могут быть 
найдены также, какъ точки пересфченя этихъ радусовъь еъ прямыми, 
имъ параллельными и проходящими черезь фокусь Г. 

263. Изъ предыдущаго легко обнаруживаются также слЪдующйя свой- 
ства касательныхь къ эляицеу. ) 

Двъ касательныя къ эллипсу составляють равные умы 65 прямыми, 
соединяющими точку ихь пересьченёя съ фокусами. | 

Пусть РМ и РМ’ будутъ двЪ касательных; перес$каюнияся въ точк® Р 
(фиг. 58). Взявши точки К и К’, изъ которыхъ первая симметрична 
съ фокусомь Е относительно одной изъ нихъ, а вторая симметрична 
съ фокусомъ Е’ относительно другой, будемъ имфть 
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РК=РЕ и РК=РЕ, 


и такъ какъ, вромф того, разстояыя ЕК’и Е’К равны между собой, 
какъ равныя большой оси эллипса, то изъ равенства треугольниковъ 
х ъ ЕРК’и КРЕ' заключаемъ о равенств% 
х угловь ЕРК’и КРЕ'. Отнимая же отъ 
\ этихъ угловь ихъ общую часть ИРЕ”. 

К получимь * 


Е у Е Е'РК' = Д ЕРК 

или, по раздфлени на 2, 
ДЕ'РМ' = ЕРМ, 

что и требовалось доказать. 

Вь справедливости поелЪдняго предположевя можно убфдиться также 
изъ пропорщональности разетоянй фокусовъ отъ двухъ касательныхъ, 
пропорщюнальности, которая есть прямое слфдстые одного изъ до- 
казанныхь выше свойствъ эллинса. 

Въ самомь дфлЬ, обозначая чрезъ ии м’ разетоявя фокусовь Ри Е’ 
оть касательной РМ, а чрезъ г и т’ отъ касательной РМ’, будемъ 
имВть (ем. стр. 188) 


Фит. 58. 


ии’ = 0 =, 
откуда 


264. Изъ равенства треугольниковь ЕРК’и КРЕ' (фиг. 58) слЪ- 
дуетъ также равенство угловь РЕМ’ и РКМ, но, велфдстые симмет- 
ричности точекъ К и Е относительно касательной РЛ/, имфемъ 


Е РЕМ = 2 РЕМ. 
Слфдовательно, 
5 РЕМ = & РЕМ'. 


Это показываеть, что прямал, соединяющан точку пересфчешя двухъ 
касательныхь къ эллипсу съ его фокусомъ, дЪлить пополамъ уголъ, 
образуемый двумя радтусами векторами, проведенными изъ этого фоку- 
са къ точкамъ прикосновенйя. 

Отсюда заключаемъ, что уголь, подъ которымъ виденъ изъ фокуса 
отрфзокъ какой-нибудь касательной къ эллипсу, заключаюнийся между 
двумя данными касательными, имфеть постоянную величину, ибо онъ 
равняется половин угла, подъ которымъ видна изъ этого фокуса хорда, 
соединяющая точки прикосновен!я данныхь касательныхъ, 


УРАНА 9: —^ л ей. 


= а 


Если точка Р пересфченя касательныхь находится на директрис%, 
то, припоминая, что послфдняя есть поляра фокуса, заключаемъ, что 
хорда, соединяющая точки прикосновеня касательныхь, какъ поляра 
точки Р, проходить черезь фокусъ. Это значить, что уголь, образуе- 
мый радфусами векторами, проведенными изъ этого фокуса къ точкамь 
прикосновеня, равняется двумъ прямымъ. Отсюда слфдуетъ, что отр$- 
зокЪ всякой касательной, заключающийся между точкой прикосновеня 
и директрисой, виденъ изъ соотвЪтетвующаго этой директрисв фокуса 
подъ прямымъ угломъ. 


$4. Сопряженные д1аметры. 


265. ДвЪ хорды эллинса, соединяюцщйя какую-нибудь его точку Р съ 
концами какого-либо даметра №/2М° (фиг. 59), называются дополнитель 
ными. Если возьмемъ два даметра КК’ и 
ТД) , параллельные такимъ хордамъ, то каж- 
дый изъ нихъ, будучи прямою, проходящею 
черезъ середину стороны №1’ треугольника 
МРМ" параллельно. другой его сторон%, раз- 
дфлить третью еторону пополамъ. Это дока- 
зываеть, что маметры КК’и ГГ’ суть ©о- 
пряженные (см. стр. 117). 

Итажъ, маметры, параллельные двумъ какимъ-нибудь дополнитель- 
вымъ хордамъ, суть сопряженные. 

Обратно, если даны два сопряженные даметра КК’ и ГГ’, то па- 
раллельныя имъ хорды, проходяиця черезъ какую-нибудь точку Р эл- 
липса, будутъ. дополнительными. Это слфдуетъ изъ того, что оба дан- 
ные д1аметра должны дьлить хорду №’ пополамъ, а потому нослёх- 
няя, какъ проходящая чрезь ихъ точку пересфченя, есть дламетръ. 

266. Если эллипеъ отнесенъ къ его осямъ и выражается уравненемъ 


то, какъ мы видфли (ем. стр. 175 и 176), дв хорды, пересфкающяся 
въ какой-нибудь его точкЪ и проходяшйя чрезь концы большой оси, 
выражаются уравненями 
ау = Ча — =) и Тау =Иа-- >). 
Полагая, что уравнешя даметровъ, имъ параллельныхь и, слдова- 
тельно, сопряженныхъ, суть 


у=тх и т’, 


будемъ имфть 


откуда, при веякомъ значеши №, 


з 
Нее ани ния В) 


наб 


соотношене между угловыми коэффищентами двухъ какихъ бы ни было 
сопряженныхь даметровъ. у 
Это соотношене можно было бы также получить, какъ частный вид 
такого же соотношевя, Фыведеннаго выше (см. стр. 117) для кривыхъ 
второго порядка, выраженвыхъ общимъ уравнешемъ второй степени. 
Обозначая чрезь с и В углы, которые два сопряженные д!аметра 
составляютъ съ большою осью эллипса, будемъ, сл$довательно, имЪть 


у 
9998 = — а. бы 


и такъ вакъ вторая часть этого равенства есть величина отрицатель- 
ная, то изъ двухъ угловъь & и @ одинъ острый, ‘а другой тупой. Это 
показываетъ, что веяые два сопряженные 
даметра эллипса помфщаются въ различ- 
ныхь углахъ, образуемыхъ его осями. 
267. Пусть ММ’ №ММ№' будуть два ка- 
ве-нибудь сопряженные даметра (фиг, 60). 
Обозначая чрезъ 2) и у! координаты точ. 
ки М, а чрезь х. и у. координаты точ- 
ки №, будемь имЪть, что уравненя этих 
дламетровъ суть 


Равенство (2) приметъ въ такомъ случаЪ- видъ 


У вы 
2 а? 
или 


92а | 
а? в О 


Отсюда находимъ 


Е Е: НИ 2: 9 
ВР ай 


и такъ какъ точки № и М находатся на эллииев, то члены по 
няго отношешя равны единиц$. 


= 183 — 


а и о. 
причемь, какъ видно изъ (4), верхнему знаку одного равенства соот- 
вЪтствуетъ верхнй же знакъ другого и нижнему нижн!й. 

Равенство (4) есть пе что иное, какь услове параллельности одного, 
изъ двухъ сопряженныхь маметровь ММ’и №№ съ касательными въ 
концахь другого. Соотношешя (2) или (3) можно было бы, сл$дова- 
тельно, получить, какъ слфдетые этого свойства, доказаннаго нами выше 
для кривыхъ второго порядка вообще (см. стр. 122). 

268. Если обозначимъ черезь 2а’ и 2’ длины даметровь ММ’ и 
№№, то будемь имфть, въ силу послфднихь равенетвъ, 


бай Ей 
а? 


2..2 
а ау 


Е 2 | 632 
о -Ру а ЧА + и 


откуда, по сложени, получимь 


4-53 (®; й ии 


а ТО) 


Это показываеть, что сумма квадратовь двухъ сопряженныхь Фамет- 
206% эллипса есть величина постоянная, равная суммъь квадратовь 
©0 осей. Предложене, извфстное подъ назвашемъ первой теоремы 
Аполлоня. 

Называя буквою Д площадь треугольника ЛОМ, будемъ имфть, 
ло общей формулЪ для опредфленя площади треугольника по коорди- 
натамъ его вершинъ (см, стр. 52), 


2А = муз —/ 42, 
или, въ силу равенствъ (5), : 


фа 


А =” 
а 


или 
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ее бя 


Первая часть этого равенства означаеть площадь параллелограмма 
МоОмМ$, а вторая площадь прямоугольника АОВС. Мы убЪъждаемся, 
такимь образомъ, что площадь параллелорамма, построеннаю на двуть 
сопряженныхь дгаметрать эллитса, есть величина постоянная, равная — 
площади прямоуюльника, построеннаю на ею осяхь. Это есть втораи — 
теорема Аполлошя. . 

Если ф есть уголъ между даметрами ММ’ и ММ’, т.е. 9=8— а, | 
то площадь треугольника МОМ можеть быть выражена произведе- 


цемь т шеф, велфдстые чего равенство (7) можеть быть пред- 


ставлено въ видЪ 
Г Ор 


и выражаеть, слфдовательно, зависимость между величинами сопряжен- 
ныхъ даметровъ и угломъ, ими образуемымъ. 

269. Свойства даметровъ, выражаемыя двумя теоремами Аполлон, 
суть не что иное, какъ прямое геометрическое истолковаше доказанной 
нами выше неизмфняемости оть преобразовашя координать для всякой 
центральной кривой слфдующихъ двухъ выражений (см. стр. 144): 


А-- С— Веоз® я В —4АС 
1? 02 зо ’ 
тд$ А, Ви суть коэффищенты при 27, ху и у? въ уравнени этой” 
кривой, а © уголъ между осями координатъ. 


Если кривая есть эллипеъ, отнесенный къ его сопряженнымь даме- 
трамъ, уголь между которыми есть ф, то уравнеше ея есть 


м у ф 


2-68 . 


и названныя выраженя обращаются въ 


1 1 1 —4 
(се 51) зп ф х ау зиаф” 


Если же за оси координать принлты оси эллипса, то уравнеше 
его есть - 


—4 
5 ` 


— 195 — 


Сл довательно, 


1 1 
(С в У) зиРо Ги 
ВЫ 
аЗуззийо — а° 
Второе изъ этихъ равенствь равнозначуще съ (8) или (7); первое же 
при существовани второго обращается въ (6). 

270. Такъ какъ всф точки эллипса находятся внутри круга, описан- 
заго на егс большой оси, какъ на даметрЪ, то внутреный уголъ меж- 
ду двумя дополнительными хордами, опирающимися на большую ось, 
больше прамого. Это показываеть, что и уголь [ОМ между сопря- 
жевными полудаметрами, лежащими по одну сторону отъ большой оси, 


также тупой. х 
Изъ равенства (8) мы имфемъ для этого угла 
о 690% 
а 
и, слЪдовательно, 
ь а? 
= пай, 


Но такъ какъ, велфдетве равенетва (6), 
4(а'5'? — аз?) = (а? — 2) — (а — 6), 
то 140?ф = ЖЕ ВВ 2 
Е Ф (8—0 — (а— 


Отсюда видно, что тупой уголь МОМ между двумя сопряженными 
заметрами получаеть наибольшую величину, когда а’=0', т. е. когда 
эти даметры равны между собою и, слФдовалельно, равно наклонены 
=ъЪ осямъ эллинса. Въ такомъ случав 


«0м=—= 


271. Легко видЪть, что два равные сопряженные д1аметра совпадають 
сь датоналями @Н’и НС’, поетроеннаго } 
ва осяхъ эллипса прямоугольника (фиг. 61). 
ДЪйствительно, полагая, что уравнен!я этихь 
дмагоналей суть 


у= тх и у=т’с, 


будемь имЪть 


и, елфдовательно, 


СЕ 
тт’ — — чз’ 


что и доказываеть, что даметры ОК и ОГ, суть сопряженные. 
Это видно также изъ того, что дагонали @Н’и НС” параллельны 
дополнительнымь хордамъ, соединяющимь вершину В съ вершина- 
ми ди А’, 
Если назовемъ уголь ФОН черезъь ф, то будемь имфть изъ прямо- 
угольнаго треугольника ОВ 


Слфдовательно, 


8 это и есть предыдущее выражене тангенса наибольшаго угла между 
сопряженными даметрами. 
272. Пусть 1 будеть длина периендикуляра МК, опущеннаго изъ 
конца одного изъ сопряженныхь даметровъ на другой (фиг. 60). Въ 
тавомъ случаф равенство (7) можетъ быть представлено въ видь 
=, 
откуда 


Такъ же точно выражается, какъ мы видфли (см. стр. 186), разетоя- 
ше касательной къ эллипсу въ точкь М отъ его центра. 


273. Еели эллипеъ, отнесенный къ двумь какимъ-нибудь сопряжен- 
нымь даметрамъ, выражается уравнешемь, 


2 2 
а 


и 2; И суть координаты какой-нибудь его точки, то дламетръ, прохо- 
дяш чрезъ эту точку, и ему сопряженный выразятся уравненями 


зу — уд =0 


98: — 


шум _ 
и РЕ — у ы 


Полагая х=а’, получимъ изъ этихъ уравненй 


у 


д 

Такъ какъ уравнеше х==а’ выражаетъ касательную къ эллипеу въ 
конц даметра, принятаго за ось абециесъ, то послЪдня выражешя 
означають, очевидно, отрфзки этой касательной, заключающиеся между 
точкою прикосновешя и разематриваемыми сопряженными даметрами. 
Замфчая, что произведеше этихъ выражей при всякихъ значеняхь 
эл ии есть— 6”, приходимъ къ заключению, что произведеще отрьз- 
ховъ касательной къ эллитсу, заключающится между точкою прикосно- 
земя и двумя какими бы ни было сопряженными Фаметрами, есть ве- 
личина постоянная, равная квадрату полудаметра, параллельна этой 
касательной. 

274, Пользуясь этимъ свойствомъ, не трудно построить оси эллипеа, 
когда даны два его сопряженные д1аметра, 

Пусть ОМ и ОМ будуть половины такихъ даметровъ, данныхь по 
величин и направленю (фиг. 62). Возьмемъ 
на продолжени одного изъ нихъ ОМ точку С 
такь, чтобы было 


а 

ОМ.М6= ом, 
и построимъ окружность, проходящую чрезь 
точки О и С и имБющую центръ на прямой, 
проведенной чрезъ М параллельно ОМ. Эта 


прямая есть, очевидно, касательная къ эллиису, и отрзки ея внутри 
построенной окружности будуть таковы, что 


МА.МВ=Ь— 0. 
Слфдовательно, прямыя ОЛ и ОВ будутъ два перпендикулярные между 


собою сопряженные д1аметра, т. е. оси эллипса. 


Что касается величинъ осей, то онф опредфляются по величинамъ 
данныхъ сопряженныхь д!аметровъ на основани теоремъ Аполлошя, 
т, е. соотношенй 


= 


0 в 


Фиг. 62. 


ео = а 5 
и 
аб = а’’зтф, 
(ао = а о -- 2 зто 


(а— 6 =а?-- 5? —2азшу. 


изъ которыхъ 


и 


== 198 -— 
'СлЪдовательно, 


2а= Уаз -Е 53 + 25 зто + Уаз -Е5?— 25 пФ 


26 = Уаз -Е уз -- 24 зто — Иа? 5 — За’ зш9. 


Величины эти помощью циркуля и линейки также легко могуть быть 
построены. 


ГЛАВА ВОСЬМАЯ 
ГИПЕРБОЛА. 


$ 1. Форма и поетроеше гиперболы. 


275. Въ предыдущей главф мы исходили изъ предположеня, что въ 
‘уравнени 


Ааа бо, мены) 


выражающемьъ центральную кривую второго порядка, отнесенпую къ 
двумъ ея сопряженнымъ дламетрамъ, коэффищенты А и С имфють 
одинаковые знаки. Будемъ теперь предполагать, что эти коэффищенты 
имфють различные знаки. 

Относительно постояннаго члена Е можно при этомъ едЪлать каж- 
дое изъ трехъ слфдующихъ предположен!й: 1) онъ имфетъ знакъ, оди- 
наковый со знакомъ коэффищента С, 2) онъ имфеть знакъ, одинако- 
вый с0 знакомь коэффищента А, 3) онъ равень нулю. И мы уже 
знаемъ (см. стр. 139), что въ первыхъ двухъ случаяхъ уравнеше (1) 
выражаеть гиперболу, а въ послфднемъ совокупность двухъ дЪйстви- 
тельныхъ прямыхъ. - 

Имя въ виду изучене свойствъ гиперболы, мы займемся въ наетоя- 
щей главЪ преимущественно первыми двумя случаями. 


276. Представляя уравнеше (1) въ видЪ 


гл аи суть дЬйствительныя и конечныя величины и притомъ верх- 
не знаки во вторыхъ частяхъ относятся къ тому случаю, когда Си ЕР 
имВють одинаковые знаки, а нижн!е къ случаю, когда А и Е имфють 
одинаковые знаки, 


— 200 — 


Уравнене (1) принимаетъ, такимъ образомъ, въ этихь двухъ 
чаяхь видъ 


и ыы т я 1. 

ДьЪ гиперболы, выражаемыя этими уравнешями при одвихъ ит» 
же значешяхъ постоянныхъ аи ®, пазываютея сопряоюенными ме: 
собою. 

Такъ какъ каждое изъ этихъ двухъ уравневй обращается въ дру 
гое при измфнени наименован!я осей абециесь и ординатъ и соотв: 
ственномъ тому измфневи обозначеня постоянныхь @ и 0, 10 за 
чаемъ, что всякая гипербола, разсматриваемая въ отдВльности, мож 
быть, при соотвфтетвенномь наименован/и осей, выражаема уравнешемь 


я 


вы 

Полагая въ этомъ уравнеши 2 =0, получимь у==у-т, отку- 
да заключаемъ, что даметръ, принятый за ось ординать, не пересф- 
каеть гиперболы; такой д1аметръ называютъ мнимымь '). 

Если же положимъ у=0, то будемь имфть == а, откуда ви- 
димъ, что ось абецисеъ пересфкаетъ гиперболу въ двухъ точкахъ, от- 
стоящихь оть ея центра на разстояше а- 
Дламетръ, принатый за эту ось, есть, слЪдо- 
вательно, дъйствительный и 2а есть ето 
длина. 

217. Въ слфдующемъ мы будемъ полагать. 
что уравнеше (2) выражаеть гиперболу от- 
носительно прямоугольной системы коорди- 
натъ (фиг. 63). Ось абециееъ будетъ въ этомъ 
случа дъйствительною или поперечною осью 
гиперболы, а ось ординать ея мнимою осью. Концы А и А’ дфйстви- 
тельной оси суть двЪ вершины гиперболы. Длина дЪйствительной оси АА” 
равняется 2а. 

Р»шая уравнеше (2) относительно у, получимъ 


из 
== 


Е аи ОВ 


Фиг. 63. 


НИ 


и такъ какъ отсюда видно, что дЪйствительныя значеня у соотвЪт- 
ствують такимь значешямъ х, абсолютная величина которыхь болфе 
а, то заключаемъ, что двф вЪтви гиперболы (см. стр. 134) расположе- 
ны по разныя сторовы отъ прямыхь КЁи К’Г’, проходящихь черезъ 


1) Мнимый маметрь не есть мнимая прямая (см. стр. 68); не существуеть только, 
его точекъ пересёченя съ гиперболой. 


ме А ИЖЕ Зет * 
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вершины А и А’и параллельныхъ мнимой оси, и что между этими 
прямыми не существуеть точекъ гиперболы. 


Если на прямой, проходящей чрезъ одну изъ вершинъ параллельно 
мнимой оси, отложимъ отрфзки АК и АГ, равные $, и соединимь 
точки Ки Г, съ началомъ координать, т. е. центромъ гиперболы, то 
будемь имфть дв прямыя КК’ и ГГ”, уравневя которыхъ, какъ 
видно изъ самаго построенйя, суть 

ъ 


$ ь 
ая и о . (4) 


Легко видЪть, что двЪ вЪтви гиперболы помфщаются въ двухъ про- 
тивоположныхь углахъ КОГи К’ОГ,, образуемыхъ этими прямыми; 
въ углахъь же, смежныхь съ этими, не существуеть точекъ кривой. 
Это слЗдуеть изъ того, что абеолютныя величины ординатъ, опредля- 
емыхь уравнешями (4), при всякомъ х, болфе абеолютной величины 
ординаты гиперболы (3) при этомъ же значеши х. 

Уравнешя прямыхъ (4) могуть быть представлены слфдующимь 
образомъ: 


ОВ: со ГЕ: 2 
А 


ОЕ НО 


Сравнивая это уравнене съ уравненемъ самой гиперболы, мы ви- 
димъ, что оно прёдставляеть равенство нулю суммы членовъ второго 
измфрен!я и потому выражаеть ассимтноты этой кривой (ем. стр. 109 
и 114). Прямыя КК’и ГГ’ суть, слБдовательно, ассимитоты раземат- 
риваемой гиперболы. 


278. Ассимптотою къ какой-либо кривой лиши, имЪющей безконеч- 
ныя вфтви, называютъ вообще такую прямую, что разстояне оть нея 
точекъ кривой безпредвльно уменьшается по мфрф удалешя этихъ 
точекъ въ безконечность. Не трудно показать, что это свойство при- 
надлежить и прямымь КК’ и Г. 

ДЪйствительно, разстояше какой-нибудь точки 1 гиперболы оть 
прямой КК’ равняется, очевидно, по абсолютной величинв разности 
ординатъ (4) и (3), т. е. 


Те-Уя 


умноженной на косинусъ угла, составляемаго этою прямою съ осью 4.4’. 
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Слфдовательно, обозначая это разстояне черезь 4 и полагая, что 
Д КОА —4, будемъ имЪть 


а=?е-Ув=я) из, 


и такъ какъ 


ъ 
а и 08 = =, 


то 


или 


Уяр ету=в) 


Отсюда и видно, что, нри удалеши точки № по гиперболь въ без- 
конечность, когда, слФдовательно, абециеса х этой точки безпредЪльно 
возрастаеть, разстояше 4 безпредфльно уменьшаетея и, при х=оо, 
обращается въ нуль. 

279. Если обозначимъ черезъ х разстояще какой-нибудь точки М 
типерболы оть центра, т. е. половину д!а- 
метра ОМ (фиг. 64), а черезъ ф уголъ, обра- 
зуемый этою прямою съ положительнымъ ва- 
правлешемь оси абециссь, то будемъ имЪть 

д=760$Ф и уУ=кэшФ, 
и уравнене гиперболы (2) обратится въ 


2 (о ее =. вы 


а в? 
или 
26? 
и — (а 5) зи” 
откуда 
ав 


ЕР опен: 6) 


Это есть уравнене гиперболы въ полярныхъ координатахъ. 
Для вефхь точекъь гиперболы, находящихся внутри нормальнаго 
л 
угла ХОТ, уголь ф заключается между Ои`, и послфднее равенство 
показываеть, что, съ возрасташемь этого угла, разстояше х = ОМ также 


— :208 — 


й 


возрастаетъ. ДЪйствительная ось гиперболы есть, слфдовательно, наи- 
меньшй изъ ея дламетровъ. 
Если 


Г. ь 
муз 
и, слЪдовательно, 


и ф=А, 


10 у=<о. Это показываеть, что даметры гиперболы безпред®льно воз- 
растають по мфрф уклонешя отъ дЪйствительной оси и дфлаются без- 
конечно большими при совпадеши съ зесимптотами. 
280. Если ф> 1 и, сл$довательно, 

ь ь 

з ==, 

шф > УнЕя 
то величина х будетъь мнимою. Полагая при этомь „=о\У —1, мы 
будемъ имфть изъ уравнеша (6) 


Бе Е 
Иез) зи 

Эта величина будетъ въ настоящемь случаЪ дЪйствительная и, слЪ- 
довательно, координаты о и ф, удовлетворяющя послёднему соотно- 
шению, будуть опредфлять дЪфйствительную точку №, & само это со- 


отношене будеть уравнешемъ въ полярныхъ координатахь нфкоторой 
дЪйствительной кривой линии, 


Представляя это уравнене въ видЪ 


[о 


0(а?зи?ф — 52032ф) = а? 
или 


:(” = ты 


ь а? 


и полагая 
©608ф = и озтф = 


получимь уравнене той же лини въ прежнихь прямолинейныхь ко- 
ординатахь 


Это есть уравнеше гиперболы, сопряженной съ разсматриваемою. 

Мы видимъ, такимъ образомъ, что мнимые, маметры каждой изъ двухъ, 
сопряженныхь гиперболь суть дёйствительные другой, и обратно. Ав- 
симптоты же обфихъ сопряженныхъ гиперболь однф и тЪ же. 


2 Бе 


Подъ именемь длины мнимато даметра данной гиперболы (2) разт- 
м$фють обыкновенно длину №№ этого даметра, какъ дЪйствительнаге 
для гиперболы, сопряженной съ данною. Въ частности длина мнимой 
оси есть разстояше 25 между вершинами В и В’ этой сопряженной 
гиперболы. 

281. Предетавивъ уравнене гиперболы (2) въ вид 


2 


= а? 


ав (а2 — а) 


а? — ау 
или 


и замфчал, что въ такомъ случа оно можеть быть разематриваемо, 
какъ результать перемножен!я уравнен!й первой степени 


ау = — а) и Тау =Иж-На),..... (М 


заключаемъ, подобно тому, какъ это было сдфлано для эллипса (ем. 
стр. 175), что гиперболу можно разсматривать, какъ геометрическое 
мфето точекъь пересфчен!я прямыхъ, выражаемыхъ послфдними двумя 
‘уравнемями при одномъ и томъ же значени постояннаго й. 

При неопредфленномъ значеши &, эти уравненя выражаютъ пучки 
прямыхъ, проходящихъ черезъ вершины А и 4” гиперболы. Давая же 
частное значеше, получимь дв опредфленныя прямыя. АМ и АМ 
(фиг. 63), пересЪкающяся на гиперболЪ и встрфчающя ея мнимую 
ось въ такихъ двухъ точкахъ Ми №’, что, какъ видно изъ урав- 
невйй (7), 


ом 


_—м и &.0№ 


и, слЪдовательно, 
0м.0№=— 1. 


Это показываеть, что веявя двЪ прямыя, проходяцйя черезъ вер- 
шины гиперболы и встрфчающияея въ в\кой-нибудь ея точк, перес\%- 
кають мнимую ось въ двухъ точкахъ, лежащихъ по разныя стороны 
отъ центра и на такихъ отъ него разстояняхъ, средняя геометриче- 
ская которыхъ равняется половинф мнимой оси. 

На этомь можеть быть основано, такъ же какъ и для эллипса, по- 
строеше точекъ гиперболы въ какомъ угодно числ и сколь угодно 
близкихъ между собою. 


282. Если въ уравнеши (2) а=Ь, то оно можеть быть предетав- 
лено въ вид» 


#—у 


и вЪ этомъ случа выражаемая имъ гипербола называется равносто- 
роннею. Очевидно, что уголь каждой ассимитоты ‘съ дфйствительною 


== 1805: — 


9сью равняется въ этомъ случаЪ половинф прямого и, слЪфдовательно, 
зсеимитоты равносторонней гиперболы перпендикулярны между собою. 

Понятно также, что двф сопряженныя гиперболы тождественны, когда 
оаЪ равностороншя. 


$ 2. Фокусы и директрисы. 


283. ДвЪ точки Е и Е’, лежания на дЪйствительной оси гиперболы 
(фиг. 65) и на разстояни оть ея центра, `равномъ 


Уе-ы, 


тд аи В суть длины полуосей (дЪйствительной и мнимой), называются 
фокусами этой кривой. СлЪдовательно, 
возставляя изъ вершины А перпендику- 
ляръ къ дЪйствительной оси и описывая 
изъ центра гиперболы окружность, про- 
ходящую черезь точку К ветрЪчи этого 
перпепдикуляра съ зссимитотою, полу- 
чимъ фокусы, какъ точки пересфчен!я этой 
окружности съ дЪйствительной осью. 

Полагая, что гипербола отнесена къ ея 
осямъ и выражается уравнешемъ 


2 3? 
м 


будемъ имфть, что координаты фокуса Ё суть 


в=-уе- и у=0, 
а фокуса Е . 
«=—уеты и у=0. 
Обозначая чрезь @ абсолютную величину радикала Ум? ЕВ, т. е. 


разстояше ОГ, а чрезъ х и »’ разстояшя какой-нибудь точки М гипер- 
болы оть фокусовь Ри Е’, будемъ, слдовательно, имЪть 


пеар 


из е-е-у, 


и такъ какъ для точки М 


Е 
Ея), 


то 


2 \2 
ы Си) 


и точно такъ же 


а@--ы 


С 
7? = 
а? 


210, @— о 4? з ЕЕ 6 е 
2-2» Й 7 + 2е-а ага : 


Замфчая, что для гиперболы х>а и, притомъ, а>а, убфждаемся, 
что по абсолютнымь размрамъ 


= “аа и И . (2) 
а а < 


Отеюда находимъ 


Разстоян!я точекъ гиперболы отъ ея фокусовъь называють обыкно- 
венно радёусами векторами этой точки. Послфднее равенство показы-о 
ваетъ, такимъ образомъ, что для гиперболы разность радёусовь вектоз 
ровъ каждой точки имъеть величину постоянную, равную дъйствитель- 
ной оси этой кривой. 

284. Свойство это вполн® характеризуеть типерболу и можеть быть 
принято за ея опредфлене. 

Дъйствительно, положимъ, что требуется найти геометрическое мВето 
точекъ, разность разстоянй которыхъ оть двухъ данныхъ точекъ Е 
и Е’ имфеть данную постоянную величину. Обозначая эту величину 
черезъ 2а, а разстояще между данными точками Ри Ё’ черезъ 25, и 
принимая прямую, соединяющую эти точки, за ось абецисеъ, а периен- 
дикуляръ, возставленный изъ ея средины, за ось ординатъ,. будемъ, 
очевидно, имфть для искомаго. геометрическаго мфста уравнеше 


и 


По уничтожени радикаловъ, это уравнеше легко приводится къ виду 


& это есть уравнеше гиперболы, которой дЪйствительная ось равняет- 
ся 2а, а мнимая 


2 = 2 — а. 


На послфднемъ свойствЪ можеть быть основано построене типербо- 


лы непрерывнымь движешемъ при помощи гибкихъ и нерастяжимыхь 
витей. 


— #0: 


ДвЪ нити, разность длинъ которыхъ равняется дЪйствительной оси 
гиперболы, укрфиляютъ концами въ фокусахъ. Свободные же концы 
этихъ нитей соединяютъ вмфстЬ и удерживають рукою такъ, чтобы 
обЪ нити, будучи перекинуты черезь чертящее остре, оставались на- 
тннутыми. Въ такомъ случаЪ, при всякомъ положен!и этого остр!я на 
плоскости, разность разстояшй его оть фокусовъ будеть имфть одну и 
ту же величину, равную разности длинъ нитей, и, при непрерывномь 
иеремфщени острия, оно начертить гиперболу. 

285. Предетавивъ равенства (2) въ видЪ 


=“) ия #(2+*) ан 68) 


легко замфтить, что выражен я въ скобкахъь представляють разстоян!я 


точки № (2, у) гиперболы отъ двухъ прямыхъ ОЕ и ШО’Е’, параллель- 
Е а? 
ныхь оси ОУи отстоящихъ отъ начала коорхинатъ на разетоян1я Я . 


Эти дв прямыя называются директрисами. Уравнешя ихъ, оче- 
видно, будуть, 


вх — а*=0 и вера? =. 

Изъ того, что эти уравнен!я тая же точно, какъ и для диревтрисъ 
эллинса, заключаемъ, что по даннымъ фокусамъ онЪ могуть быть най- 
дены такимъ же точно построенемъ, какъ и директрисы эллипса. Имен- 
но, проведя изъ фокуса Е” (фиг. 65) прямую Е’С такъ, чтобы отр$- 
зокъ ОС на мнимой оси равнялся половин дЪйствительной оси ОД, 
и возставивъ въ С’ перпендикуляръ къ этой прямой, получимъ, при пе- 
ресЪчени этого перпендикуляра съ дЪйствительною осью, точку 7), при- 
надлежащую диревтриеЪ. 

Кром того, легко видЪфть, что точки Н и Н’ пересфчешя ассимп- 
тоть еъ окружностью, описанною на дЪйствительной оси, какъ на д1а- 
метр, принадлежать также директрисамь и что эти точки суть оено- 
вавйя перпендикуляровъ, опущенныхь изъ фокусовъ на ассимитоты. 

286. Обозначая черезь 4 и 4’ разстояшя МЕ и. МЕ’ какой-нибудь 
точки М (2, у) гиперболы отъ двухъ ел директрисъ, будемъ имфть изъ 
равенствъ (3) . 


откуда 


— 208 — 


Это показываеть, что’ для гиперболы, такъ же какъ и для эл 
каждому фокусу соотвфтствуетъ своя директриса и отношене 
ий каждой точки зиперболы оть фокуса и соотвьътствующей ему 
`ректрисы имтъеть постоянную величину. 

Это отношеше, называемое, какъ было сказано (см. стр. 180), э 
триситетомъ, для велкой гиперболы болфе единицы и равняется 
шентю разстояшн между фокусами къ длин дфйствительной оси. 

Обозначая эксцентриситеть буквою е, будемъ имфть 


УИ _ ИТР 
аа И'+2. 


Слъдовательно, эксцентриситеть гиперболы возрастаеть съ увели’ 


[3 
е=- = 


а 


4 В з 
Шемь отношеши =, т.е. еъ возраеташемь остраго угла, образуе: 


ассимптотами съ дЪйствительною осью. 

Для равносторонней гиперболы е=У?з Е 

При е=о> и ф==©2, гипербола обрацается въ совокупность дв: 
параллельныхъ прямыхъ. 

287. Обозначая черезь 2р длину хорды, проходящей черезъ фок] 
перпендикулярно къ дЪйствительной оси гиперболы, будемъ имфть, 
си р суть координаты точки, принадлежащей этой. кривой, Поэт 

Ге 2 
== ОВНА 
а в 

Величина р, такъ же какъ и для эллииса, называется парамет; 
Изъ поелфдняго соотношен!я получаемъ для нея слфдуюния вы 
черезъ оси и эксцентриситетъ: 


р 
в=— = 


Е —=а(е— 1). 


. 


Если за оси координать примемъ дв прямыя, изъ которыхь од: 
совпадаеть съ дфйствительною осью гиперболы, & другая съ перпенд: 
куляромъ къ ней, возставленнымь въ фокусЪ Е’, то уравнен!е гиш 
болы получится изъ уравненя (1), полагая 

=х—а и у=у. 

Это уравнеше будетъ, слФдовательно, 

И ('— в) — ау аб, 


а (Ну) = (6—2), 


или 


или 
ау). 


—.209/— 


Полагая здесь 


0с03ф и у = озшф, 


толучимъ 
0? = (р- е0созф)", 
откуда 
те СИНИХ 
АЕ -Несозф 


Это есть уравнеше въ полярныхь координатахъ, представляющее 
типерболу только тогда, когда въ немь е>1. Если же е<1, то 
этимъ же уравнешемъ выражается, какъ мы видЪфли (ем. стр. 181), 
эллипсъ. 


288. Уравнеше (1) можеть быть представлено въ вид 


или 


Такимъ же точно образомь можеть быть представлено и уравнеше 
эллипса. $ 

Предполатая, что въ послЪднемъ уравнеши < имфеть данную дЪй- 
ствительную величину, а величина а неопредёленная, будемъ имфть, 
что относительно прямоугольной системы координать это уравнеше вы- 
ражаеть систему софокусныль ли второго порядка, т.е. лиш, имЪю- 
щихъ обие фокусы въ двухъ точкахъ оси абециесъ, , отстоящихь оть 
начала координать на разстояне @. И эти лини будутъ эллипеы для 
значешй а, большихъ по абсолютной величинЪ, нежели <, и гипер- 
болы для а<а. 


Постараемся найти лини системы (4), проходяшия черезъ какую- 
нибудь данную точку (21, и). 
Въ силу самого условёя будемъ имфть 
2% Е. 
8 Е @— 6 _ . 
или 2 


а — (шеи? в?) а -- а =0, ....... (5) 


откуда получаемь два значешя для а*: 


1 
а азиз УЕ ЕутиИ, 
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4 


О == 


дЪйствительныя при всякихъ координатахь д, у. Поэтому заключаемъ, 
Что черезь всякую данную точку проходять двъь дъйствительныя ливи 
второю порядка, имъюиия данные фокусы. 

Предылущее уравнене (5) можно представить еще такъ: 


(@* — 2} — (пу? — 2) (а? — в) — и? =0, 


откуда для (а? — с*) получаются также два значеня, произведене ко- 
торыхь равняется отрицательной величинЪ — а?/?. Это показываеть, 
что одно изъ значенй а? болфе ©?, а другое менфе, а потому заклю- 
чаемъ, что изъ деухть софокусныхь кривыхь второю порядка, проходя- 
зщить черезь данную точку, одна непремънно эллитсь, а друзая зипербола, 

На возможности опредфлять точки плоскости пересфченемь эллии- 
совъ и гиперболь, принадлежащихь системф софокусныхь кривыхъ, 
основывается употреблен!е особой криволинейной системы координат, 
въ которой роль абециееь играютъ оси эллипсовъ, а роль ординатъ оси 
типерболь, или обратно. 


$ 3. Касательныя и нормали. 


289. Предполагая, что гипербола отнесена къ своимъ осямъ и, слф- 
довательно, выражается уравнешемь 


будемъ имЪть, что уравнеше 


(#—п)(#— т) (уф и)— 
а? Я 


въ которомъ 2, у: и 2з,у» суть координаты двухъ какихъ-нибудь т0- 
чекъ этой кривой, выражаеть прямую, пересфкающую ее въ этихъ 
двухъ точкахъ. 

Въ томъ случаЪ, когда точки пересфченя совпадаютъ и, слЪдова- 
тельно, 2} =. и у =», сфкущая дфлается касательной и уравнеше 
ея будеть 

а (ур 
т. в ЧаЗа 


или, по сокращеши, 


С НИ ЗО 


Это уравнеше можно было бы получить изъ общаго уравненшя каса- 
тельныхь къ кривымъ второго порядка, разематривая само уравнеше 
гиперболы (1), какъ частный видъ общаго уравненя второй степени. 


— 2. — 


Въ немъ 2) и зи суть, слфдовательно, координаты точки прикоено- 
зетя, & ши у координаты любой точки касательной. 

Хотя мы предполагали, что уравнене (1) выражаеть гиперболу, от- 
весенную къ ея осямъ, но такъ какъ въ предыдущихъ разсуждешяхь 
зерпендикулярность осей не привимается вовсе во вниман!е, то выводъ 
вифеть мЪсто и тогда, когда оси координатъ косоугольныя, т, е. когда 
типербола отнесена къ какимъ-вибудь двумъ ея сопряженнымь д1а- 
хетрамъ. Слфдовательно, полагая, что уравнеше ея въ этомъ случа» есть 


290. Мы видЪли, что совокупность ассимитотъ гиперболы (1) выра- 
жается уравненемъ $ 


Величины хи у, удовлетворяющя этому уравнемю совместно съ 
уравнешемь касательной (2), суть координаты точекъ пересфчевшя ка- 
сательной съ ассимптотами. Если исключимъ изъ этихъ двухъ уравне- 
вй у, то получимъ для опредфлен!я абсцисеъ этихъ точекъ уравнен!е 


второй степени 
т 
(Е ке ') 


или 


и такъ вакъ д] и у суть координаты точки, принадлежащей гипербо- 
лЪ, то это послфднее уравнеше, по умножени обфихъ частей на а*, 
обращается въ 


2 — 9да-- а =0. 


Слфдовательно, называя чрезь д’и 2” корпи этого уравнения, т. е. 
абециссы точекъ пересЪчен{я касательной съ ассимптотами, будемт, имЪть 


и" =. 


Точно также, исключая х изъ уравненйй (3) и (2), получимъ 


= 21 — 


ше (УГ: 1)" 

а № 
откуда 

9 — Зиу— В =0. 


Слфдовательно, называя чрезъь у’ и у” корни этого уравненя, т. е. 
ординаты точекъ пересфченя касательной съ ассимитотами, будемъ имфть 


уу =. 
Такимьъ образомъ видимъ, что 


ша" и 
р] АЕ 


а = 


и потому заключаемъ, что точка прикосновешя касательной къ зитер- 
боль есть средина отръзка этой касательной, заключающаюся между 
ассимптотами. з 

291. Уравнев!е касательной (2), будучи рЬшено относительно у, по- 
лучаеть видъ 


Ра ь 
к и ее СЛЕ в а: @ 
ау е у ® 


и, зам$няя у: его выражешемь черезь 2: изъ уравнен!я гиперболы (1), 
получимь 


или 


Предиолагая, что точка прикосновен1я удаляется въ безконечность, 
мы будемъ имЪфть, что въ предЪлЪ, т. е. при 2, =<0, послфднее урав- 
ненше обращается въ 


ь 
===— 
Я ре 


а это уравнеше выражаетъ ассимитоты. 

Такимъ образомъ, видимъ (см. стр. 114), что ассимитоты суть ка- 
сательныя въ безконечно удаленныхь точкать. 

292. Если обозначимъ буквою т угловой коэффищенть въ уравнени 
касательной (4), то будемъ имЪть 


и, слфдовательно, 
Бал? = ира и, 
иди 
Ви? 52) = эй? ?, 
откуда 
РИ =. 
" — у 
и уравнеше касательной (4) приметь видъ 


—ы, 


у= те == Иа? — 8. 
Въ такомъ видЪ оно могло бы быть выведено и непосредственно, по- 
добно тому, кавъ это сдЪфлано было для эллипса (ем. стр. 183 и 184). 
При данномъ т это послфднее уравнеше выражаеть двЪ касатель- 
ныя къ гиперболВ, имвющя данное направлене. 
Такъ какъ это уравнеше выражаеть дфйствительныя прямыя только 
тогда, когда а?т? >> 5? и, слЪдовательно, по абсолютной величин 


т> $. , 
а 
то заключаемъ (см. стр. 203), что въ направлени каждало мнималю да- 
‚метра къ чипербомь моцуть быть проведены двъ касательных, въ на- 


правлечяжь же дъйствительныть Фаметровь нельзя провести ни одной 
хасательной, 


Такъ какъ, далфе, при ==, посл днее уравневе обращается въ 


авы. 
Ут, 


то заключаемъ, что въ направлен ассимптоты можеть быть проведена 
только одна касательная къ зиперболь и эта касательная ‘есть сама 
ассимптота. 


293. Уравнеше (2) въ томъ случаЪ, когда въ немъ 2 и у: суть ко- 
ординаты какой-нибудь точки плоскости, выражает иоляру этой точки 
относительно гиперболы. 


СлЪдовательно, поляра точки, лежащей на дЪйствительной оси гипер- 
болы, выражается уравнешемъ 


жа =а?, 
а поляра точки, лежащей на мнимой оси, уравненемъ 


и =—®. 


— 214 — 


Припоминая, что двЪ точки, изъ которыхъ каждая лежить на по- 
лярЪ другой, называются сопряженными (см. стр. 126), заключаемъ изъ. 
поелфднихъ уравненй, подобно тому, какъ и для эллипса, что половина 
дЪйствительной оси гиперболы есть средняя геометрическая разстоянй 
отъ центра каждыхъ двухъ сопряженныхъ точекъ этой оси, и что та- 
кое же значеше имфетъ половина мнимой оси для лежащихь на ней 
сопряженныхъ точекъ. Но, при этомъ, на дЪВйствительной оси сопряжен- 
ныя точки находятся по одну и ту же сторону отъ центра, & на мни- 
мой по разныя стороны. 

Пользуясь этими соотношенями, не трудно построить поляру какой 
угодно точки относительно гиперболы, когда даны оси этой кривой. 

Есди въ уравнеши (2) положимь х==@а и у=0, то оно обра- 
тится въ 


== а? 
или 


вх = =0, 


откуда заключаемъ, что для гиперболы, такъ же какъ и для эллипса, 
днректрисы суть поляры соотвьтствующихь фокусовъ. 

294. Уравнеше нормали къ гиперболЪ, т. е. перпендикуляра къ ка- 
салельной, возставленнаго въ точкЪ прикосновеня, получается легко 
изъ уравнен!я касательной и услошя перпендикулярности. 


Для гиперболы, отнесенной къ ея осямъ, это уравнеше будетъ, слф- 
довательно, 


(аи, уф м) 
а о 


‘или 


У а . 
Но ВЕ. 
Полагая, что Ги М (фиг. 66) суть точки, въ которыхъ касатель- 
ная и нормаль пересфкаютъ дйствитель- 
ную ось гиперболы, будемъ имфть,"поло- 
живши въ уравнешяхь (2) и (5) этихь 
прамыхъ у==0, что 


а 


и О\М= св 


СлЬдовательно, 


ОТ.0и= в, 


Р-Р —- > 


соотношеше, имфющее мфето, какъ мы видфли, и для эллипеа. Разли- 
з1е состоить, однако, въ томъ, что для эллиса ОТ>а и, слдова- 
тельно, О№ «а, а для гиперболы наоборотъ. 

Отрфзки МТ и ММ называются длиною касательной и длиною нор- 
мали въ точкф М. ОтрЬзки же ТР и РМ подкасательною и субнор- 
малью точки М. Выражен!я абсолютныхь величинъ подкасательной и 
субнормали легко получить слфдующимъ образомъ: 


2 эсга 
ТРЕОР-ОТ=а- те 
Е За 
и 
2 Ра 


РУ ОМ ОР" фп=ти. 


Послфднее равенство показываеть, что субнормаль въ какой-либо точ- 
кЪ гиперболы находится въ постоянномь отношеши къ абсцисс этой 
точки. 

Выражен!я длины нормали и длины касательной легко могутъ быть 
выведены точно такъ же, какъ и для эллипса. 

295. Выражая касательную къ гиперболЪ въ точкф М (фиг. 66) 
уравневемъ 


будемъ имфть, что длины перпендикуляровь ЕС и ЕС’, опущенныхъ 
на эту касательную изъ фокусовъ, опредфлятся слфдующимь образомъ: 


откуда 


Члены послёдняго отношешя представляютьъ собою (ем. стр, 206) ра- 
дЛусы векторы точки М, т. е. разстояя МЕ и МЕ’ этой точки оть 
фокусовъ. Поэтому заключаемьъ, что между абсолютными длинами имф- 
етъ мфето пропорщюнальноеть 


ЕС МЕ. 
о. МЕ’ 


— 216 = 


доказывающая, что треугольники МЕС и МЕ’С’ подобны и, слфдова- 
тельно, углы ЕМС и Е’МСО’ равны. 

Такимъ образомъ убфждаемся, что касательная, а слъдовательно и 
нормаль, къ зиперболь составляють равные уллы съ радусами векторами 
точки прикосновеня. 

Свойство это принадлежить, какъ мы видфли, и эллипсу, но разли- 
ч1е заключается въ томъ, что касательная эллииса дфлить пополамъ, 
внфшн! уголь треугольника, вершины котораго находятся въ точкЪ 


прикосновен!я и въ двухъ фокусахъ, а нормаль внутреннй; для ги- 
перболы же наоборотъ. 


Это позволяетъ заключить, что если эллипсъ и типербола имфють 
обице фокусы, то касательныя къ нимъ въ точк® ихъ пересфченшя пер- 
пендикулярны между собою. СлЪдовательно, софокусные эллипсы и ги- 


перболы (см. стр. 209) предетавляють дв ортогональныя системы кри- 
выхЬ лин. 


296. Перемножая выражен!я (6), получимъ 


а: 
Е 
ира 
а л 
г а Ти 


СлЬдовательно, 


ЕС. ЕС =— 1. 


Произведеше перпендикуляровъ, опущенвыхь изъ двухъ фокусовъ 
на какую-нибудь касательную, такъ же какъ и для эллипса, иметь 
постоянную величину. Но для гиперболы эта величина отрицательная, 
потому что фокусы ея находятся по разныя стороны оть всякой ка- 
сательной. 

297. Продолживъ периендикулярь ЕС до пересфчешя въ К съ ра- 


Лусомъ векторомъ Е’М, будемъ имфть изъ равенства треугольников» 
МЕС и МКС, что 


Еб= КС и ЕМ= КМ. 


и а 


Слфдовательно, точка К есть симметричная съ фокусомь Ё относи- 
тельно касательной и вмфетЪ съ тфмъ 


ЕК=Е'М' —ЕМ=АА' =24. 


Отсюда заключаемъ, что геометрическое мъЪето точекъ, симметрич- 
НЫХЪ СЪ ОДНИМЪ ИЗЪ фокусовъ гиперболы относительно касательных, 
есть окружноеть, описанная изъ другого фокуса радусомъ, равнымъ 
дЪйствительной оси. 

Дале, прямая ОС, какъ соединяющая средины двухъ сторонъ тре- 
утольника ЕКЕ’, равняется половинф третьей стороны ЕК. Слёдо- 
вательно, 


06=0А=а, 

и такъ какъ очевидно, что ОС’ = ОС, то заключаемь, что геометри- 
ческое мЪсто основавЙ перпендикуляровъ, опущенныхь изъ фокусовъ 
ва касательных къ гиперболь, есть окружность, описанная на дфйстви- 
тельной оси, какъ на даметръ. 


298. На послЪднихь свойствахъ гиперболы можеть быть основано 
построеше касательныхь къ этой кривой, проходящихьъ черезъ данную 
точку или имфющихь данное направлен. 

Положимъ, напримфръ, что требуется построить касательныя къ ги- 
перболф, проходнийя черезъ точку Р (фиг. 67). Точки, симметричных 
съ фокусомъ Е относительно искомыхъ каса- 
тельныхъ, должны, очевидно, находиться на та- 
комъ же разстояи оть точки Р, какъ и 
этоть фокусъ. Он лежалъ, слЪдовательно, на 
окружности, описанной изъ Р, какъ центра, 
радлусомь РЕ. Сьъ другой стороны, овЪ должны 
лежать, какъ сейчась показано, на окружности, 
описанной изъ фокуса Р’ радйусомь, равнымъ 
дЬйствительной оси гиперболы. Построивши эти Фиг. 67. 
дв окружности и соединивъ точки Си Г) ихъ пересфченя съ фоку- 
сомъ Е, будемъ, слфдовательно, имфть, что искомыя касательных суть 
перпендикуляры, опущенные изъ точки Р на прямыя СЁ и ОЕ. По- 
пятно также, что точки прикосновен!я этихъ касательныхь опред»- 
лятся, какъ точки пересфчешя ихъ съ прямыми, соединяющими точки 
Си съ другимъ фокусомъ Е”. 

Можно было бы также построить искомыя касательныя, отыскивая 
осповавя ‘перпендикуляровъ, опущенныхь на нихъ изъ фокуса Е. 
Точки эти находятся, очевидно, при пересфчени двухъь окружностей, 
изъ которыхъ одна имфеть даметромъь прямую РЕ, а другая дЪй- 
ствительную ось гиперболы. 
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Положимъ теперь, что требуется построить касательныя къ гипер- 
бол, параллельныя данной прямой ХУ (фиг. 68). 


Точки, симметричныя съ фокусомь Е относительно искомыхь каеа-. 
тельныхъ, суть, очевидно, точки пересфчев!я перпендикуляра къ дан-. 
ной прямой, опущеннаго изъ фокуса Ё, и окружности, описанной рад! 
усомъ, равнымь дфИствительной ое, 
изъ фокуса: №. Если Си Е суть эти 
точки, то искомыя касательныя полу- 
Затея, какъ проходяшйя черезь ере- 
дины Г и У отрёзковь РЕ и ЕО. 
Точки Т и ТУ могуть быть найдены 
также пересфченемъ прямой КО съ 
окружностью, описанной на дЪфйстви- 
тельной оси, какъ на’ даметрь. 

Что касается точекъ привосновеня 
Ми М искомыхъ касательныхъ, то он%, 

Фиг. 68. будучи концами одного и того же да- 
метра, могуть быть построевы, какъ вершивы параллелограмма, двЪ 
друмя вершины котораго ваходлтея въ фокусахь и двф стороны кото- 
раго суть прямых, соединаюшя фовусь Ё’съ точками Си Е. 


$ 4. Сопраженные даметры. 


299. Называя, какъ и для эллипса, двЪ хорды гиперболы, соединяю- 
ия какую-нибудь ея точку Р (фиг. 69) съ концами М и М’ какого- 
нибудь дламетра, дополнительными, легко уб%- 
диться, что дополнительныя хорды всегда па- 
раллельны двумъ сопраженнымь даметрамъ, 
и обратно. Въ самомъ дЪлЪ, если хорды РГ 
и РМ’ дополнительных, то параллельные имъ 
дламетры КК’и ГЛ, дЬлять ихъ пополамъ и 
потому суть сопряженные. Если же даметры 
КК’ и. ГЛ/ сопряженные и хорды РМ и РМ 
имъ параллельны, то прямая ММ’, соединяю- 
щая концы этихъ хордъ, должна дфлиться пополамь каждымъ изъ 
этихъ даметровь и, слфдовательно, сама есть дламетръ, что и доказы- 
ваеть, что эти хорды дополнительных. 


300. Мы видфли выше (см. стр. 204), что если гипербола отнесена 
къ ея осямъ и выражается уравнешемъ 


Фиг. 69. 


= 19 


то двф прямыя, пересфкаюнияся въ какой-нибудь ея точки проходя- 
ия черезь ея вершины, выражаются ураввенями 


ау = — а) и Тау = ж-а). 


Такъ какъ эти прямыл представляють, очевидно, дополнительныя 
хорды, то, полагая, что 


у=тх и у=тх 


суть уравнешя двухъ параллельныхъ имъ и, слФдовательно, сопряжен- 
ныхь даметровь, будемъ имфть 


№ 


и т=—. 


а Ка 


т= 


и неопредфленномъ &, это суть выражешя угловыхъ коэффищен- 
товЪ двухъ какихъ бы ни было сопряженныхь даметровъ. Перемножая 
ихъ, получимъ соотношеше 


и если обозначимъ черезъь с и В углы этихъ мМаметровъ съ положи- 
тельнымь направлешемъ дЪйствительной оси, то это соотношеше ири- 
меть видъ 


2 
еше =. Зы вы) 


'Изъ того, что вторая часть этого равенства есть величина положи- 
тельная, заключаемъ, что углы « и В или оба острые, или оба тупые. 
Это значить, что два сопряженные даметра гиперболы всегда ном%- 
щаются въ одних и тЬхъ же углахъ, образуемыхъ осями этой кривой. 


к ь 
Такъ какъ, далфе, изъ послЪднаго равенства видно, что если 4 < 7 


ь’ : 
то 18 > ть и обратно, то заключаемъ, что два сопряженные д1аметра 


помфщаются въ разныхъ углахь, образуемыхь ассимитотами, т. е. что 
изъ двухь сопряженныхь даметровъ гиперболы одинъ непремфнно д№й- 
ствительный, а другой мнимый. 

301. Положимъ, что М и М (фиг. 70) суть двЪ точки, принадлежа- 
ия сопряженнымь гиперболамъ, уравнешя которыхъ относительно ихъ 


осей суть 
ГИ 2 
а а 


И 


—. 920 — 


Обозначая координаты этихъ точекъ послдовательно черезь 1, и и 
2, У, будемъ имфть, что даметры ММ’ и №№’ выражаются уравненами 
=. =. 
а : О 
и если эти даметры ‚ сопряженные, 10 дол- 

жно быть Е 


эти 
ал а 
212: 
Фиг. 70. или 0... 0 
а Г. 
Отеюда- находимъ 


2? у? иж у) [Я 
вт и а, 
и такъ какъ координаты точекь М и № удовлетворяють послФдова- 


тельно уравнешямъ (4), то члены поелфдняго отношеня равняются 
единицф. Поэтому будемъ имфть 


а и А. 
при чемъ, какъ видно изъ (5), верхнему знаку одного равенства соот- 
вфтствуетъь верхнйй же знакъ другого и нижнему нижнйй. 

Равенство (5) есть услове параллельности каждаго изъ двухъ сопря- 
женныхь маметровь съ касательными въ концахъ другого. Принимая 
это свойство за доказанное (ем. стр. 122), будемъ имфть, что соотно- 
шен!я (6), а также и соотношенше (2) или (3), суть его слЪдетия. 

302. Обозначая длины д1аметровь ММ’ и ММ’ черезь 2а’и 9%’, 
получимъ, на основан!я равенствъ (6), 


ло? а? з - Во? 
а? а? 


а | и =а*-- 


о + ==; 


За 
Е 


откуда, по вычитани, 


= чар 
СлЪдовательно, 
Е ЕН 


Такимъ образомь убфждаемся, что для гиперболы разность квадра- 
товъ двухь сопряженныхь даметровь есть величина постоянная, равная’ 
‘разности квадратовь ея осей. 

Если назовемъ площадь треугольника МОМ буквою Л, то, какъ 
извфетно (см. стр. 52), должно быть 


2Д=лу — и, 
или, въ силу соотношен!й (6), 


ИЛИ 
Аза. НЫ ЕЕ 


Первая часть этого равенства выражаеть площадь параллелограмма 
М0м№5, а вторая площадь прямоугольника АОВК. Слфдовательно, 
площадь параллелорамма, построенназо на двухь сопряжженныхь дамет- 
аль зитерболы, есть величина постоянная, равная площади прямоуоль- 
ника, построеннао на ея осяхь. 

Равенство (8) можно получить также слфдующимь образомъ. Такъ 
хакъ сторона М5 параллелограмма МОМ есть касательная къ гипер- 
бол въ точкВ М и, слБдовательно, выражается уравненемъ 


Е 


а 


вася 


то, принимая перпендикулярь ОН за высоту этого параллелограмма и 
обозначая его черезъ №, будемъ имфть 


Но, въ силу равенствъ (6), 


аи? , ба 
Е. 


= Ну? =°, 


и потому 
2А=ЬА =. 
Предыдущия два предложешя, представляющия соотношешя между 


величинами сопряженныхь ламетровъ, извфстны, какъ и для эллипса, 
подъ назвашемъ теоремъ Аполлошя. 
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308. Легко видЪть, что ассимптоты гиперболы суть дагонали вся- 
каго параллелограмма, построеннаго на двухъ сопряженныхь д1амет- 
рахъ. Въ самомъ дЪфлЪ, дв стороны 57 и 51” такого параллелограм- 
ма, какъ касательныя къ двумъ сопряженнымъ гиперболамь, выража- 
ются уравненями 


ами ПУЗАИН 328 уу 

АУ а 

Сложивши почленно эти уравнешя, получимъ уравнеше прямой, про- 
ходящей черезь ихъ точку пересфченя 


и 


=—1 


2 Ен) __ ии) 
а? Г аа В 
но изъ соотношен!й (6) имфемъ 


ди Е 
а во 


велфдетые чего это уравневе принимаеть видъ 


а это есть уравнене ассимитоты. 

Такъ какъ точка М есть средина отрзка $7’, то площадь треуголь- 
вика БОТ равняется площади параллелограмма МОМ при всякомъ 
положени точки М на: гиперболЪ. Мы убЪждаемея, такимъ образомъ, 
что площадь треуюльника, образуемало касательной къ зитерболь и дву- 
мя ея ассимптотами, импеть постоянную величину, равную площади 
прямоуюльника, построенназю на полуосять этой зитерболы. 

304. Возьмемъ произвольную прямую, пересвкающую гиперболу въ 
двухъ точкахь М и М’, а ассимптоты 
ея въ точкахь Ми №’ (фиг. 71). При- 
нимая за оси координатъ два сопряжен- 
ные даметра РР’и 00’, изъ которыхъ 
одинЪъ параллеленъ этой прямой, будемъ 
имфть уравнене гиперболы въ вид® 

2 Гы 


а ы=ь ЧЕ 


гдБ а’ и К’ суть половины этихъ дамет- 
ровъ. Уравневя же ассимптоть, какъ 
д1атоналей построеннато ва этихъ д!аметрахъ параллелограмма, бу- 
дуть, очевидно, : 


Фиг. 71. 


= АЕ 
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Отсюда видимъ, что если М есть средина хорды ММ’, то, полагая 
ОН=а, будемъ имфть 


НА и НИ 


и, слфдовательно, по абсолютнымь величинамъ, 


НХ = ИХ', 
и потому 
у 


Мы убьждаемся, такимь образомъ, что отуъзки всякой съкущей, 
заключаюииеся между точками перестьченя съ зиперболою и ея ассимп- 
тотами, равны между собою. 

Это свойство указываеть на простое построеше типерболы, когда 
извфетны ея ассимптоты и одна точка. Въ самомъ дфлЪф, проведя че- 
резь данную точку 2 произвольную сЪкущую и опредфливъ точки ея 
встр8чи съ ассимитотами, мы можемъ проетымь отложешемъ отр®зка 
М№М’, равнаго ММ, найти другую точку пересЪченя этой сзкущей 
съ гиперболою. Измзняя направлеше сЪкущей, можно, такимъ обра- 
зомъ, получить сколько угодно точекъ гиперболы и, притомъ, сколь 
угодно близкихъ между собою. Понятно,» что каждая изъ найденныхь, 
точекь можеть быть употребляема для этого построенйя такъ же, какъ 
и вама данная точка 12/. 


305. Въ предположени ОН ==, мы имфемъ изъ уравнен!я гипер- 
болы (9) 


НМ=- Вуз 


В Ву ат 
и =. = Уз % 
СлЪдовательно, 
ММ= 5, (в--Ий — а") и МХ = ь (&--У2— а”) 


и, по перемножени, находимъ 
ММ. ММ№' =5°. 


Мы видимь такимъ образомъ, что произведеме отртъзковь сткущей, 
заключающихся между одною изъ точекъ зиперболы и ассимптотами, 
равняется квадрату половины даметра, параллельнаю этой съкущей. 

Пользуясь этимъ свойствомъ, легко найти построешемь длины со- 
пряженныхь д1аметровъ, имфющихьъ данное направлене, когда извфет- 
ны ассимптоты гиперболы и одна ея точка. Въ самомъь дфлЪЬ, если 
УУ’ есть данный по направленю даметръ, то, проведя черезь дан- 
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ную точку М прямую, ему параллельную, до пересфченя съ ассимито- 
тами въ точкахь М№и №’ и отложивши на немъ отрфзки ОО и 00’, 
равные средней геометрической отр®зковь 2/№ и ММ№, найдемъ концы 
этого д1аметра. Если же черезь @ и ©’ проведемъ прямыя, параллель- 
ныя ассимптотамъ, то при пересфчени ихъ получатся концы Ри Р’ 
Маметра, сопряженнаго съ даннымъ. 

Въ частности такимъ образомъ могутъ быть найдены оси гиперболы, 
направлеше которыхъ опредфляется, какъ дЪлящихь пополамь углы 
между ассимптотами, 

306. Уравнеше гиперболы получаеть весьма простой видъ, когда за 
оси координатъь принимаются ея ассимптоты. Въ самомь дфлЪ, такъ 
какъ начало координать будеть въ этомъ случав въ центрь кривой, 
то уравнене ея должно быть вида (см. стр. 112). 


Аз-- Вху-- Ст Е=0- 


Замфчая же, что точки пересфчешя кривой съ ассимптотами нахо- 
дятся въ безконечности, будемъ имЪть, что, при у=0, 


и, при х=0, 


Слфдовательно, 4 =0 и С=0, и уравнеше обращается въ 


Вху-- Е =0 
или 


зу=—-. 


Если ваправленя осей координать выберемъ такъ, чтобы одна изъ 
вфтвей гиперболы помфщалась внутри нормальнаго угла (фиг. (72), то 
У первая часть этого уравнен1я, какъ произведене вели- 
чинъ, иивющихъ одинаковые знаки, будетъ положитель- 
ною, а потому можно положить 


Е 


— = =ий, 


тдф т есть величина дЪйствительная, 
< Уравнеше гиперболы, отнесенной къ ея ассимпто- 
Фиг. 72. — тамъь, получаеть, такимъ образомь, видъ 
ту=т?, 
въ которомъ оно содержитъ только одну постоянную величину, ж на- 
зываемую степенью гиперболы. 


= я дааа 


307. Если положимъ, что (21,1) и (42,уг) суть дв точки, принад- 

лежашия гиперболв, такъ что 
ал = зу, = т, 
то уравнеше 
(#— я)у — уз) —зу-- т =0, 

будучи первой степени, удовлетворяется координатами этихъ точекъ и, 
слЪдовательно, представляеть прямую, пересВкающуюся въ нихъ съ 
гиперболой. При совпадени точекъ пересфченя эта прямая обращается 


въ касательную. Слфдовательно, уравнене касательной въ точкВ (2, у) 
будеть, 


(#— эу— и) —зу-- т? =0, 
или, по сокращен!и, 


ау Руд = 2т?, 
или, наконець, 


Отсюда видимъ, что отрфзки Об и ОТ, оте$каемые касательною на 
аесимитотахь, равны поелфдовательно 22 и 2. 


Называя уголъ между аесимптотами черезъ 2, будемъ поэтому имЪть, 
что площадь треугольника 5ОТ' равняется 


22: 31 @ = Эт? шо. 


Такимъ образомъ, подтверждается, что площадь треугольника, обра- 
зуемаго касательною съ ассимитотами, имфеть величину постоянную, и 
тазь какъ мы видфли, что эта величина равняется площади прямо- 
угольника, построеннаго на полуосяхъ гиперболы, то должно быть 


Эт? зи = а. 


Замфчая, далЪе, что (см. стр. 202) 


[2 ъ 
— = 44 = — 
Ч: в а’ 
получаемъ, 


2 94а 245 
мои в 


и, слфдовательно, 
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ГЛАВА ДЕВЯТАЯ. 
ПАРАБОЛА. 


$ 1. Построене параболы и ея отношев!е къ центральнымъ кри- 
вымъ. 


308. Кривыя второго порядка, не имфющя центра, называются па- 
раболами. Мы видфли (ем. стр. 122, 146 и слфд.), что уравнене вся- 
кой такой кривой можеть быть приведено къ виду 


В 


для чего за ось абециееь долженъ быть принятъ одинъ изъ маметровъ 
кривой, & за ось ординатъ касательная въ концф его. 


Въ слфдующемъ мы будемъ сперва предполагать, что система коор- 
динатъ прямоугольнал, т. е. что ось абсциссъ совпадаетъ съ осью пара- 
болы, или главнымъ д1аметромъ, а ось ординатъ есть касательная въ 
вершин $. 

Величина р, входящая въ уравнеше (1), называется въ этомъ слу- 
чаЪ параметромь параболы. Оть ея значен!я зависить видъ и распо- 
ложеше кривой на плоскости. 

Тавкъ какъ при дЪйствительныхъ значешяхь хи у, удовлетворяю- 
щихъ уравненио (1), величины р и < должны имфть одинаковые зна- 
ки, то заключаемъ, что парабола. выражаемая этимъ ‘уравнешемъ, рас- 
положена по ту сторону отъ оси ординатъ, куда абециссы считаются 
положительными, когда р> 0, и по другую сторону, когда р < 0. За- 
мЪчая же, что положительное направлеше оси абециссъ можеть быть 
выбираемо по произволу, мы можемъ ограничиться только первымъ слу- 
чаемъ, т. е. предполагать, что въ уравнеши (1) величина р положи- 
тельная. 

309. Изъ уравпевя (1) видно прежде всего, что для всякой точки 
параболы ордината есть средняя пропорщюнальная между абециесою 
и постоянною длиною 2р. Это указываеть на слфдующее весьма прос- 
т0е построен!е точекъ параболы въ какомъ угодно числЪ и сколь угод- 
но близкихъ между собою, построеше, которымъ и обнаруживается съ 

* 
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достаточною точностью форма этой кривой, состоящей, какъ извфетно 
(см. стр. 136), изъ одной сплошной вфтви, простирающейся въ без- 
конечность. 

Отложивши оть начала координать въ отрицательномь направлени 
оси абециесь длину ОГ, (фиг. 73), равную 2р, описываемъ окружность, 
проходящую черезъ точку 1, иимвющую центрь 
на оси абецисеъ. Если затВмъ чрезъ точки Р. 
9. В, пересфчешя этой окружности съ осями ко- 
ординатъ проведемъ прямыя, имъ параллельный, 
то точки встрфчи этихъ прямыхъь Ми № а. 
точками параболы. 

Такимъ же образомъ, помощ!ю другой окруж-. 

Фит. 73. ности найдутся точки И’ и №, принадлежа- 
пыя параболф. Понатно при этомъ, что, ири достаточно малой раз- 
ности радусовъ окружностей, разстояще между точками Ми М’ мо- 
жеть быть сколь угодно малымъ. 

310. Уравнеше (1), по прибавлени къ объимъ его частямъ выраже- 


з 
ня (.- 2 ‚ можеть быть представлено въ вид 


учу 


и въ такомъ случаЪ первая его часть представляеть квадрать разетоя- 
у | ня какой-нибудь точки М параболы (фиг. 74) 
отъ точки Ё, которой координаты суть 


= 2=5 и у=0, 


ЕЛ 
> 
я) 
я 


Х а вторая часть есть квадрать разстояшя той же 


точки М ооть прямой ДЕ, уравнеше которой есть 


м: 
Фиг. 74. 

Мы заключаемъ отсюда, что разстояня каждой точки параболы оть 
точки Е и отъ прямой ДЕ равны между собой. Точка Е и прямая 
ТЕ, относительно которыхъ парабола обладаеть этимъ свойством» 
называются фокусомь и директрисою этой кривой. Можно сказать, сл 
довательно, что парабола есть геометрическое мфсто точекъ, равно от- 
стоящихъ оть ея фокуса и директрисы. 

Мы видЪли, что отношеше разстоянй каждой точки эллипса от» 
его фокуса и соотвфтствующей директрисы есть постеянная величиеж. 
называемая эксцентриситетомъ, и что то же свойство принадлежит». 
типерболВ съ тфмъ лишь различемъ, что для эллипса эксцентриси’ 


2-0. 


=: 889 — 


менфе единицы, & для гиперболы болфе единицы (см. стр. 180 и 208). 
Теперь мы видимъ, что и парабола обладаеть тЪмъ же свойствомь, 
причемъ для нея это отношене равняется единиц%. 

Если чрезь фокусъ Е проведемъ прямую, периендикулярную къ оси 
параболы, до пересфченя съ кривою въ точкф М№М и изь № опустимь 
перпендикуляръ №К на директрису, то, на основани сейчасъ сказан- 
паго, должно быть 


ЕХ=КИ= РЕ= А--АЕ, 
но, какъ мы видзли, 
РА-АЕЬ; 


слЪдовательно, 
ЕМ=р- 


Параметръ параболы есть, такимъ образомъ, длина перпендикуляра 
КЪ 0Си, возставленнаго въ фокусЪ до пересфченя съ кривою или, что 
все то же, половина хорды, проходящей черезь фокусь и перпенди- 
кулярной къ оси. То же самое геометрическое значеше имфеть пара- 
метръ эллицеа и гиперболы (см. стр. 181 и 208). х 

311. На свойствф параболы по отношеню къ ея фокусу и директрие 5 
основывается слфдующй способъ черчешя этой кривой непрерывнымъ 
движешемъ. Взявъ фокусь Ё и директриеу ДЕ 
(фиг, 75), помфщаемъ прямоугольный треугольникъ, 
употребляемый обыкновенно при черчени, такъ, 
чтобы одинъ изъ его катетовь СЁ совпадалъ съ ди- 
ректрисою. Если затЪмъ гибкая и нерастяжимая 
нить, длина которой равняется другому катету Об, 
будеть укрБилена однимъ концомъ въ вершин (@ 
треугольника, & другимъ въ фокусБ Е, то, натя- 
нувши эту нить чертящимъ остремъ такъ, чтобы 
оно прилегало\къ катету С, и заставляя треуголь- иг. 15. 
никЪ скользить по линейкЪ, прилегающей въ директрисЪ, будемъ имЪть, 
что остре, какъ остающееся при всякомъ его положеши на одинако- 
выхъ разстоящяхьъ отъ фокуса и директрисы, начертить дугу параболы. 

312. Если за оси координатъ примемъ ось параболы и перпендику- 
ляръ къ ней въ фокусЪ, то уравнеше этой кривой получится изъ урав- 
невя (1), полагая 
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Слфдовательно, оно будеть имфть видъ 


арх р. 
Полагая же здесь 
2 =— 009$ и ужо, 
получимъ уравнеше параболы въ полярныхъ координатахь относи- 
тельно такой системы координать, полюсъ которой находится въ фо- 
кусЪ, а полярная ось направлена изъ фокуса къ вершинЪ. Это урав- 
неше будетъ 
ов? -- Зрововф = р* 


или 
2 = (р— 0605$), 
откуда 
е=—®_. 
1--с0зф 


Оно предетавляеть частный видъ уравнен!я 


М2 ЕВ 
1-Ребовф ' 


выражающаго, какъ мы видЪфли, какъ эллипсъ, такъ и гицерболу (ем. 
стр. 181 и 209). 

Такимъ образомъ видимь, что это послднее уравнене есть общее 
для вефхъ видовь кривыхъ второго порядка и выражаеть эллипеъ, 
когда въ немъ е <1, гиперболу, когда е> 1, и параболу, когда е=1. 

313. Отношен!е параболы къ центральным кривымъ усматривается 
всего лучше, если составимъ уравнешя этихъ кривыхъ относительно 
такихъ осей координать, изъ которыхъ одна совпадаеть съ осью, & 
другая есть касательная въ вершин. 

Если эллишеъь ЕОЕ’ (фиг. 76) относительно осей координать О'’Х и 
0’У’, совпадающихь съ его осями, выра- 
жается уравненшемъ 


2? /з 
#+-!. 


то уравнене его, по отношеню къ осямь ОХ 
и ОУ, получится, полагая 


о 


т=ефа и у=у. 


Это уравнеше будетъ, слЪдовательно, 


аи 
а? в? 


= ЗЕ — 


или, по сокрашеши и умножени обфихъ частей на 6, 


у 


Подобнымь же образомъ, полагая, что уравнеше гиперболы НОН’, 
отнесенной къ ея осямъ 0”Х и 0”У”, есть . 


получимъ уравнене той же кривой относительно системы координать 
ХОУ, полагая 


ж=е+а и у=у. 


Это уравнене будеть слфдовательно, 


(2-0 у 
эти 
или, по преобразовани, 
\ 252 И 
НЕВА аи ВО СИ 
АКА (3) 


Эмфчая, что какъ для эллипса, такъ и для гиперболы, отношене 
2 


я равняется параметру р (ем. стр. 181 и 208), мы можемъ уравненя 
(2) и 3) представить въ вид® 


р 


Г? 


реф и у Зиг. ое 2 


Эти ураненя различаются между собою и съ уравнешемъ параболы 
РОР,, вотрое есть 


лишь послЬдемь членомъ вторыхъ частей, содержащимъ множителя #. 
Членъ этотЪ озицательный для эллипса, положительный для гиперболы 
и равенъ нулютля параболы. 

Можно, слВдозтельно. сказать, что для эллипса площадь квадрата, 
построеннаго на одинать какой-нибудь точки, менфе площади прямо- 
угольника, постротнаго на абециесф этой точки и удвоенномъ пара- 
метр. Для гипербты первая изъ этихъ площадей болфе второй, & для 
параболы обф плошли равны между собою \). 


*) У древнихъ геометрь это свойство составаяеть основаве всего учешя о аи- 
щяхь второго порядка. 
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Если положимъ, что полуоси а и $ эллипса увеличиваются до безко- 
о 

нечноети, но тавъ что отношене —_, т.е. параметрь, сохранлеть ко- 
нечную величину, то въ предфлф, при а==со, уравнен!е эллипса, пред- 
ставляемое въ видЪ (4), обращается въ уравнене параболы. То же са- 
мое можеть быть сказано и о гипербол%. 

Мы заключаемъ такимъ образомъ, что нарабола есть предфлъ, къ 
которому стремятся эллиисъ и гивербола при безконечномь возрасташи 
ихь осей. 


$ 2. Касательная и нормаль. 
314. Если парабола выражается уравнешемъ 
9? = 2рх 
и (2,4), (22,5) суть двЪ лежашя на ней точки, то уравнеше, 
(у— и — в) = — 202, 
или 
(и »у—иь 2, 


будучи первой степени, выражаеть прямую, встрёчающую израболу уь 
этихъ двухь точкахъ. 

Въ предположещи, что данныя точки совпадаютъ, т. е. что 2. = и 
у? =и/, эта прямая обращается въ касательную. Такимъ образомъ ка- 
сательная къ параболЪ выражается уравнешемъ 


Зиу= у -- 202. 
Замфчая, что у? =2рл, мы можемъ дать ему видъ 
ул == ра). еее + 0) 


Здфеь ди суть координаты точки прикосновешя 2 фиг. 77), & 
=, у координаты любой точки нахасательной. 

Нормаль, какъ прямая, прохёящая черезъ 
точку прикосновеня ЛИ и триендикуляр- 
ная къ касательной, выразите, слфдователь- 
но, уравнешемъ 


и(@е—ж)-в(у-и)=0 . . (2) 


Если положимъ въ это» уравнени у-=0, 
то иполучимъ 


Фиг. 77, 


= -р. 


Это есть абсциеса АМ точки №, въ которой Нормаль пересфкаеть 
ось параболы. 


— 283 — 
Замфчая, что субнормаль точки М есть отрёзокъ РМ, будемъ имфть 
РМ = АМ-- АР= (и --р)— и =. 


Слфдовательно, субнормаль параболы есть постоянная величина, рав- 
ная параметру этой кривой. 


315, Полагая въ уравнени (1) касательной у==0, получимъ 
&--а =0, 
откуда 
#=—м- 
Это есть абециеса точки Т, въ которой касательная пересфкается съ 
осью. Отсюда заключаемъ, что 


ТА= АР 
и, слЪдовательно, 
ТР=2а. 


Такимъ образомь видимъ, что яодкасательная всякой точки парабо- 
лы дълится вершиною кривой пополамь. 

Такъ какъ фокусъ и директриеа параболы находятся на одинако- 
вомъ разстояши отъ вершины, то 


РА=АЕ, 
и потому, на основани сейчаеъ сказаннаго, будемъ имть 
ТЕ=,Р=ЕМ=ЕМ. 


Слфдовательно, треугольникъ ТЕМ равнобедренный и потому углы 
ТМЕ и МТЕ равны. 

Касательная къ параболь составляеть равные узлы сь оббю кривой и 
съ раднусомь векторомь точки прикосновеня. 

Отеюда заключаемъ, что въ треугольникф МЕМ углы при верши- 
нахъь Ми М также равны, какъ дополнительные до прямого къ рав- 
нымъ угламъ треугольника ТЕМ. Слфдовательно, 


ЕМ = ЕМ. 


Это указываеть на возможность простого построеня касательной и 
иормали въ данной точкЪ параболы, когда извфетны фокусъ и наирав- 
лене оси кривой. Окружность, описавная изъ фокуса, какъ центра, 
чрезь данную точку, должна пересфчь ось въ двухъ точкахъ, принад- 
лежащихъ касательной и нормали. 

316. Если въ уравнены (1) 2. и зи суть координаты какой-нибудь 
точки плоскости, то выражаемая’имъ прямая есть поляра этой точки 


— 234 — 


(см. стр. 125). Такъ какъ при =2. и и =0 это уравнеше обра- 
щается въ 
+8 0 


и выражаеть директрису (см. стр. 228), то убЪждаемея, что для пара- 
болы, такъ же какъ и для центральныхь кривыхъ, директриса есть по- 
ляра фокуса. 

Называя черезъ т угловой коэффищенть касательной, будемъ имфть 
изъ уравнешя (1) 


откуда 
или 


Слдовательно, 


и потому уравнен!ю касательной (1) можно дать видь 
ый ыы 
Е аы 


Такъ какъ при всявомъ дЪйствительномъь значеши 2 это уравнеше 
представляетъь опредфленную и единственную прямую, то заключаем», 
что во всякомь данномъ направлени къ параболЪ можеть быть про- 
ведена касательная и, притомъ, только одна. 

Давая угловому коэффищенту т два значетя ин и ть, получимь 
уравнешя двухъ касательныхь 


р 
Эта 


у=тих- Е и у= т -- 


и, рёшая ихъ совмфетно, найдемь для абсциссы точки переефчешя 
выражеше 


р 


==“. 
Этита 


Если разсматриваемыя касательныя перпендикулярны между собою, 
то должно быть 


тит» = —1, 


велфдетве чего послФднее выражене обратится въ 


ав 


а это показываеть, что перпендикулярныя между `вобов касательныя 
пересЪкаются на директриеЪ. 
Можно, слфдовательно, сказать, что директриса параболы есть 1в0- 


метрическое мьето вершины прямо ума, стороны котораю касаются 
параболы. 


317. Если точка Е (фиг. 77) есть основаше перпендикуляра, опу- 
шеннаго изъ какой-нибудь точки М параболы на директрису, то, по 
свойству параболы, треугольникь ЕМЁ, равнобедренный. Замфчая при 
этомъ, что, по доказанному выше свойству касательной, 


Д ЕМТ= { МТЕ= & ТМВ, 


убфждаемся, что прямая ЕЁ, перпендикулярна къ касательной МТ и, 
слфдовательно, точка Е! есть симметричная съ фокусомъ относительно 
этой касательной. 


Итакъ, можно сказать, что директриса параболы есть зеометриче- 


ское место точекъ, симметричныхь съ фокусомь относительно киеа- 
тельныл». 


Такъ какъ касательная въ вершин А параболы проходитъ черезъ 
средину отрфзка ДЕ и параллельна директрис®, то она должна прохо- 
дить и черезь средину СО отрфзка ЕЁ, т. е. основаше перпендику- 
ляра изъ фокуса на касательную. Это показываеть, что основаня пер- 
пендикуляровь изь фокуса на касательныя къ параболь лежать на ка- 
сательной въ вершинъ этой кривой. 


Оба послфдийя заключешя можно также вывести аналитически, со- 
ставивъ уравнеше перпендикуляра изъ фокуса на касательную и опре- 
дфливши координаты точекъ пересфченя этой прямой съ касательною 
и директрисою. 


318. На’ послФднихь свойствахь параболы основывается построеве 
касательныхь къ этой кривой, проходящих 
черезь данную точку или имбющихъ дан- 
ное направлене. 

Положимъ сперва, что требуется построить 
касательную, параллельную данной прямой 
ХУ (фиг. 78). Проведя черезъ фокусъ Е пря- 
мую, перпендикулярную къ данной, до пере- 
сфчешя еъ директрисою въ точёЗ ЕЁ, бу- 
демъ имфть, что Ри ЕЁ” суть точки, симме- 
тричныя относительно искомой касательной. 
Послфдняя опредфлится, поэтому, вакъ перпендикуляръ, возставлен- 
ный изъ средины отрёзка ЕЁ’. Что касается точки прикосновеня М, 


т 


Фиг. 78. 


== 236 == 


то она получится, какъ точка пересченя построенной касательной съ 
прямою, проходящею черезь Е” параллельно оси параболы. 

Положимъ теперь, что требуется построить касательныя къ параболЪ, 
проходящя черезъ давную точку Р (фиг. 79). 

Точки; симметричныя съ фокусомь Е относительно искомыхъ каса- 
тельныхъ, должны находиться на директрисв 
и на такомъ же разстоянм оть точки Р, какъ 
и фокусъ. СлЪдовательно, это будуть дв точ- 
ки В иС, въ которыхъ директриса пересЪ- 
кается съ окружностью, описанною изъ Р, 
какъ центра, рад1усомь РЕ. ЗатЪмъ сами ка- 
сательных получаются, какъ периендикуляры 
изъ Р на прямыя ВЕ и СЕ, зихъ точки при- 
косновен!я М и № опредЪфлятея пересЪчешемъ 
ихъ съ периендикулярами, возставленными въ 
В и С къ директрис$. 

Такъ какъ углы РВС и РСВ, какъ прилежапие основанию равно- 
бедреннаго треугольника, равны между собою, то должно быть также 


2 РВМ = Д РСМ. 


Но, велдетые симметричноети точекъ В и С съ фокусомъ отноеи- 
тельно касательныхь РМ и РМ, эти послфдн!е углы равняются угламъ, 
составляемымъ прямою РЕ съ прямыми, соединяющими фокусъ съ точ- 
вами прикосновеня. Слфдовательно, и эти углы равны между собою. 

Это приводить наеъ къ заключен!ю, что прямая, соединяющая фокусъ 
съ точкою пересъченя двухь касательныть къ параболь, дълить попо- 
ламь уюль, образуемый радусами векторами точекъ прикосновеня этихь 
касательных. 


Фиг. 79. 


319. Уголь А’РВ’, образуемый двумя касательными ‘къ параболь 
(фиг. 30), очевидно, равняется разности угловъ 
РА’ХиРВ’Х, составляемыхъ этими касатель- 
ными съ осью параболы. Съ другой стороны 
уголь АЕВ, образуемый рад1усами векторами 
точекъ прикосвовешя А и В этихъ касатель- 
ныхъ, равняется разности угловь АЁХ и ВЕХ, 
составляемыхъ этими радусами: векторами съ 
осью. Но АРХ, какъ внфшвй уголь равно- 
бедреннаго треугольника АЁА’, вдвое боле 
угла РА’Х и по той же причин уголь ВЕХ 
вдвое болЪфе угла РВ’Х. Отсюда заключаемъ, 
что уюль между двумя касательными къ параболь равняется половинь 


ума, образуемаю радёусами векторами точекь прикосновея этихь ка- 
сательныхь. 


Фиг. 80. 


АВЕ 

Если къ параболЪ проведены три касательныя, точки прикосновеня 
которыхъ суть А, В, С и которыя, пересфкаяеь между собою, обра- 
зуютъ треугольникъ ММУР, 10, ва основани предылущаго, уголь РЕВ 
равняется половинЪ угла АЕВ, а уголь ВЕМ-—иоловин% угла ВЕС. 
СлЪдовательно, уголь РЕМ, составляя половину угла АРС, равняется 
углу А’№МО’ между касательными въ точкахъ А и О. Это доказываеть, 
что четыре точки М, №, Ри Е лежать на одномъ круг. 


Итакъ, крую, описанный около треуольника, образуемаю тремя ка- 
сательными къ параболь, проходить черезь фокусь этой кривой. 


$ 3. Ламетры. 


320. Мы видфли, что ве маметры параболы параллельны между 
собою (см. стр. 116). Поэтому для параболы, выражаемой относительно 
прямоугольной системы координатъ уравнешемь 


р ЕН 


а В 


Положимъ, что 2 есть угловой коэффищенть хордъ, черезъ средины 
которыхь проходить этоть даметръ. Въ такомъ случаЗ уравнеше ка- 
кой-нибудь изъ этихъ хордь будетъ 


у=та-Е®- 


Исключивъ 2 изъ этого уравненя и уравнешя параболы, получимъ 
для опредфленя ординатъ концовъ хорды уравнеше 


—Ё 
= а 
или 
2р 2рЕ 

в А 

ЕЯ АЕ , 
откуда видимъ, что ордината средины хорды, равная полусуммВ ор- 
динатъ концовъ ея, воть®. Слфдорательно, 


или се 1 8) 


соотношен!е, опредфляющее даметръ, соотвфтствующий данному на- 
правлению хордъ, или обратно. 


— 1288 = 


Изъ уравненя параболы (1) находимъ, что воординаты точки ея 
пересфчен!я съ даметромъ (2) суть 
в 


ар 


у=®. 


Слфдовательно, уравнене касательной въ этой точкЪ будеть 


или 


Отсюда видимъ, что касательная въ концф даметра параллельна хор- 
дамъ, чрезъ средины которыхъ проходить этоть даметръ. Это свойство. 
было уже доказано (ем. стр. 122) и имъ можно было бы воспользоваться 
для вывода соотношевия (3). 

321. Уравнене параболы относительно косоугольной системы коор- 
динать, состоящей изъ какого-нибудь даметра и касательной въ кон- 
цЪ его, имфетъ, какъ мы видфли, также вид 


Не ^ 


Въ этомъ можно’ также убфдиться и, вифетВ съ тЪмьъ, обнаружить 
геометрическое значене постояннаго р’ посредствомъ преобразовашя 
координатъ. 

Положимь, что относительно прямоугольной системы координать 

зи" м_ ХОУ (фиг. 81) парабола выражается уравие- 
шемъ 


= 2х. 

> Примемъ за новую систему координать да- 

метрь О’Х’ и касательную О’У’, пересфкаю- 
р Хх щую ось параболы въ точкв Т, и пусть 

Фит, 81. а=00 и 5=09 

будутъ координаты новаго ‘начала относительно прежней системы, а 
© уголь между новыми осями координать. 

Въ такомъ случаЪ будемъ имфть для точки № 


&=0Р, у=МР, “=0Р, у=МР, 
и такъ какъ 


ОР = 00-- О'Р'-- МР'созо 


ь МР= 0'0-- МРзпо, 


Е ЧЕ О ИУИРТОЧРЧИ ЧИН ИР ЧРИ уче УЧИ 


489. 


то формулы преобразовашя координатъ будуть 
х=а--х' + ус0зо , 
у=ь--узшо. 
Подставляя эти выраженя въ уравнеше параболы относительно преж- 
ней системы, получимъ 


(6 -- узо)? = 2р(а-- а’ -Н у’с050) 
или 
у’ззш?о -- 2у'(фзо — рсоз02) -|- (62 — 2ра) = 2х’. 
Велфдстые того, что точка О’ принадлежить параболЪ, должно быть 
= ар. 
Кром того, построивши нормаль О’М№ къ параболЪ въ этой точЕЪ, 
будемъ имфть ‘изъ треугольника О’ОМ, что 


0Х= 0’9мо, 
или 
2030 = 5 зшо. 
Предыдущее уравнеше параболы обращается поэтому въ 


у’ЗЗт?о = ру’, 


или 
Вы, 
ипричемъ 
вЫ 2 
Р — чо" 


Тавъ какъ, далфе, изъ треугольвиковь О’ОМ и ТО’М№ имфемъ 
©№= 0'№шо 


0'№М= Т№зию, 
откуда, по перемножени, 
ОХ = Т№ио, 
или 
р= (За Е р)зио, 
то заключаемъ, что 


ПТИ 9 и 
В = во“ (. т ,) 
Это показываеть, что въ уравнени параболы (4) относительно косо- 


угольной системы координать постоянное р’ означаеть удвоенное раз- 
стояне начала координать отъ фокуса кривой. 


ГЛАВА ДЕСЯТАЯ. 


КОНИЧЕСНЯ СЪЧЕНЯ И ИХЪ ОТНОСИТЕЛЬНОЕ 
РАСПОЛОЖЕНИЕ НА ПЛОСКОСТИ. 


$31. Лин второго порядка, какъ сфченйя круглаго конуса плое- 
костями. 


322. Если прямая лия перемфщается въ пространствЪ такъ, что 
при всякомъ своемь положени проходить черезь данную неподвиж- 
пую точку 5 (фиг. 82) и черезъ какую-нибудь 
точку М данной кривой АВ, то поверхность, 
описываемая этою прямою, называется кони 
ческою или просто конусомь. Точка 8 называет- 
ся вершиною копуса, а кривая АВ его управ- 
ляющей. Прямая ММ, которою описывается ко- 
нусъ, во всякомъ ея положени носитъ назва- 
не образующей. 

Если управляющая есть кругь, то конусъ, 
называется крумлымь и притомъ прямымъ или 
наклоннымъ, смотря по тому, будет ли прямая, соединяющая вершину 
съ центромъ управляющаго круга, перпендикулярна къ его плоскости 
или наклонна къ ней. Очевидно, что такой конусъ состоитъ изъ двухъ 
одинаковыхъ частей или полостей, изъ которыхъ одна описывается тою 
застью образующей 5М, которая направляется изъ вершины къ точ- 
камъ управляющато круга, а другая ея продолжешемъь 8М въ проти- 
воположную сторону. 

Прямой круглый конусъ или, точнЪе говоря, часть его, заключаю- 
щаяся между вершиною и плоскостью управляющаго круга, разематри- 
вается обыкновенно въ начальной Геометр!и, гдЪ эту плоскость назы- 
ваютъ основашемъ конуса, а прямую, соединяющую вершину съ цен- 
тромъ основашя, осью конуса. 

323. Выше было замфчено (см. стр. 105), что лив!и второго порядка 
опредфлялись древними геометрами, какъ сЪченя круглаго конуса раз- 
личными плоскостями, вслдстве чего и получили назваве коническихь 


Фиг. 82. 


5, ЗЕ 


«ъченй. Постараемся теперь убЪдиться, что это воззре дЪйетвительно 
‘`разнозначуще съ опредёлешемъ этихъ кривыхъ посредствомъ уравнен!й. 

Пусть 5 будеть вершина прямого круглаго конуса (фиг. 83) и СЕР 
кругь, служащий ему управляющей или основашемъ. Прямая 5Н есть 
ось конуса, которую мы будемъ преднола- 
тать лежащей въ плоскости чертежа. Пря- 
мыя 9С и БО суть двБ образующя, лежа- 
ия въ той же плоскости. 

Всякую сЪкущую плоскость мы можемь 
предполагать перпендикулярною къ плоскос- 
ти 05), и положеше ея относительно ко- 
нуса опредЪлится, очевидно, разстоящемь 
АБ оть вершины до точки А, въ которой 
сЪкущая плоскость встр®чаеть образующую 
8С, и угломъ ЗАР, составляемымъ съ этой Фиг. 88. 
образующей прямою АР, по которой ефкущая плоскость перес$ кается 
съ плоскостью чертежа 08). 

Положимъ, что 


Аз=а и  [БАРЕФ, 


и пусть АМ будеть лин я, по которой конусъ пересфкается разематри- 
ваемой сфкущей плоскостью. 

Возьмемъ какую-нибудь точку Л на этой лиши и проведемъ черезъ 
нее плоскость, перпендикулярную къ оси ВЫ конуса и пересфкающую 
его по кругу КМГ, а плоскость разсматриваемаго сЪченя АМ по 
прямой МР, периендикулярной къ КГ. Въ такомъ случаз по свой- 
ству круга будемъ имфть 


ИРЕН 
Если положимъ, далЪе,/ что 
АР=х и МР=у, 


и обозначимь черезъ < ‘уголь ОЗН, составляемый каждой образующей. 
конуса съ его осью, то’ изъ треугольника АРК будемъ имЪть 


откуда 
а ЖАН 


Проведя зат$мъь прямую АВ параллельно КТ, и прямую РМ парал- 
лельно -образующей 51), будемъ имфть 


АВ = 2азша 


АНДРИЕВЪ. АШАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ. 16 


* а а 


АР ЗШАМР воза’ 
откуда . ие 
де 
с03& 
СлЪдовательно, 
РЕ АВ АМ азне—= 9-Е), 


с05& 


Подставивь выражения (2) и (3) въ равенство (1), получимъ 


9 


Это есть уразнеше лини пересфчен!я по отношению къ прямоуго: 
ной систем% координать, для которой ось абециссъ есть прямая АР, 
а ось ординатъ перпендикуляръ къ ней въ точкЪ А, лежаций въ 
кущей плоскоети. 

324. Полатая 


зазшазшф __ зшфэт(ф- 2<) 22 
с 03 р 


азшезтшф _ 


__ шфэш( о -- 20) _ 
03а 2 054 


а. 
дадимъ послЪднему уравненю видъ 


РС. 


Въ этомъ вид, какъ показано выше (ем. стр. 231), можеть 6 
иредетавлено уравнеше всякой кривой второго порядка, & именно: эллип: 
когда 4<0, гиперболы, когда 4> 0, и параболы, когда 4==0. 

Такъ какъ уголь ф, опредфляюцщий направлеше сфкущей плоск 
долженъ считаться не превышающимь 180°, то зпф > 0. Поэтому 
предыдущаго выраженя для 4 усматриваемъ, что лишя пересфче 
конуса съ плоскостью есть эллипсъ, когда ф «л— За, гипербола, когда 
ф>я— 23а, и парабола когда ф=я— 24а. 1 

Такимъ образомъ видимъ, что одинъ и тоть же круглый конусъ, 
жетьъ пересфкаться плоскостями но везмъ тремъь лишямъ второго 
рядка. При этомъ эллипеъ получается тогда, когда сфкущая плос 
пересЪкаетъ только одну полость конуса и когда, слЪдовательно, ме 
образующими нЪтъ пи одной параллельной этой плоскости. Если 
сфкущая плоскость пересЪкаеть обф полости конуса, такъ что въ чи 
образующихъ будуть двЪ, сь нею параллельных, то лишя перес 
ня будеть гипербола. Наконець, въ томъ случаф, когда сЪку| 
плоскость параллельна только одной образующей, эта лишя “буд 
парабола. 


= 248 = 


Изъ уравненя (4) видно также, что если 4=0, т. е, если сЪку- 
щая плоскость проходить черезь вершину Конуса, то она имфеть съ 
нимь только одну общую точку, когла ф«л— 2. Въ случаВ же, 
когда ф>л-2а, она пересЪкаеть его по двумъ различнымь пря- 
мымъ (образующимъ), а когда ф=л — 24, она касается конуса по 
образующей. 

325. Припомнимъ, что когда уравнеше (5) выражаеть эллипсъ, то 


Эксцентриситеть эллипса, получаемаго при пересфчени конуса, опре- 
дфлитея поэтому слЪдующимъ образомъ: 


И ЕГО Н с05?а — зафэш(ф -- 24) 
е . 
Ч сое 


Но легко убфдитьея, что 
зшфэш(ф - 2@) = зш?(ф -- <) — эта, 
Велёдетне этого будемъ имЪфть 


‚ _ 603 (ф-ра) 
2 —^ сов 


откуда 
< 609 (ффа = ета... ...... . (6) 


Такое же точно соотношене имфетъь мЪето и тогда, когда лишая пе- 
ресфченя есть гипербола, ибо въ этомь случаЪ 


ыы В. 
ки 


и эксцентриситеть гиперболы опредфлитея по формул 


с052 — зафзш(ф -- 2а) 
с03?а 


ь_ Е 
е? г: т-а 


или 
со3*(ф -- «) 
сое ° 


Соотношен!е (6), при данныхъ си «, всегда можеть быть удовлетво- 
рено, если кривая есть эллипеъ и, слфдовательно, е < 1. Для этого 
углу Ф вужно дать нЪкоторое значеше, заключающееся между 0 и 


л . 
5 —&. Если же кривая есть гипербола, то это соотношеше можеть 


удовлетворяться только тогда, когда е?с05?а < 1. 


— 244 — 


Это показываеть, что, имфя данный конусь и измфняя направлене 
сЪкущей плоскости, мы можемъ получить въ сфчеши эллииеы какого 
‘угодно экецентриситета. 


Что же касается гиперболъ, получаемыхь въ сфчени того же конуса, 


1 
то экецентриситеть ихъ не можетъ быть болфе, чфмъ м. 


Такъ какъ при е2с033е =1 изъ соотношения (6) находимъ 
ф=яр—а, 


то заключаемъ, что гиперболы наибольшаго эксцентриситета получа- 
ются при пересфчен!и конуса плоскостями, параллельными его оси. 


326. Тождественность лин второго порядка съ сфчешями прямого 
круглаго конуса можеть быть еще доказана геометрически слёдующимь 
образомъ. 

Положимъ, что конусъ описывается вращешемъ угла КЗ около его 
стороны 87 (фиг. 84) и сфкущая плоскость 
пересфкаетъ только одву его полость. Пусть 
РР, будетъ прямая, по которой эта илос- 
кость пересФкается съ плоскостью чертежа, 
а АМА, кривая, по которой она перес- 
каеть конусъ. Построимъ дв окружности, 
вписанныя въ уголь КЗК, и касающяся 
прямой РР, въ двухъ точкахъ Ки Е’, на- 
ходящихся между Аи А. 

Если вообразимъ, что плоскость чертежа, 
будетъ вращаться около прямой 5, то пря- 
мыя 5К и БА, будуть описывать разема- 
триваемый конусъ. Построенныя же окруж- 
ности опишуть при этомъ двф сферы, ка- 
саюшцяся этого конуса по кругамь ВСВ, 
и КНК;:. Точки Ри Е’ будуть точками 
прикосновен!я этихъ сферъ съ разсматри- 
ваемою сфкущею плоскостью. 

Возьмемъ теперь на лини пересЪфченя разсматриваемой плоскости 
съ конусомъ произвольную точку М и пронедемъ черезъ нее образу- 
ющую $, пересфкающуюся съ кругами ВСВ; и КНК, вь точкахь 
С иН. Вселфдетые перпендикулярвости илоскостей этихъ круговъ 
КЪ оси копуса, отрёзокъ @Н имфетъ одну и ту же величину при вея- 
комъ положеши образующей. 


Фиг. 84. 


Такъ какъ точки (и Р суть точки прикосновения, двухъ касатель- 
ныхь изь № къ сферь ВГВ,, то заключаемь, что 


МЕ= МС. 


аа, 


ВелЪфдстве такого же отношешя точекъ Н и Ё' къ сфер КМК, 
должно быть 


МЕ = МН. 


° Слфдовательно, 
МЕ-- МЕ = 6Н= ВК. 


Итакъ, при веякомь положен!и точки Г на лини АМА, сумма 
ея разстолый оть точекъ Е и Е” иметь одну и ту же величину. Это 
показываеть (см. стр. 179), что лишя эта есть эллипеъ, для котораго 
точки Ри Е’ суть фокусы. 


327. Положимъ теперь, что еБкущая плоскость, перпендиякулярная 

ЕЪ плоскости чертежа и перес%- 
кающаяся съ нею по прямой РР,, 
встрфчаеть обф полости конуса 
(фиг. 85). Пусть, какъ и прежде, 
прямая РР, пересЪкаетъ обра- 
зуюния ВК и В.Е, въ точкахь 
Аи А, . 

Построимъ двф окружности, впи- 
санныя въ противоположные уг- 
лы, составляемые этими образую- 
щими, и касаюцияся прямой РР, 
въ точкахь И и Е, лежащихь 
внЪ отрфзка АЛ,. 

Если вообразимъ, что плоскость 
чертежа будетъ вращаться около 
прямой И, дфлящей уголь 
В8В\ пополамъ, то образующя 
ВК и В, Е; будутъ перемфщать- 
ся по разсматриваемому конусу, а построенныя окружности опишуть 
двф сферы, соприкасающяся съ конусомъ по кругамь ВСВ; и КНК, 
и съ сЪкущей плоскостью въ точкахь Ри Е’. 


Фит. 85. 


Взавъ на лиши перес®чен!я этой плоскости съ конусомъ произволь- 
ную точку М и проведя черезъ нее образующую 5М, перескающуюся 
съ кругами ВСВ, и КНК, вь точкахь @ и Н, будемь нмфть, что 
отрфзки М@ и МЕ раввы между собою, какъ касательныя изъ‘точки М 
къ сферв ВГВ,. По такой же причин должны быть равны между 
собою отрфзки МН и МЕ. 


СлЪдовательно, 
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МЕ’ — МЕ= МН— Мб = СН, 


и такъ какъ отрфзокъ СН, при всякомъ положеви образующей М8. 
имфеть одну и ту же длину, то убфждаемея, что разность разстоянйе 
всякой точки лиШи пересвчешя отъ точекь Ги Е’ имфеть постоян- 
ную величину, что и доказываетъ (см. стр. 206), что эта лишя есть 
гипербола, ииющая фокусами точки Ри Е’. 

328. Раземотримъ, наконець, случай, когда еЪфкущая илоскость, бу- 
дучи перпендикулярна къ плоскости чертежа, пересзкаеть ее по пря- 
мой РР,, параллельной одной изъ образую- 
щихъ ЯК и А5Ё,, въ ней лежащихь (фиг. 
86). Построивши окружность, вписанную в» 
уголь КЗК; и касающуюся прямой РР; въ 
точкВ Е, вообразимъ, что плоскость черте- 
жа вращается около бисектра 5 угла КК, - 
При этомъ образующя ЗК и ЗК: будуть 
перемщаться по конусу, а окружность опи- 
шеть сферу, соприкасающуюся съ конусомь 
по кругу ВВ, и сь сфкущею плоскостью 
въ точ Е. 

Еели возьмемь на ливи пересфченя ©ф- 
кущей плоскости съ ковусомъ произвольную 
точку М и проведемь черезь нее образую- 

Фиг. 86. щую М5, пересфкающую кругь ВСВ, въ 
точкЪ @, то будемъ имфть, по такой же причинЪ, какъ и въ преды- 
дущихь случаяхъ, что 


МЕ= МС. 


Если, затЪмъ, проведемъ черезъ точку 1 плоскость, перпендикуляр-. 
ную къ оси 52 конуса и пересфкающую его по кругу КМК, а с5- 
кущую плоскость по прямой М0, перпендикулярной къ РР,, и про- 
должимь ВВ, до пересфченя съ РР, въ точкЪ Н, то будемъ имЪть 


ВК = ма 
и, велЪдетые параллельности прямыхъ РР; и 5К;, 
ВКк= Но. 


СлЪдовательно, при веякомъ положен точки 1/ на лиши пересф- 
ченя, должно быть 


МЕ= НО. 
Отрёзокъ НО равняется, очевидно, разстоянно точки 1/ отъ. пер- 


пендикуляра, возставленнаго въ точкВ Н къ плоскости чертежа. По- 
слфднее равенство показываеть, слЬдовательно, зто каждая точка ли- 


— а — : 


ви пересфчешя находитея на, одинаковыхь разетоящяхь оть этого 
перпендикуляра и отъ точки Ё. Это означаеть (см. стр. 228), что ли- 
Шя эта есть парабола и точка Ё ея фокусъ. 

Такимъ образомъ, предыдуция геометрическйя доказательства не толь- 
ко ‘удостовфряють, что счешя прямого круглаго конуса плоскостями 
суть разсмотрфнныя выше лини второго порядка, но и обнаруживають, 
вифств съ тЪмь, что фокусы каждой изъ этихъ лин суть точки, въ 
которыхь сЗкущая плоскость касается сферъ, вписанныхь въ конусъ. 


$2. Общая теоря фокусовъ. 


329. Мы видЪли, что каждая лин!я второго порядка обладаетъ свой- 
ствомъ, что отношене разстояй ея точекъ оть фокуса и директрисы 
имфеть постоянную величину, называемую эксцентриситетомь. Не труд- 
но показать, что это свойство принадлежить только лишямъ второго 
порядка и вполнф ихъ опредфляеть. Если же лин!я второго порядка 
дана, то оно служить самымь общимь опредфлешемь ея фокусовъь и 
директрисъ. 

Пусть дана нЪфкоторая точка, которой координаты относительно н%- 
которой прямоугольной системы суть 


х=а и у=В, 


и нВкоторая прямая, выражаемая относительно той же системы коор- 
динать уравнешемъ 


та-Нву-НЕ=О. еее. х (1) 


Постараемся найти геометрическое мфето точекъ, разстояшя кото- 
рыхъ оть этой точки и этой прямой находятся между собою въ дан- 
номъ постоянномъ отношеши е- 

Называя черезь 4 и © эти разстоявя, будемъ имфть 


а=Ув—с«-и— 8} 


5“ х $ 
и такъ какъ,.по условию, -— =е или @=е0, то уравнеше искомаго 


геометрическаго мЪета будеть 


Ув—®-и—в= 


или 
Уи в=тае-ну-, ..:.. 0) 
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тд для краткости положено 


ет г, еп : & р 


С аиСВЫ } у < Изя ия 
По уничтоженм радикала, послёднее уравнене принимаеть видъ 
(2—@-Ни— в ыз-ну-к=0..... 


Такъ какъ оно второй степени, то заключаемъ, что искомое геоме- 
трическое мЪфсто есть лин1я второго порядка. 

Точка («,) есть фокусъ этой лини и прамая, выражаемал уравне- 
н1емъ (1) или, что все то же, уравнешемъ 


тЕ--ту-Е Е =0, 


соотвётствующая этому фокусу директриса. 

Равенство (2) показываеть, между прочимъ, что фокусь лиши вто- 
рого порядка можно опредфлять, какъ такую точку, разстояве кото- 
рой оть точекъ этой лиШи выражается ращовально черезь ихь коор- 
динаты. 


330. Уравнеше (4), по раскрыми скобокъ и соединени подобныхь 
членовъ, можеть быть приведено къ виду 


(1 — т) 22 — Эт’и’жу Е (1 — у — 


— 2а-тР)х — 2-ти (8 - 9—3) =0, 
Если при этомь мы имЪемъ кривую, выражаемую уравнешемь 
дай Вву- ОЕ ре ВЕ, 


то величины а, В, т, п и Ё могутъ быть найдевы такъ, чтобы оба 
уравнешя имфли одно и то же геометрическое значеше, для чего, какъ, 
извфетно, должно быть 


тж ти 1—9 
А ВЯ 0 
аа аень) вре 
Е 5. Е 


ЗдЪеь заключается пять условй, виолнф опредфляющихь эти пять 
звеличинъ. 


Такимъ образомъ, по коэффищентамь даннаго уравнен!я кривой мо- 
гуть быть найдены аналитически ея фокусы и директрисы. 


ВыфетЬ сь тЬмъ опредЪлится и эксцентриситеть е, ибо изъ ра- 
венствъ (3) имфемъ 


тет? =е, 


откуда 
оу ит... .:. 1.1 


331. Приложимъ сказанное къ опредЪленшю фокусовъ и директрисъ, 
вривыхъ второго порядка, выраженныхь простфйшими уравненями. 

Возьмемъ сперва эллиисъ, отнесенный къ его осямъ и выражаемый 
уравнешемъ 


9. 
ты! 


Въ этомъ случаЪ условя, выражаемыя равенствами (5), будуть: 


ти’ =0, атЕ=о, вп =0 @) 
ат — т) и) 1—8 °* 


Для того чтобы имфло мфето первое изъ этихъ равенствъ, нужно 
положить и’ =0 или т’ =0. Сдфлаемъ сперва первое предположеше. 
Въ такомъ случа изъ второго и третьяго равенства находимъ 


«=—тЁ и в=0, 
велфдетые чего послдая услошя обращаются въ 
а (1 — т) == — т, 


откуда 


и, слдовательно, 
а=—ти==Ие— в. 


При этомь видимъ, что положительному значению < соотвфтетвують 
значешя ’ и К’, имъющИя разные знаки, а отрицательному, ичфюцИя 
одинаковые знаки. 

Такимъ образомъ, въ предположеши я’ ==0 мы находимъ два фокуса 
эллииса, координаты которыхъ суть 


а ыы 


Это суть фокусы и директрисы, значеше которыхъ для эллипса, 


ло изелфдовано выше. мч 


По формулЪ (6) находимъ также эксцентриситеть эллипса 


, Уа ЭН бА 


в = т’ = 
а 


[1 
а 


332. Предположимъ теперь, что м’ =0. Въ такомъ случаЪ изъ 
венствъ (7) получим 


в=0 и в=—и" 


и при этомъ 


Олфдовательно, 


Такимъ образомт, и въ этомъ предположеши мы ваходимь два фо- 
куса, лежаше на оси ординатъ, и двф директрисы, параллельныя 
абецисеъ; но такъ какъ полагается, что въ уравнени эллипса 6 а, 
то эти фокусы и директрисы суть мнимые. 

Итакъ, эллипеъ имфеть, собственно говоря, четыре фокуса: два дВй- 
ствительные на большой оси и два мнимые на малой. 

333. Возьмемъ теперь гиперболу, отнесепную къ ея осямъ. 

Такъ какъ въ этомъ случаЪ уравнене кривой есть 

ИИ 


я ы 


1, 


то условя (5) обращаются въ 


эт’ =0, ат! =0, ВИК 
а(1— т) = — 621 — п )= К — 2—8, 


Отсюда видно прежде всего, что необходимо сдфлать два предноло- 
женя: или ’ =0, или ж =0. 


Въ первомъ изъ этихъ предположешй находимъ совершенно такъ же, 
какъ и для эллииса, 


== 526 — 


причемь величины т’и Ё должны быть взяты еъ разными знаками, 
когда & дается значеше положительное, и съ одинаковыми знаками въ 
противномъ случаъ. 

Такимь образомъ получаются для гиперболы два фокуса и дв ди- 
ректрисы, которые разематривались нами выше. 

ДЬлая предположеше ’ =0, получимь 
Уи 
ты 


0, я 


В=-БУ-, в=-+у-и.У—1, 
что даеть мнимые фокусы и директрисы. 
'Итакъ, типербола, точно такъ же какъ и эллийсъ, имЪеть четыре фо- 


куса, изъ которыхъ два суть дфйствительные, лежащ!е на ея дЪйстви- 
тельной оси и два мнимые, находяциеся на мнимой оси. 


334. Чтобы найти подобнымь же образомъ фокусы и директрисы па- 
раболы, возьмемь ея простьйшее уравнене 


У =2рх 


и будемь предполагать, что оси координатъ прямоугольныя. 
Въ такомъ случаЪ соотношевя (5) дають 


1—т? = 0, ши’ =0, ВЕНЕ =0, 8—4 — В =0 
21 — я”) =а- т. 


.. (8) 


Изь двухъ первыхъ равенствъ находимъ 


НЕЕ и 


и такъ какъ знакъ одного изъ коэффищентовь въ уравнеши прямой 
произволенъ, то будемъ полагать, что т’ =--1. 


При этомь изъ остальныхъ трехъ равенствъ найдемъ 


в ВЫ 
вВ=о, а 


Такимъ образомь, для параболы получается одинъ только фокусъ, 
опредфляемый координатами 


— 252 — 


Они разематривались нами выше. 

Отыскивая величины <, В. т, т ий, удовлетворяющя равен- 
ствамъ (8), мы не принимали во внимане возможности для этихъ ве- 
личинъ безконечно большихъ значенй, но, очевидно, эта возможность, 
существуеть. 

Въ самомъ дЪлЬ, мы видфли выше, что парабола есть предфль эд- 
липса, оси котораго безпредфльно возрастаютъ (см. стр. 232). Понятно, 
что въ этомъ предфльномъ елучаЪ, когда одинъ конецъ большой оси 
и всф точки малой оси дфлаются безконечно удаленными, такими же 
должны сдфлаться второй дЪйствительный фокусъ и оба мнимые фокуса. 

335. Укажемъ еще на одно опредълеше фокусовъ. 

Уравнеше 

(са (уф = (тяну), 
которымъ, какъ мы видфли, можеть быть выражена всякая лин!я вто- 
рого порядка, имфющая точку (а, ) фокусомъ, удовлетворяется, оче- 


видно, тми значенями хи у, которыя удовлетворяють одновременно 
уравненямъ 


Сов 


и те--ту-ЕЕ =0. 


Первое изъ этихъ уравненвй выражаеть совокупность двухъь мни- 
мыхъ прамыхъ 


(#2—-У—1и—В=0 и (я И—1а—в)=0, 


проходящихъ черезь мнимыя безконечно удаленныя точки круговъ 
(в— в (у-в=п, 
а, слдовательно, и вефхъ другихъ круговъ на плоскости, т. е. чрезь 


такъ называемыя цикличесв!я безконечно удаленныя точки (см. стр. 162), 


Такъ какъ каждая изъ этихъ прямыхъ имфеть съ разсматриваемой 
кривой только одну общую точку, именно мнимую точку пересфчен!я 
съ прямой 


те-Нну-ЕР=0, 


т. е. директрисой, то обб эти прямыя должны быть разсматриваемы, 
какъ касательных къ этой кривой изъ фокуса или изъ циклическихъ 
точекъ. 

Это показываеть, что фокусы можно опредфлять, какъ точки пере- 
сфчен!я четырехь мвимыхъ касательныхь къ лини второго порядка, 
проходящихь черезъ циклическя точки. Понятно отсюда, что всякая 


лин!я второго порядка должна имЪфть четыре фокуса, изъ которыхь 
только два дЪйствительные. Это суть точки пересфченя касательныхъ, 
сопряженныхь между собою (см. стр. 68). 


При этомъ для параболы, какъ касающейся безконечно удаленной 
прямой (см. стр. 109), дв изъ этихъ касательныхь совпадають съ 
этою прямою. СлЪдовательно, одинъ изъ дЪйствительныхь фокусовъ 


параболы есть безконечно удаленный, а мнимые совиадаютъ съ цикли- 
ческими точками. 


$ 3. Относительное расположен е лин] второго порядка. 


336. Если даны на плоскости двф лини второго порядка, выражен- 
ныя уравненшями 


Аз? -- Взу-- б-- Оё-Е Еи--Е=о @ 
и АЗЯ-- Вау Су-- ре ЕУЕЕ=0] ``” 


съ дЪйствительными коэффищентами, то, для опредфлевя ихъ общихъ 
точекъ или точекъь пересфчешя, эти уравнешя должны быть ршены 
совмстно, для чего предварительно нужно исключить одно неизвфет- 


ное, напримфрь у. Это исключеше можеть быть сдфлано слёдую- 
щимь образомъ, 


Положимъ для краткости 
ВгЕЕ-И,  ВЕЕНИ 
да ре Е= 0, А+ ЕТ,. 
Въ такомъ случаЪ уравненя (1) примуть видъ ь 
СР бу 0, =0 
и СЕ Иу-- № =0- 


Умножая первое изъ нихъ на С’, а второе на С и вычитая резуль- 
таты, получимъ 


(Си Ст -б=0.......® 


Умножал же первое уравнеше на У», а второе на 0. и, по вычи- 
тан!и, сокративши всф члены на общаго множителя у, будемь имЪть 


(С. — СУу- (7 — МУ) =0...... (3) 
Исключая, наконець, у изъ двухъ послфднихъ уравнен!й, найдем 
(Си — СИ, 8 — У) — (© 0: — С, =0. 


Такъ какъ (и У, содержать извфетное х въ первой степени, & 
О. и ТУ, во второй, то легко видЪфть, что первая часть послФдняго 
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уравненя есть многочленъ четвертой степени, такъ что это уравнеше 
имфеть видь 

РА--Раа-- Ра? -- Рг-НР.=0,...... (4) 
тдЪ коэффищенты Р, Р,, Р»... суть вполн® опредфленные результаты 
перемножен!я и сложешя коэффишентовъ данныхъ уравненй (1) кривыхъ, 

Уравнене четвертой степени съ однимъ неизвфетнымь иметь, во- 
обще говоря, четыре рьшеня или корня, что видно уже изъ того 
частнаго случая, когда это уравнене есть биквадратное 1). 

Полагал, что эти рьшевя суть м, 2, 23, @4, мы для каждаго изъ 
вихъ найдемъ изъ уравневя (2) или (3) соотв тствующее единственное 
значене у. 

Такимъ образомъ, убЪждаемся, что дв% лини второю порядка пере- 
съкаются, вообще зоворя, въ четырехь точкахь. 

Эти точки могутъ быть, однако, дЪйствительныя или мнимыя. 

337. Если одно изъ значешйй х, удовлетворяющее уравнению (4), бу- 
детъ мнимое вида 


а ЪиИ-тТ, 


то, подставляя его въ это уравневе, получимъ тождество вида, 


М-МУ—1=0, 


тдБ Ми М суть дфйствительныя величины, получаюнцяся, какъ ре- 
зультаты перемножен! и сложен величинъ а и 6 и коэффищентовъ 
уравнен!я (4), 

Но послфднее равенство можеть имфть мЪсто только тогда, когда 


М=о и №=о0, 


а въ этомъ случа имфеть мЪфето и равенство 
м- миф =о0, 


которое получается отъ замфвы въ предыдущемъ -|- /—1 чрезь-—У —1 
и которое есть, слЬдовательно, результать подстановки въ уравнеше 
(4) выфето 2 величины а-ВИ—1. 

Итакъ, сопряженныя мнимыя величины 


аъ у—1 и а—ви—1 


могутъ быть рёшенями уравневя (4) не иначе, какъ одновременно. 


*) Случай, разематривающся обыкновенно въ начальной алгебрь. 
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Если двф таюя величины подетавимъ на мфсто х въ уравнеше (2) 
или (3), то получимъ для у также два сопряженныя значеня. Это по- 
казываеть, что мнимыя точки пересьченёя линйй второто порядка должны 
быть попарно сопряженными. 

СлЪдовательно, въ относительномъ расположенши двухЪ лин! й второго 
порядка на плоскости нужно различать слЪдующе три главные случая: 
1) когда четыре точки перес$чешя этихъ ливЙ суть дЪйствительных, 
2) когда дв изъ этихъ точекъ дЪйствительныя, а двЪ друмя мнимыя 
сопряженныя, 3) когда общйя точки лин второго порядка предста- 
вляютЪ собою двф пары мнимыхь сопряженных точекъ. 

338. Прамая, соединяющая дв точки пересфчен!я лив второго 
порядка, есть ихъ общая сЪкущая или общая хорда. 

Четыре точки пересфчен!я двухъ кривыхъ второго порядка ©0 всфми 
соединяющими ихъ прямыми составляють полный четыреугольникъ 
(ем. стр. 96), вписанный въ об кривыя. 

Въ томь случаф, когда веф эти точки дЪйствительныя, кривыя 
имфютъ шесть общихь хордъ, и дагональныя точки составляемаго ими 
четыреугольника образують общйй полярный треугольникъ, т. е. такой 
треугольникъ, каждая сторона котораго есть поляра противоположной 
вершины по отношению къ обфимъ кривымъ (см. стр. 127 и 128), | 

Въ остальных случаяхь нЪфкоторыя изъ общихъ хордъ, & также 
нфкоторыя изъ вершинъ и сторонъ общаго полярнаго треугольника, 
могуть быть мнимыми, 

Если обозначимъ точки пересфчешя двухъ кривыхъ чрезь К, №, 
Ко и Ть и ноложимъ, что координаты точекъ К: и 1 суть 


1, 


&=а ВИТ и у=а-ау 


а координаты точекъ К и Г» суть 


=&-ЬУ—ф и уУ=оЕФУ—, 


то будемъ имБть, что прямыя А: и К›Г», какъ соединяющя сопря- 
женныя мнимыя точки, суть дЪйствительныя (м. стр. 67). Прямыя же 
Ю1Та и Т4К» суть мнимыя и сопряженныя, и точка ихъ пересфчешя 
дЪйствительная, въ чемъ не трудно убФдиться, отыскивая уравнен!я 
этихъ ирямыхъ по даннымъ координатамь точекъ Ж, К», № и 1», 
черезь которыя онф проходятъ. Точно также прямыя КЮ Ко и 1л1е 
суть мнимыя сопряженныя, пересЪкаюпияся въ дЪйствительной точк%. 

Итакъ, когда всЪ четыре точки пересфчевя кривыхъ мнимыя, то 
существують только дв дЪфйствительныя обиия хорды, и въ этомъ 
случаЪ всеЪ три вершины, а слфдовательно и стороны, общаго полар- 
наго треугольника дЪйствительныя. 


ИЕ 


Если положимъ въ предыдущемь В =0 и 4, =0, то точки К: и 
будуть дЬйствительныя. При этомъ прямыя К!» и ТАК», оставаясь 
мнимыми, уже не будуть сопряженными, а потому и точка ихъ пере- 
сфчешя не будеть дЪйствительною. То же самое относится и къ пря- 
мымь А Аа и 1412. 

Слфдовательно, въ случа№, когда дв точки ипересфчешя дЪфйстви- 
тельныя, в двё друмя мнимых, существуютъ тоже только дв дЪйстви- 
тельныя обийя хорды, точка пересфчешя которыхъ есть единственная 
дЪйствительная вершина общаго поларнаго треугольника. 


Если об разсматриваемыя лини суть круги, ‘то двф ихъ точки ие- 
ресфчен!я могуть быть или дЪйствительныя или мнимыя; дв же друмя, 
именно циклическ!я безконечно удаленныя точки, всегда мнимыя. Два 
круга имфютъ, слЪдовательно, при всякомъ ихъ положени, двЪ дфй- 
ствительныя обшйя хорды, изъ которыхь одна есть безконечно удален- 
ная прямал, а другая такъ называемая радикальная ось (см. стр. 161). 


339, Если дв точки перееЪчени кривыхъ второго порядка совиа- 
дають, то соединяющая ихъ общая хорда обращается въ общую каса- 


‘тельную, Кривыя называются въ этомъ случаЪ соприкасающимися 
между собою. 


При этомъ онф, кромф точки соприкосновен 2/ (фиг. 87, а), иивють 
еще двф дЪйствительныя или мнимыя общуя точ- 
ки МиР. 

@) Если ни одна ‘изъ этихъ поелдиихь. точек 

х не совпадаеть съ точкою соприкосновеня, то го- 

Р\ воратъ, что соприкосновеве есть иервало порядка. 

Но можеть случиться, что одна изъ точекъ пе- 

рееЪчен1я, вапримфрь №, совпадаетъь съ М 

(6) (фиг. 87.5). Тогда кривых считаются имфющими 

въ точкЪ М соприкосновеве второю порядка. 

При этомъ овЪ непремфнно имЪють одну дЪй- 
ствительную точку переечешя Р- 


С.) 


Фиг. 87. 


Возможень, наконець, случай, когда и эта точка совпадаеть съ точ- 
кою касашя. Тогда соприкосновене будетъь третьяю порядка и, кромв 
точки касавя, кривыя общихъ точекъ имфть не могуть. 

Порядокъ соприкоеновен!я опредфляется, такимъ образомъ, чиеломь 
сливающихся въ одну общихъ точекъ двухъ лин, 

Такъ какъ для двухъ кривыхъ второго порядка такихь точекь не 
можеть быть болфе четырехъ, то и порядокъ соприкосновен!я этихъ 
кривыхъ не можеть быть выше третьяго. 

340. Примемъ точку 2/ соприкосновешя двухъ кривыхъ второго по- 
рядка за начало координать, а общую касательную за ось ординать. 
Въ такомъ случаЪ уравненм кривыхь будуть 


а Аз? -- Вху -- Су? Пе =0 К. } (5) 
аа Ву Се Бао 


Умпожая первое изъ нихъ на С’, а второе на С и вычитая резуль- 
таты, получимь уравнеше 


&[(АС’— бА’)=-- (ВС — СВ’, (ФС — СЪ')] = 0, 
которому удовлетворяютъ координаты общихъ точекъ этихъь кривыхъ. 
Но такъ какъ это уравнеше выражаеть совокупность двухъ пря- 
мыхъ, изъ которыхь одна 
в=0 
есть общая касательная, то другая, выражаемая уравнешемъ, 
(40’— СА’ (ВС — СВ)у-- (Фб' — СП’)=0,. .. (6) 
есть общая хорда, проходящая чрезъ точки пересфчешя № и Р 
(фиг. 87). 


Когда одна изъ этихъ послфднихь точекъ совпадаеть съ точкою ка- 
саня, т. е. началомъ координатъ, то прямая (6) проходить черезь на- 
чало координать, и потому должно быть 


26’ — ср’ =0. 


Это есть, слфдовательно, услове, при которомъ кривыя (5) имВютъ 
въ начал коордивать соприкосновене второго порядка. 

Если 0б% точки № и Р совпадають съ точкою соприкосновеня, то 
прямая (6) должна совпадать съ касательною, т. е. съ осью ординать, 
для чего необходимо имфть 


20—00'=0 и В6—0В=0. 


Это суть, слфдовательно, услов я, при которыхъ кривыя (5) имЪють 
въ началь координатъ соприкосновене третьяго порядка. 

341. Точки № и Р (фиг. 87, а), не совпадая съ точкою №, могутъ 
совпадать между собою. Въ этомъ елучаб кривыл будутъ соприкасаться 
въ двухъ точкахь, и потому говорлтъ, что онф имфють двойное сопри- 
хосновеще. Прямая. соединяющая точки касавя, называется хордою 
соприкосновеня. Понятно, что въ каждой точкЪ порядокъ соприкосно- 
вешя не можеть быть выше перваго. 

Если кривыя выражаются уравненями (5), то, умножая первое на 
ГУ, а второе на Д, и вычитая результаты, получимъ уравнеше 


(40’— 104)? --(ВО’ — РВзу + (СР' — рб) = 0, 
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удовлетворяющееся координатами общихъ точекъ обфихъ кривых 
выражающее, какъ извфетно (см. стр. 70), совокупность двухъ 
мыхь, проходящихъ черезь начало координатъ. Это суть прямыя, 
единяющя точку М съ точками МиР. 

Если эти поелфднйя точки совпадаютъ, то и прямыя эти дол: 
совпадать, для чего, какъ мы знаемъ, должно быть 


(ВО'— РОВ): —4(АТ'—ТА’(Ср—ЬС)=0. 


Это есть, слфдовательно, услоше, при которомъ кривыя (5) им® 
двойное соприкосновеше. 

342. Если одна кривая дана, то’ другая, обладающая какими- 
частными свойствами, можеть быть отыскиваема такъ, чтобы она 
данною кривою имфла соприкосновеше наивысшаго порядка. Та 
образомъь можеть быть найденъ кругь, имфюшй наиболфе тфеное 
прикосновеше съ какой-нибудь кривой второго порядка. Такой кр! 
называется вообще соприкасающимся. 

Положимь, что данъ эллипеъ и требуется найти кругъ, соприкасаю- 
щЩИся еъ нимъ въ данной точкЪ. 

Примемъ за ось абециссь маметръ эллипса, проходяний черезъ дав- 
ную точку, а за ось ординатъ дмаметръ, съ нимъ сопряженный. Ура 
неше эллишса въ такомъ случа будеть 


2 Г 
И 


Перенеся начало координать въ данную точку касаня и сохраняя 
при этомь то же направлеше осей, преобразуемъ это уравнене въ 


а а 
ян БА 
или 
Бе - ау — 2а/5х = 0. 


Вифеть съ тЬмъ легко вилЪфть изъ общаго уравнен!я круга, отнесен- 
наго къ косоугольной систем координатъ (см, стр. 152), что кругъ, 
касающийся въ началЪ коордиватъ оси у-овъ, выражается уравнешемь 


а? -- 2хусозо -|- у? — Экхзто =0, 


тдЪ › есть его радусь и © уголь между осями. 


Послфди!я два уравненшя имфють видъ уравнений (5), а потому за- 
ключаемъ, на основав и предыдущаго, что кругъ будеть имфть съ э4- 
липсомъ соприкосновеше второго порядка, если 


атзто — 5 =0. 


дно але м2 Е *.. 


а о 


Отсюда находимъ ралуеь соприкасающагося круга 


и тавъ какъ, по теоремф Аполлоня, 
а’’зшо = а, 
то этому выраженю можно дать видъ 
ъз 
=. 


343. Если положимъ, что эллипсъ отнесенъ къ его осямъ, и обозна- 
чимь координаты точки соприкосновешя, т. е. конца диаметра а’, че- 
резь м и и, а координаты ковца даметра ©’ черезь 2» и уз, то бу- 
демъ имЪть (см. стр. 193) 


я 2 й 2 2 ? 2 
ау и а (+). 


Велфдетые этого для радшеа соприкасающагося круга получимъ 
выражеше 


рае ИИ 


Соединимь какой-нибудь фокусъ Е съ точкою соприкосновейя 27 
(фиг. 88) и обозначимъ черезь ф уголь РММ 
радфуса вектора съ нормалью ММ. Ноложимъ, 
выЪетВ съ тЬмъ, что о и 1 обозначають посл$- 
довательно длину рад!уса вектора ЕМ и длину 
перпендикуляра изъ фокуса Р на касательную 
въ №. Въ такомъ случа должно быть 


ес онт. Фиг. 88. 


Но мы видфли выше (ем. стр. 178 и 187), что 


==.960— 
Сл%довательно, будемъ имфть 
1 
О = 
а (#=*;). 
& ы 
Перемножая это равенство: съ равенствомъ (7), получимъ 
зы, / ми? 
7608 ф = 5: и Е т: 
Здфеь вторая часть есть выражен!е длины нормали ММ (ем. стр. 186\. 
Слфдовательно, 


МУ 
а 
605 


Это поелфднее выражеше легко можеть быть построено. 

Въ самомъ дЪфлЪ, проведя черезь № прямую, параллельную касатель- 
ной, до пересфченя съ рад1усомъ векторомъ въ точкЪ 1), и затмъ че- 
резъ Г прямую, перпендикулярную къ рад1усу вектору, до пересбчешя 
еъ нормалью въ точк%, С, будемъ имфть изъ прямоугольныхь треуголь- 
никовь ММ и МОС, изъ которыхъ каждый содержит острый уголь ф, 


мм мр 
т и Е 


откуда, по перемножени, 
Мм 
мМо==-. 
608 
Слфдовательно, точка С’ есть центръ соприкасающагося круга. 
Такимъ же точно образомъ можетъ быть найдень соприкасаюпийся 
кругъ для гиперболы и параболы. 


$ 4. Подобныя лини второго порядка. 


344. Положимъ, что дана какая-нибудь кривая второго порядка АСВ’ 
и какая-нибудь фочка 8 (фиг. 89). 

Соединимь эту точку съ раз- 
личными точками кривой прямыми 
линями ЗА, БВ, 50... и иро- 
ведем чрез вЪкоторую точку 5' 
прямыя 5'А’, 5 В’, 5'О...., имь 
параллельных, такъ же направ- 
ленныя и пропорпональных, тахь 
что 
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Такимъ образомь получится рядъ точёкь 4’, С’, В’..., который, 
при непрерывности ряда точекь А, С, 2... на данной кривой, обра- 
зуеть также непрерывную линйю, которая вазывается подобною данной 
и подобно съ ней расположенною. ] 

Каждой точк® одной изъ такихъ кривыхъ соотвфтствуеть, слФдова- 
тельно, единственная и опредфленная/ точка другой и обратно. 

Точки би 5’ называются центрами подобя кривыхъ. 

ели радтусы векторы, соединяюпие центры подобя съ соотвЪтствен- 
ными точками, вмфето того, чтобы быть параллельными, будутъ состав- 
дать между собою одинъ и тоть же уголъ, то кривыя, оставаясь по- 
добными, уже не будутъ подобно расположены. Очевидно, что одну изъ 
двухъ подобныхь кривыхъ можно перемфетить такъ, чтобы она сдф- 
лалась подобно расположенной съ другою. Для этого нужно только по- 
вернуть ее въ плоскости около какой-нибудь точки на уголь, состав- 
ляемый рад1усами векторами соотвфтственныхъ точекъ обфихъ кривыхъ 1). 

345. Легко убЪдиться, что ‘для двухъ подобныхъ кривыхъ одинъ 
изъ центровъ подойя можеть быть взятъ произвольно, такъ что су- 
ществуеть безчисленное множество центровъ подоб1я. 

Въ самомъ дфлЬ, взявъ на двухъ какихъ-нибудь соотвЪтственныхь 
радлусахъ векторахъ 5С и 5’С’точки О и О’ такъ, что 

5050. 
80 50’ 
и соединивъ эти точки съ соотвфтетвенными точками А и 4’, будемъ 
имЪть изъ подобя треугольниковъ ЗОЛ и 5'0'.А’ 
О’ _5'0' 
0А` 80° 
Точно также изъ подобя треугольниковь ЗОВ и 5'0'В’ имфемъ 
ов_ 80 
ов 80` 


СлЬдовательно, вообще 


о’В’ 
=ов= 


Прямыя, соединяющя точки О и О’съ соотвфтственными точками 
кривыхъ, будуть, такимъ образомъ, параллельны и пропорщональны, 
а потому точки О и О’ будуть также центрами подобя. 


:) Это есть опредфлеше подоб1я не только лин второго порядка, но и, вообще, ка- 
вихъ угодно илоскихь фигуръ. 
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_346. Положимъ, что относительно какой-нибудь прямолинейной си- 
стемы координать двф подобныя и подобно расположенныя кривыя 
АСВ и РВ’ выражаются уравнен!ями 

А2?-- Влу-- Су? Г -- ВУ Е =0 
4? -- Взху -- Съу? -- Фьз-Е Ву -- Е =0 


и пусть относительно этой системы координаты центровъ подобя 5 и 5’ 
будуть послдовательно 


} „мои 


х=1, 9—4 

и #=ь, У=1. Е 

Въ такомъ случа, замфняя въ уравнеши первой кривой ди у чрезъ 
х--риу-[Ра, получимъь уравнеше той же кривой относительно си- 
стемы координатъ, имфющей начало въ точк® 5 и прежнее направлеше 
осей. Точно также, замфняя во второмъ уравнеши (1) х и у чрезь 
р’ иу’-- 9, получимь уравнеше второй кривой относительно 
системы координатъ, имфющей начало въ точк® 5’ и то же паправ- 
леше осей. м 


Эти нреобразованныя уравненн будутъ имфть вилъ 
зе Вигу -- буги -- Е -- Е =0 
и Аза”? -- Вых”у" -- Съу"*-- уз" -- Ву" -- Е =0, 


тд Г’, В’, Е'’суть извстныя выражевя, составленныя изъ коэффи- 
щентовъ перваго изъ уравненй (1) и координать рид, аТ,', Е, Е." 
тавя же выраженя изъ коэффищентовъ второго изъ уравненй (1) и 
координать р’и 4’ (см. стр. 140 и 141). 

Если назовемъ буквами я: и, радусы векторы, соединяющ!е двЪ 
кавя-нибудь соотвфтственныя точки кривыхъ съ центрами подо, то 
будемъ имЪфть, велВдстые параллельности осей координать, 


ПослЪднее отношене, по самому опредЪлению подобя, иметь вели- 
чину постоянную. Обозначая ее черезь т, будемъ имфть 


"=тх и у=ту, 
вслфдетве чего второму изъ уравненй (1) можно будеть дать видъ 
Ат?’ -|- Выт?ру' + Оът?у? -- Фута’ - Е’ту -- Е =0 


Такъ какъ здЪфсьх’ и У’ имфють то же геометрическое значене, 
какъ и въ первомъ изъ уравненйй (1), то и сами уравненя должны 
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имфть одно и то же теометрическое значене, а потому ихъ коэффи- 
щенты должны быть пропорщональны. 


Изъ пропорщюнальноети коэффищентовь трехъ первыхъ членовь за- 
влючаемъ, что 


Ва 


Итакъ, если двф лиши второго порядка подобны и подобно распо- 
ложены, то въ уравнешяхъ ихъ’ относительно какой-либо прямолиней- 
ной системы координать коэффищенты членовь второго измфрешя 
должны быть пропоршюнальны. 

347. Чтобы убфдиться въ обратномъ, замфтимьъ прежде всего, что 
изъ пропорцюнальноети (2) слфдуеть, что 


Вз--4А5С, _ В 

В —44.С В’ 

т. е. что разности | > 
В!" —4.4С, и В: — 4450 


имфють одинаковые знаки или одновременно равняются нулю. Это зна- 
чить, что при услови (2) об кривыя второго порядка (1) будуть од- 
ного и того же рода, и если онЪ параболы, то направлене ихъ дмамет- 
ровъ одно и то же. ] 

Положимъ сперва, что кривыя, выражаемыя уравнешями (1), при 
услови (2), суть центральныя. Въ такомъ случаЪ, перенеся для каж- 
дой кривой систему координатъ такъ, чтобы вачало совпадало съ цен- 
тромъ, & направлеше осей оставалось то же самое, ОрНиЕ я 
неня (1) въ 


АН о’. 


и Ава” Вау" -- Озу"* -- К =0 
Называя при этомъ полудламетры обфихъ кривыхъ, проведенныхъ 


въ одномъ и томъ же направлени, черезъ 0: и с», будемъ имфть, велЪд- 
сте параллельности/ осей координать, 


Изь этихъ соотношенй и соотношенйй (2) находимъ 


Даа” -- Выгу" Су" Азот, 
Ах Вау -- бу  Аю? 
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Но изъ уравнешй (3) видно, что пврвая часть этого послфдняго ра- 


венства равняется отношенйю постоянныхъ членовь Ко и К,. Слфдо- 
вательно, 


05? __ А.К с 

ой а — 0 

& это и доказываеть, что разематриваемыя кривыя подобны и подобно 
расположены и что центры ихъ суть центры подобя. 
Если 0б% разсматриваемыя кривыя суть параболы, то, выбирая для 
каждой изъ нихъ новую систему координать такъ, чтобы оси орди- 
нать были параллельныя межлу собою касательныя, & оси абециесъ про-. 
ходянйя черезь ихъ точки прихосновешя д1аметры (ем. стр. 146—150), 
дадимъ уравненямъ (1) видъ 


= рт и 9" = Эр". 


Отсюда находимъ 


Называя же черезь 0: и 0з длины двухъ прямыхь, проведенных 
въ одномъ и томъ же паправлени изъ началь координать до пересф- 
ченя съ кривыми, будемъ имфть 


велфдетые чего предыдущая пропоршя обращается въ 


'@ 20а. 
© та 
Слфдовательно, 


© в 


= пост., 
© т 


что и доказываетъ, что параболы подобны и подобно расположены, 
Изъ всего сказаннаго видимъ, что необходимымъ и вволнЪ достаточ- 
нымъ усломемъ, чтобы двЪ кавя бы ни было лини второго порядка, 
отнесенныя къ одной и той же прямолинейной систем координать, бы- 
ли подобны и подобно расположены, служить пропорщональноеть въ 
ихъ уравнешяхъ коэффищентовь трехъ членовъ второго измфрешя. 
348. Мы видфли (ем. стр. 109), что уравнен!е, которое получимъ, 
приравнявши нулю сумму трехъ членовъ второго измфрен!я въ урав- 
нени кривой второго порядка, выражаеть совокупность двухъ пря- 


ВЫ 
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мыхъ (дЪйствительныхь или мнимыхъ), вотрёчающихь эту кривую въ 
безконечности. Принимая во вниманше указанное сейчасъь услоше, мы 
заключаемъ, что для двухъ подобныхь и подобно расположенныхъ кри- 
выхь эти прямыя однф и ТЬ же и, наобороть, тождественность этихъ 
прямыхъ есть достаточное услоше для того, чтобы кривыя были по- 
добны и подобно расположены. 

Слфдовательно, можно сказать, что подобными и подобно раеполо- 
женными кривыми второго порядка называются тавя, которыя имфють 
общыя (дЪйствительныя или мнимыя) безконечно удаленныя точки. 

Сказанное приводить также къ сл5дующимь заключенямъ: 

Веяве два круга суть лини подобныя и подобно расположенныя. 

Два эллипса подобны и подобно расположены, когда ихъ оси про- 
порщювальны и соотвЪтетвенно параллельны. 

ДвЪ гиперболы подобны и подобно расположены, когда ихъ асеимп- 
тоты и дфйствительныя оси параллельны. 


Всявя двф параболы подобны и подобно расположены, если только 
оси ихъ параллельны и одинаково направлены. 


Эксцентриситеты подобныхь кривыхъ равны, 


349. Если дв кривыя (1) подобны, но не подобно расположены, то, 
повернувши систему координать на постоянный уголъ, который состав- 
ляютъ радфусы векторы, проведенные изъ двухъ центровъ подобя къ 
двумъ какимъ-нибудь соотвЪтственнымь точкамъ кривыхъ, мы преоб- 
разуемъ уравнеше второй кривой въ 


Аза? -- Взху - Съу?-- Ре -- Еу- В: = 


причемъ должно быть 


откуда 
Аз=ЁА,, Вз=ЕВ, С=АО,- 
Но, какъ извЪетно (см. ст. 144), при названномъ преобразоваши ко- 
ординать между коэффищентами двухъ уравнен!й второй кривой долж- 
вы имфть мфето соотношеня 


Аз С, — Вьсозю = Аз -|- Сз — Взв030 


В. — 44.0, = В — 44303, 


гдф © есть уголь между осями координат. 


22460’ == 


Подставивъ сюда предыдущя выраженя коэффищентовь Аз, Ву, С» 


получимь : 
Аз-- С; — Вусово = ЖА! + С; — В1е080) 


В: —44,0, = В*— 4410), 
откуда, исключивъ №, получимъ соотношеше 
В —44А.0, В —4 АС, 


(а, + С, — В, с0з6)8 (А Е © — В совой" 


имфющее мфето, когда кривыя (1) подобны, хотя бы и не были по- 


добно расположены. 


г 


ГЛАВА ОДИННАДЦАТАЯ. 


СОКРАЩЕННЫЙ СПОСОБЪ ВЪ ПРИМБНЕН!И 
КЪ ЛИН!ЯМЪ ВТОРОГО ПОРЯДНА. 


$1. Пучки лин второго порядка. 


350. Пусть уравненя двухъ какихъ-нибудь лин второго порядка 
относительно прямолинейной системы координать будутъ 3 


у 8 =0 и Ух (1) 
Въ такомъ случа, какъ извфетно (ем. стр. 74), уравнене 
Я -- 65 =0, еее, . (2) 


ири данномъ опредфленномъ #, выражаеть линию того же порядка, 
проходящую черезъ всф точки (дЪйствительныя или мнимыя), общёя 
даннымъ лишямъ. Еели же № воть величина неопредфленная, то этимь 
уравнешемь выражается пучекъ ливй второго порядка, имфющих че- 
тыре общия точки. 

Всякая лишя второго порядка, принадлежащая данному пучку, вполн$ 
опредфляетея одною ея точкою, ибо по координатамъ этой точки по- 
стоянное & въ уравненши пучка можеть быть найдено. 

Если положимъ, что 5!” и 5>’ суть результаты подстановки въ пер- 
выя части уравненй (1) крординать данной точки, то уравнеше кри- 
вой, принадлежащей пучку (2) и проходящей черезь эту точку, оче- 
видно, будетъ 


| 515х — 888" =0. 
Въ частномъ случа одно или оба уравнен!я (1) могуть выражать 
совокупности прямыхъ. | 


Если положимъ, папримфръ, что многочленъь 8» разлагается на два 

множителя 0) и У, первой степени, то уравнеше (2) обращается въ 
| 

Иж. о (3) 

и выражаеть пучекъ кривыхъ второго порядка, проходящихъ черезь, 

четыре точки пересфчен!я кривой 5, =0 съ прямыми 0. =0и У» ==0. 
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Если и многочленъь 5, разлатается на два множителя первой 
пени Л и И,, то уравнеше (2) обращается въ 


ПР — Вон. 


и выражаеть вс возможныя кривыя второго порядка, проходянйя 
резь четыре дЪФйствительныя точки пересфчешя прямыхъ (1 =0 
7 =0 сь прямыми (05 =0и 7, =0, которыя представляють, слёде- 
вательно, дв пары противоноложныхь сторонъ четыреугольника, в 
саннаго въ каждую изъ этихъ кривыхъ. 

Такь какъ кривыя или прямыя лини, черезь точки переефчешя ко- 
торыхъ проходить ланная кривая, могутъ быть взяты произвольно, те 
вь видахъ (2), (3) и (4) можеть быть представлено уравнеше всякой 
кривой второго порядка. 

351. Если одна изъ прямыхъ 


0 =0 и ие 


0 

есть касательная къ кривой, выражаемой уравнешемь 
8 =0, 

то очевидно, что уравнеше (3) будеть представлять кривыя, касаю- 


цяся этой прямой въ той же точкЪ, какова бы ни была другая прямая. 


Слфдовательно, полагая, что намъ дана лиш я второго порядка, вы- 
ражаемая уравнешемъ 5 =0, и допуская, что Г==0 есть уравнеше 
касательной къ ней въ данной точкЪ (21, и), мы будемъ имфть въ 
‘уравнени 


Я— Цао-рту-Бр)=0,.: ген, 


общее выражеше всфхъ лин второго порядка, имфющихъ съ данною 
ВЪ этой точкЪ соприкосновен!е первато порядка. 
Если случится, что прямая 


те-ву-ь=о 


проходить черезь точку (2, /1), то, какъ было показано выше (ем. 
стр. 256), соприкосновеше будетъ второго порядка. 


Слфдовательно, уравнене 
5— Тиз--пу— та — пи) =0,...... (6) 


при неопредфленныхь жи п, выражаеть всф возможных кривыя вто- 
рого порядка, имфющя съ кривой $ =0 въ точк® (21, у) соприкоено- 
веше второго порядка. 
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Постоянныя ти я могуть быть опредфляемы по какимъ-нибудь до- 
полнительнымь условямъ, напр. по условию, чтобы кривая, выражаемая 
уравнешемъ (6), была кругъ. Такимъ образомъ получается уравнене 
соприкасающатоея круга. 


Если прямая 
’ тату ьр=о 


сама есть касательная въ точк® (2, /\),.такъ что уравнене это отли- 
чается отъ ‘уравневя Т ‘0 только произвольнымъ постояннымъ мно- 
жителемъ, то уравнеше (5) обращается въ 


Во 


и выражаеть пучекъ кривыхъ второго порядка, имфющихь въ точк 
(д, и) соприкосновене третьяго порядка. 

352. Если прямыя 0. =0 и 7, =0 совиадаютъ, то и точки ихъ 
пересЪченя съ кривой 5! =0 совпадаютъ между собою по двф, такъ 
что уравнеше (3) представляеть въ этомъ случа кривыя второго по- 
рядка, соприкасаюнщяея съ кривой 5! =0 въ двухъ точкахъ, 

Уравнеше 


О) 


есть, слФдовательно, общее выражеше пучка линй второго порядка, 
имфющихъ двойное соприкосновене. 

Точки прикосновешя веЪхъ этихъ лин суть двЪ точки, въ кото- 
рыхь кривая $==0 пересфкается прямой О=0. Понятно, что он 
могуть быть какъ дЪйствительныя, такъ и мнимыя. Въ томъ случаф, 
когда он совпадаютъ, мы возвращаемся къ уравненю (7) лин, имВю- 
щихъ соприкосновеше третьяго порядка. 

Если положимъ, что 


суть уравнешя касательныхь къ кривой 5 =0 въ точкахъ ея пере- 
сфчешя съ прямою И=0, то уравнеше (8), при неопредфленномъ й, 
равнозначуще съ 


ПТ —0?=0. 


353. Можеть случиться, что одна изъ прямыхъ, уравнешя которыхъ 
входять въ составъ уравненй (3) или. (4), есть безконечно удаленная. 


Припоминая, что уравневе первой степени 


тё--пу-р=0 
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предетавляеть такую прямую, когда въ немъ эн = биз ==0 (см. стр. 40). 
мы можемьъ заключить, что уравнеше 


О Во 


гдЪ О какой угодно многочлень первой степени, выражаеть всевоз- 
можныя кривыл, имфющ{я обийя еъ кривой 5 =0 безконечно удален- 
ныя точки. Это суть, какъ мы видЪфли (см, стр. 265), кривыя подобных 
и подобно расподоженныя. Очевидно, что въ уравнешаяхь ихъ коэффи- 
щенты членовъ второго измфрен!я одни и ть же. 

Если прямая О =0 сама есть безконечно удаленная, то уравнеше 
(9) дБлается равнозначущимь съ (8) и обращается въ 


Такое уравнеше выражаетъ, слфдовательно, кривыя второго порядка, 
имфюния съ кривой 5 =0 двойное соприкосновене въ безконечности. 
Безконечно удаленных точки прикосновен!я могуть быть, конечно, какъ 
дЪйствительными, такъ и мнимыми. 

Такъ какъ въ поелфднемъ уравнеши, при различныхь значеняхь №, 
коэффищевты вефхъ членовъ, кромф постояннаго, одни и тЪ же, то вы- 
ражаемыя имъ кривыя имфютьъ одинъ и тотъ же центръ. СлЪдователь- 
но, эти кривыя не только суть подобныя и подобно расположенныя, 
но и концентричесвя. На тавя кривыя нужно поэтому смотрЪть, какъ, 
ва соприкасаюпяся въ двухъ безконечно удаленныхъ точкахъ. Такъ 
всяюе два концентричесые круга соприкасаются между собою въ цик- 
лическихъ безконечно удаленныхь точкахъ. 


На основан!и сказаннаго уравнене 
ПУ—&=0 


выражаеть всякую лин, касающуюся въ безконечноети прямыхь 
И=О0и У=0, т.е. вс гиперболы, для которыхъ эти прямыя суть 
ассимитоты. х 

Частный случай этого уравнешя представляеть уравнеше ху =? 
гиперболы, отнесенной къ ея ассимптотамъ. 


Если въ уравнени (9) положимъ 5 = У, то оно обратится въ 
7—0 =0 


и будеть выражать, при всякомъ &, кривую, касающуюся безконечно 
удалевной прамой, т, е. параболу. Частный случай этого уравненя 
представляеть простЪйшее уравневе параболы у? == 2х. 

354. Извфетно, что, подставляя въ многочленъ (7, составляющий пер- 
вую часть уравнешя прямой (==0, координаты различныхь точекь 


= 


плоскости, мы будемъ получать величины, пропорцюнальныя разетоя- 
вямъ этихь точекъ отъ этой прямой. ИмЪя это въ виду, мы, изъ воз- 
можности предетавить уравнеше всякой лиши второго порядка’ въ вид® 


Ци — #0 


заключаемъ слЪдующее: 

Произведеще разстоянёй всякой точки кривой второю порядка оть 
двухь противоположныхь сторонь вписаннаю въ эту кривую четыре- 
злольника назодится” въ постоянномь отношени къ произведению `раз- 
стояй той же точки оть двухь душить противоположныхь сторон 
этою. четыреуюльника. 

Подобнымь же образомъ уравнению 


ТТ, —&0*=0, 


представляющему какую угодно кривую второго порядка, касающуюся 
прямыхь 7, =0и 7, =0 въ точкахъ ихъ пересфчешя съ прямою 
И=0, можно дать слЁдующее геометрическое истолкование: 

Произведенйе разстоянйй всякой точки кривой втотою порядка оть 
двух ея касательныхь находится въ постоянномь отношени къ квад- 
рату разстояя этой точки оть хорды ихь прикосновеня. 

355. Веякая лин я второго порядка имфеть двойное соприкосновеше 
съ безчисленнымь множествомь круговъ, центры которыхъ находятся 
на ея осяхъ. 

Это показываеть, что уравнене какой угодно лини второго порядка 
можеть быть представлено въ видЪ 


6—#0?=0, 


тдЪ С означаеть многочлень, составляющий первую чаеть уравневя 
круга. 

Припоминая, что результать подстановки въ такой многочленъ ко- 
ординатъ какой-нибудь точки плоскости означаеть квадратъ длины ка- 
сательной къ кругу изъ этой точки’ (ем. стр. 156), МЫ ВЫВОДИМЪ ИЗЪ 
послфдняго уравнен!я слфдующее заключен: 

Всякая лия второю порядка есть леометримеское млъсто точек, 
касательныя изъ которыхь къ данному круцу налодятся въ постоянномь 
отношени къ разстояёямь ихь оть данной прямой. 

Это есть обобщеше свойства кривыхъ втброго порядка относительно 
фокусовъ, ибо очевидно, что въ случа, когда радфусь круга С=0 
равняется нулю, этоть кругъ обратится въ фокуеъ кривой, а прямая 
И =0 будеть ел директрисой. 

356. Положимъ, что намъ даны два пучка прямыхь лин 


ИИ =0 и 0, — №7, =0,.. 0. (10) 
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связанные проективнымь соотвфтетшемь (см. стр. 98—100), и треб; 
найти геометрическое мфсто точекъ пересЪченя соотвЪтственныхь 
чей этихъ пучковъ. 

Мы видфли, что зависимость между величинами № и №, оп 


ляющими въ разсматриваемыхь пучкахъ соотвфтетвенные лучи, в 
жается уравнешемъ 


АБ -- Вы + Сы р=0. 


Уравнене искомаго геометрическаго м$ета, получается, слЪдовател: 
какъ результать исключен!я неопредфленныхъ постоянныхъ 1 и № 
этого послфдняго уравнения и уравнен! (10) пучковъ. 

Это будетъ, очевидно, уравнеше 


А 0, ВУ, - СИ - РИ, = 


Такъ какъ оно второй степеви, то заключаемь, что искомое гео! 
трическое мфето есть ливя второго порядка. При веопредленн: 
значеныяхь коэффишентовь А, В, С, Г и при произвольномъ выб 
центровъ пучковъ, т. е. точекъ перес$ченя прямыхъ ( =0и Г, 
& также прямыхь 0. =0и У. =0, это уравнеше можеть, очевид; 
выражать какую угодно кривую второго порядка. 

Итакъ, всякая лишя второго порядка можеть быть опредёляема. 
какъ геометрическое мФето точекъ пересфчен!я соотвфтственныхъ лучей 
двухъ проективныхь пучковъ, 

На основаши этого опредфленя лини второго порядка разематри- 
ваются въ Проективной Геометрии. 

357. Положимъ, что стороны треугольника должны проходить черезъ 
три данныя точки и двЪ его вершины должны находиться на двухъ 
данныхь прямыхъ. Такъ какъ этими усломями треугольникъ не опре- 
дЪляется вполнф,`то геометрическимь мЪфетомъ третьей вершины бу- 
деть нЪкоторая лин!я. 

Легко видЪть, что, въ силу самыхъ услошй, стороны треугольника, 
пересВкающияея въ третьей вершин, образують при своем перем$- 
щев!и два проективно-соотвфтственвые пучка. Поэтому заключаемь изъ 
сказаннаго, что геометрическое мфсто этой вершины есть, вообще го- | 
воря, лив!я второго порядка. 

Выше были указаны тЪ частные случаи, когда это геометрическое 
м$ето есть прямая лия (ем. стр. 59—62). 


$ 2. Съти лин второго порядка. 


358. Если намъ даны три лиШи второго порядка, уравненя кото- 
рыхъ суты 


рт, 
о 
то уравненше х 
В 6 = 0, о... 0 
въ которомъ Ё и 1 суть нфкоторыя опредЪленныя постоянныя величины, 
выражаеть также нЪкоторую линю второго порядка. 


Еели же фи имфютъ неопредфленныя значеня, то послВднимъ 
уравнешемъ выражается цфлая система лин, называемая сътью кри- 
выхЪ второго порядка. 


Обозначая многочлень 5, —15. чрезь Т, мы можемъ представить 
уравнеше (2) въ видЪ 


Т— 18: = 


Отсюда видимъ, что сти, выражаемой этимъ уравненемъ, принад- 
лежить веякая кривая второго порядка, проходящая черезъ точки ие- 
ресфчешя одной изъ кривыхъ (1) съ какою бы ни было кривою, про- 
ходящею черезъ точки пересфчешя двухъ другихъ. 

359. Если кривая, выражаемая уравнешемъ (2), проходить черезь 
данную точку (2’,/’), то, называя чрезь 5’, 55’, 5з’ результаты 
подстановки въ первыя части уравнешй (1) координатъ этой точки, 
будемъ имфть 


8 — 5 — 155 =0. 
Велфдетые этого уравненю (2) можно дать видъ 
(9.55 — 5:9.) — 5:55 — 5,95) = 0... (3) 


и такъ какъ оно содержить только одно неопредфленное постоянное, 
то выражаеть пучекъ кривыхъ. 

Итакъ, ве кривыл второго порядка, принадлежания сфти и прохо- 
дяшщ]я черезъь данную точку, составляють пучевъ. 

Если кривая (2) должна’ проходить черезъ двЪ данныя точки, то, 
обозначая чрезь 51”, 85”, 5з” результаты подстановки въ первыя части 
уравненй (1) координать второй изъ этихъ точекъ, мы изъ услойй 


Я — 3 — 155 =0 
: 81" — #3." — 155 =0 


найдемь для каждой изъ величинъ Ё и 1 единственное значене. 
Отеюда заключаемъ, что черезь дв данныя точки проходить, во- 
обще товоря, единственная и опредфленная лишя второго порядка, 


принадлежащая данной сЪти. 
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'Уравнеше этой лини будетъ, очевидно, 


5, №, № 
|’, 5», 5" =0 
ве ви," 


или 


81(55'5" — 5:55") -- 83(53'81" — 883") -- 535 '8>" — 5'51") = 0. 


Оно пе будеть имфть опредленнаго геометрическаго значеня тольво 
тогда, когда каждая изъ разностей 


(55'5;" — 5:55”), (5:51 — 9 '5з"), (9/55 — 88") 


равняется нулю. 


Изъ уравненя (3) вндно, что это можеть имфть м$ето только тогда. 
когда одна изъ данныхъ точекъ привадлежить къ чиелу точекъ пере- 
сфченя кривыхъ, проходящихьъ черезъ другую. 

360. Умножая уравнеше (2) на какое-нибудь постоянное ж и 060 
значая — тк черезь в, а— черезъь р, мы можемъ дать ему слфдую- 
ШАЙ видъ: 

т пб. рб: =0..... аТАЫЯ За 


Обратимь особенное внимаше на нЪкоторые частные виды эт 
уравненя, 

Если положимъ 5 = ОУ, 5 =П0И’ и 5: =ТТ,, гдЪ 0, Ти 
суть многочлены первой степени, то будемъь имфть 


иоу-ЕвО-ЕрИ И = ие. (5) 


Этимъ уравнешемь выражается, очевидно, всякая кривая второге 
порядка, проходящая черезъ вершины треугольника, стороны котора- 
го суты 


[=0, Р=0, И=0......... 8 
Возьмемъ на кривой (5) двЪ` точки (2, у’) и (5”, у’) и пусть резуль- 


таты подстановки коордиватъ этихъ точекъ въ многочлены (, У, № 
будуть послфдовательно (’, У’, У’ и С", У", М". 


Въ такомъ случаЪ уравнеше Я 
т(И— (Уф) — "(т ЕДУ ИХИ И”) = 
=тбУ- 0-7 


будеть представлять прямую, проходящую чрезь эти дв точки, тавь 
какъ оно первой степени и удовлетворяется ихъ координатами. 


0: 


Если положимъ, что точки (х’, у’) и (2”, у”) совпадають и; слфло- 
вательно, . 
=: УИ, 


то это уравнеше, по раскрыт!и скобокъ и сокращени, обратится въ 


т(Пу УГ) О т) КРИ") =0 


или 
Отв) -- Упр) У вО-ьР=0 


и будеть выражать касательную къ кривой (5) въ точк® (2”, у’). 

Когда точка (=’,у’) совиадаеть съ. точкою пересфченя какихъ-нибудь 
двухъ изъ прямыхь (6), то послфднее уравнеше обращается въ одно 
изъ слЪдующих: 


тв =0, торт =0, вб--рР=0. .. . (7) 


Это суть, слфдовательно, касательныя въ кривой (5) въ вершинахъ 
треугольника, образуемаго ирямыми (6). 

Точка пересёчешя прямой [==0 съ первою изъ этихъ касатель- 
ныхъ удовлетворяеть, очевидно, уравнению 


еб тр пре 8) 


Этому же уравневшю удовлетворяеть и точка пересфченя прямой 
У=О со второю изъ касательныхъ (7), а также прямой И=0 сь 
третьей. Е 

Такъ какъ уравнеше (8) первой степени, то заключаемъ, что мочки 
переспченя сторонь треуюльника, вписанназо въ кривую’ второзо по- 
рядка, съ касательными вь противоположныхь вершинать лежать на 
одной прямой. : ; 

361. Прямыя (7), будучи кавательными, составляють треугольникъ, 
описанный около кривой (5). 

Обозначая первыл части уравненй (7) послЪдовательно черезь Я, 
А, 28, будемь имЪть тождественно: 


р — п. =и(р7Р—п0), 
п2, —тй: = (п И—тГ), 
т2 — рА = и(тО—р У). 


Отсюда видимъ, что уравнешя 
р7—в0=0, п"—т7=0, тб—р=0 


выражаютъ три прямыя, соединяющя точки пересфчен!я касательныхъ 
(7) сь ихъ точками прикосновен!я. 
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Изь того, что сумма произведенй первыхъ частей этихъ уравненй 
на коэффищенты т, р, п тождественно равняется нулю, залючаемъ, 
что прямыя эти проходятъ черезъ одну точку. 

Итакъ, прямыя, соединнюция вершины треульника, описаннаю око- 
40 кризой второю порядка, съ точками прикосновеня противоположныхь 
сторонъ, пересъкаются въ одной точкт. 

362. Положимъ теперь, что въ уравненш (4) 

= 0, 5 =, 5: =, 


тдф И, Ги У вуть, какъ и прежде, многочлены первой степени. 
Въ такомъ случаБ это уравнеше, принимая видъ 


то п7-- р =0, 


будетъь имфть дЪйствительное значене только тогда, когда два изъ 

коэффищептовь т, в и р имБють знакъ, противоположный знаку 

третьяго. Велфдетые этого, не нарушая общности значен!я этого урав- 
` нешя, мы можемъ разсматривать его въ видЪ 


тп? р 0, р... . (9) 
тдф ж, в, р суть величины положительныя. 


Такъ какъ мы можемъ представить его въ видЪ 


ри? — пу? = т 0 


или 
(ТИр-- РУз Ур — РУз) = т0®, 
то заключаемъ, что выражаемая имъ кривая касается прямыхъ 


ЖУР-Е ТУ =о0 и ЖУр-— УИв=0 
въ точкахь ихъ пересфчешя съ прямою П=0 


Это значить, что послЬдняя прямая, будучи хордою прикосновешя, 
есть поляра точки пересфченя двухъ первыхъ, которая есть въ то же 
время точка пересфчешя прямыхъ 


У=о0 и 1 =0. 
Такимъ же точно образомъ, представивъ уравнеше (9) въ видЪ 
р’ — т0 =? 
или 
(ТИР ПИт) "Ир — бУт) = вуз, 


Убфждаемея, что прямая Т==0 ‘есть поляра точки АИ 
мыхъ О=0и Т=0. 


эр 


Отсюда же заключаемъ, что и прямая И’=0 должна быть полярою 
точки пересфченя прямыхъ О=0и У=о0. 

'Итакъ, треугольникъ, стороны котораго суть 0=0, У=0, \=0, 
есть полярный относительно кривой (9). 

При неопредЪленныхь коэффищентахь т, ®, р уравнене (9) выра- 
жаетъ, слфдовалельно, сфть лин второго порадка, имфющихь общий 
полярный треугольникъ, 

363. Въ справедливости этого заключешя можно убфдиться еще сл%- 
дующимъ образомъ. 

Еели положимъ, что (2’, у’) и (2”, у”) суть двЪ точки, лежаця на 
кривой (9), то будемъ имфть, что уравнеше 


т(0— 00 — 0") (У— У’ У) И м") = 
= тб пу — ри’, 
въ которомь 0’, У’, И’, 0", У", У" суть результаты подстанов- 


ки координатъ этихъ точекъ въ многочлены 0, ТУ, И, выражаеть 
сЪкущую. 


Въ предположеи же 


‚ ГЕТ", № =И”, 


что соотвфтетвуеть совпадению точекъ (2’, у’) и (2”, у"), мы получимъ 
изъ него уравнене касательной въ кривой (9) въ вид 


то" Е вУУ' —р ТУ’ =0. 
‹ 


Но извЪетно, что тфмъ же самымъ уравнешемъ выражается поляра 
точки (2’, у’), когда эта точка дана какъ-нибудь на плоскости. 

При совпадени точки (2’,у’), съ точкою пересфчешя какихъ-либо 
двухъ изъ прямыхъь /=0, И=0, И=0, послфднее уравнеше обра- 
щается, очевидно, въ уравнене третьей прямой, & это и значить, что 
треугольникъ, образуемый этими прямыми, есть полярный. 

364. Частные виды уравненя (9) представляютъь уравнен!я эллипса, 
и гиперболы, отнесенныхь къ сопряженнымь даметрамъ. СлФдователь- 
но, для веякой центральной кривой второго порядка два сопряженные 
аметра и безконечно удаленная прямая составляютъ полярный тре- 
угольникъ. 


Точно также къ виду уравнен!я (9) принадлежить уравнеше 
(2 —&-(у— В) = (те--ту- В, 


выражающее, какъ мы видфли, относительно прямоугольной системы 
координать всякую лин!о второго порядка, для которой < и В суть 
координаты фокуса, & 
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т; + пу--Ё=0 
уравнене соотвфтствующей директрисы. 


Это показываетъ, что директриса и двЪ кавя-нибудь перпендикуляр- 
ныя между собою прямыя, проходящ!я чёрезъ фокусъ, составляють по- 
лярный треугольник. 

Отсюда заключаемъ, что фокусъь кривой второго порядка характери- 
зуется еще тфмъ свойствомъ, что веякя двф проходящйя черезъь него 
взаимно перпендикулярныя прямыя суть сопряженных. 


$ 3. Теоремы Цаскаля и Бр!аншона. 


365. Посредетвомъ сокращеннаго способа доказываются очень просто 
два замфчательныя предложешя о кривыхь второго порядка, извЪетныя 
подъ назвашемъ теоремъ Паскаля и Браншона. Первая изъ пихъ вы- 
ражаетъ свойство всякаго шестиугольника, вписаннаго въ кривую вто- 
рого порядка (Бехазтатини тшузЫсит), а вторая — свойство шестиуголь- 
ника, описаннаго около кривой второго’ порядка. 

Положимъ сперва, что намъ даны три лини второго порядка, им*- 
ющ]я общую хорду. Пусть $ =0 будетъ уравнене ‘одной изъ этихъ 
линй и 0 =0 уравнене общей хорды. 

Въ такомъ случаЪ уравневя двухъ другихъ кривыхъ могуть быть 
представлены въ видф‘ 


5—ВПг=0 и 8—Ши=0,......(1) 
тдЪ Ё и Теуть нзкоторыя постоянных, а Ги Т/ два многочлена пер- 
вой степени. При этомъ очевидно, что уравненя 

У=0 и Ш =о 
будуть представлять двф другя обийя хорды, которыя кривая 5=0 
имфеть послфдовательно съ двумя кривыми (1). 
Вычитая уравнеше (1) одно изъ другого, получимъ уравнеше 
ОУ) =0, 
выражающее совокупность двухъ прямыхъ, проходящихь через точки 
пересфчешя этихъ кривыхъ между собою. СлЪдовательно, уравнене 
ВУИ =0 

выражаеть общую хорду этихъ двухъ кривыхъ. 


Такъ какъ она, очевидно, проходить черезъ точку пересфчешя пря- 
мыхъ У=0и У ==0, то убЪждаемся въ справедливости слфдующаго 
предложен!я: 
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Если три кривыя второю порядка имъють общую хорду, то три 
друия обийя хорды каждыхь двухь изъ этихь кривыть проходять черезь 
одну точку. 

Частный случай этого предложешя представляеть свойство трехъ 
круговъ, состоящее въ томъ, что три ихъ радикальныя оси проходять 
черезъ одну точку, ибо ве круги имЪютъ, какъ извфстно, общую без- 
конечно удаленную хорду. 

Изь того же предложеня получается, какъ сафдетше, слфдующее: 

Если черезь дв точки данной лини второго порядка проходятъ та- 
мя же лини, составляюния пучекъ, то обийи хорды каждой изъ этихъ 
послднихь-лив съ данною также составляють пучекъ. 


366. Теорема Паскаля доказывается также, какъ слфдетые изъ пре-‘ 
дыхущаго предложешя. Она состоить въ слфдующемъ: 

Три точки, въ которыть пересъкаются противоположныя стороны 
естиуюльника, вписанназо въ кривую второо порядка, лежать на 0д- 
ной прямой, 

Положимъ, что въ кривую второго порядка вписанъ ‘шестиугольникъ 
АВОРЕЕ (фиг. 90). Точки, пересфчешя его противоположныхь сто- 
ронъ суть: Ё, Ми М. 

Если совокупность двухъ прямыхъ АВ и ОД будемъ разематривать, 
какь лин!ю второго порядка и точно также совокупность двухь пря- 
мыхь АРи ЕЮ, то точки Аир 6у- 
дуть общими у этихъ двухъ лин и 
у кривой, въ которую вписанъ шести- 
утольникъ. Прямая АЛ будетъ, слЪ- 
довательно, общею хордою везхъ трехъ Я 
лин. Въ силу предыдущато предло- 


С, 

2. 

жешя три друмя общия хорды, кото- 

рыя имфютъ эти лини между собою Е м = 
попарно, должны проходить черезъ одну Фиг. 90. 


точку. Эти обшия хорды суть: ВС, ЕЕ и ГМ. СлЪдовательно, точка, ЛГ 
пересфчешя двухъ первыхъ лежитъ на третьей, что и доказываеть 
теорему. 

367. Теорема Паскаля даетъ весьма простой способъ построев!я то- 
чекъ лини второго порядка нъ какомъ угодно числф, когда’ извфетны 
пять ея точекъ, 

Въ самомъ дфлЪ, положимъ, что даны пять точек: А, В, С, Ди 
Е (фиг. 90). Проведемъ черезъ точку А въ произвольномъ направлени 
прямую до встрфчи въ точкЪ Г, съ прямою ОД. ЗатЪмъ соединимъ пря- 
мою лишей эту точку съ точкою М пересьчешя прямыхь АВи РЕ и 
найдемъ точку М ея пересфченя съ прямою ВС. Проведя, наконець, 


чаво 


прямую черезь точки М и Е, получимъ при пересфчеши ея съ пря- 
мою АГ, шестую точку Е лиши второго порядка, проходящей черезь 
пять данныхь точекъ. 

'Измфняя направлене прямой АГ, можно такимъ же точно образомъ 
построить сколько угодно точекъ той же кривой и притомъ сколь угодно 
близкихь между собою. 

368. Свойство, выражаемое теоремой Паскаля, не зависить отъ распо- 

ложешя па кривой шести точекъ, составляющихъ вершины шести- 
угольника. Слфдовательно, она имфеть место и тогда, когда нЪкоторыя 
изъ этихъ точекъ совпадаютъ. Въ такихъ случаяхъ стороны шести- 
угольника, соедивяющия эти точки, обращаютея въ касательныя. 
’ Отсюда заключаемъ, что стороны четыреугольника, вписаннаго въ 
кривую второго порядка, и дв касательныя въ его вершинах соста= 
вляють шестиугольникъ, вписанный въ эту кривую. Поэтому, на_оено- 
ван!и теоремы Паскаля, приходимъ къ слфдующему заключено: 

Да точки пересъченя противоположныхь сторонъ четыреуюльника, 
вписаннало въ кривую второю порядка, и двъ точки перестченя каса- 
тельныхь вь противоположныть вершинахь это четыреуюльника де- 
жать на одной прямой. 

Точно также частный случай теоремы Паскаля представляеть дока- 
занное выше предложеше о точкахъ пересфчен!я сторонъ треугольника, 
вписаннаго въ кривую второго порядка, съ касательными въ противо- 
положныхъ вершинахъ (см. стр. 275), 

369. Положимъ теперь, что намъ даны три кривыя второго порядка, 
имфюнЦя двойное соприкосновеше съ четвертой. Пусть 5 =0 будеть 
‘уравнеше` послфдней изъ этихъ кривыхъ. а (=0, 7=0, =0 
уравнен!я трехъ хордъ прикосновен!я. 


Вь такомъ случаЪ уравнешя трехъ первыхъ кривыхъ будуть 
8—1 =0, 5—1 =0, б—тИ=0...... (2) 
Вычитая первое уравнене изъ второго, получимъ уравнеше 
МЫ =0, 


выражающее совокупность двухъ прямыхъ, проходящихь черезъ точки 
пересъчен!я первой и второй кривой, т. е. совокупность двухъ общихъ 
хордъ этихь кривыхъ. 


Точно такъ же находимъ, что уравнешя 


а 


17 —тИ=0 и т? — #03 = 


выражаютъ двф пары общихъ хордъ третьей изъ кривыхъ (2) съ двумя 
первыми. 


— 281 — 


Такимъ образомъ, всего будемь имфть шесть общих хордь; урав- 
неншя которыхь, взятыя въ отдфльности, могутъь быть соединены въ 
слфдующйя четыре группы: 


1) ПУЕ-УИ1=0, ТУТ МУИт=о, МУт— ПУЕ= 0, 
2) ПУЕ-УУ1=0, ТИТИУт=о, МИт-- СУЁ=0, 
3) ПИЕТУТИ1=0, УУТ- МУт=о, МУт- бУЕ=0, 
4) ОУЕУУт=0, УТ ИУИт=0, ТУт-— бУЁ=0, 

Въ каждой изъ этихь группь паходятся уравнен!я трехъ хордъ, 
принадлежащихь каждымъ двумъ изъ кривыхъ (2) и, какъ показы- 


ваетъ самый видъ уравненй, эти три хорды проходять черезъь одну 
точку. 


Такимъ образомъ, получается слфдующее предложение: 

Если три лини второю порядка имтють двойное соприкосновеще съ 
четвертой, то обийя хорды этихь трехь лий пересъкаютия по три 
въ одной точкть. \ 

370. Отсюда, какъ слЪдстые, получается” теоремя Бр!аншона, состоя- 
щая въ слфдующемъ: 

Прямыя линйь соединяющия противоположныя вершины шестиуюль- 
ника, описанназо около кривой второю порядка, прохобять черезъ одну 
точку. 

Въ самомъ дфлЪ, разематривая совокупность двухъ противополож- 
пыхь сторонъ шестиугольника, какъ лишю второго порядка, иуфющую 
съ данной двойное соприкосновеше, будемъ имфть, что вс шесть сто- 
ронъ представляють три такихъ ливи. Слфдовалельно, прямыя, соеди- 
няющёя противоположныя вершины, будучи общими хордами каждыхь 
двухъ изъ этихъ лин, должны проходить черезъь одну точку. 

371. Теорема Брыаншона, указывая на зависимость между шестью 
какими бы ни было касательными къ кривой второго порядка, дает 
способъ построен!я касательныхь къ кривой въ какомъ угодно числ, 
когда дано пять касательныхъ. Это построеше аналогично еъ поетрое- 
шемъ точекъ кривой на основан и теоремы Паскаля. 

Въ случаЪ, когда дв стороны описаннаго шестиугольника совпа- 
даютъ, ихъ точка пересфченя, т. е. одна изъ вершинъ шестиугольника, 
дЪлается точкою прикосновен!я. ВелЪдетве этого изъ теоремы Бран- 
шона выводимъ слфдующее заключение: 

Двъ прямыя, соединяюиия противоположныя вершины описаннало около 
кривой второю порядка четыреуюльника, и двъ прямыя, соединяюция 


точки прикосновеня противоположныхь сторон этою четыреуольника, 
сходятся въ одной точк. 
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Подобнымь же образомь, какъ слфдетые теоремы Бравшона, полу- 
чается доказанное выше предложеше о прямых, соединяющихь вер- 
шины треугольника, описаннаго около кривой второго порядка, съ точ 
ками прикосновев!я противоположныхъ сторонъ (ем. стр. 276). 

372. Теорема Браншона можеть быть сама выведена изъ теоремы 
Паскаля посредетвомъ слфдующихь соображений. 


Если въ вершинахъ шестиугольника АВСШЕЕ (фиг. 90), виисан- 


ваго въ кривую второго порядка, построимь касательных, то получимь 
шестиугольникъ, описанный около этой кривой. Оба эти шестиуголь- 
ника будуть, очевидно, таковы, что стороны каждаго суть, по отно- 
шеншю къ кривой, поляры вершинъ другого. 'Отсюда сл$дуетъ, что пря- 
мых, соединяющя противоположныя вершины описаннаго шестиуголь- 
ника, суть поляры точекъ Г, М, № пересфчевя противоположныхь 
сторонъ внисаннаго. СлЪдовательно, эти три прямыя должны прохо- 
дить черезь одну точку, именно черезъь полюсъ прямой БММ- 

373. ДвЪ каюя бы то ни было фигуры, находяцяея между собою 
въ такой зависимости, что прямыл, принадлежащя одной, суть поля- 
ры, относительно какой-либо кривой второго порядка, точекъ, принад- 
лежащихь другой, называются взаимными полярами. Таковы въ при- 
веденныхь соображешяхьъ вписанный и описанный шестиугольники. 

Способъ доказательства, состояний, подобно предыдущему, - въ заклю- 
чени о свойствахь одной изъ взаимныхъ поляръ по свойствамъ дру- 
гой, называется мезнодомь взаимныхь поляръ. Въ сущности онъ пред- 
отавляеть лишь болфе конкретную форму примфнея закона двойствен- 
ности, о которомъ мы говорили выше (ем. стр. 91). 

Основываясь на этомъ заковф, мы могли бы самое аналитическое до- 
казательство теоремы Браншона представить совершенно въ такомъ же 
видЪ, какъ и доказательство теоремы Паскаля, или обратно, Для этого 
нужно было бы только за элементъ, опредфляемый координатами, при- 
нимать не точку, а прямую лин!ю. 


ЧАСТЬ ВТОРАЯ 


ГЕОМЕТРИЯ ВЪ ПРОСТРАНСТВЗ. 


° ГЕОМЕТРИЯ ВЪ ПРОСТРАНСТВЪ. ^ 


ГЛАВА ПЕРВАЯ 
КООРДИНАТЫ И УРАВНЕНИЯ. 


$ 1. Прямолинейныя координаты. * 


374. Изучен!е теометричесвихь формъ или фигуръ, не помфщающихся 
на плоскости, при помощи метода координатъ составляетъ второй отдфль 
Аналитической Геометрм-— Геометрио въ пространетвВ. Самое поняте 
© координатахь представляется при этомъ въ болфе широкомъ или 
обобщенномъ видЪ, чЪмъ въ первомъ отдфлв— Геометри на плоскости, 

Положимъ, что мы имфемъ въ пространствЪ прямой тригранный уголь, 
вершина котораго есть О и ребра ОХ, ОТ, 017 (фиг. 91). Три плос- 
кости ХОУ, ХОЙ и УОЙ, составляюния грани 
этого угла, будуть, слдовательно, перпендику- 
лярны между собою. 

Всякая точка М, имфющая опредфленное поло- 
жевше внутри этого триграннаго угла, находится 
на опредфленныхъ разстояшяхь отъ его граней. 
Эти разстояя суть длины перпендикуляровъ 
МА, МВ, МС, опущенныхь изъ точки М ва < 9. 91. 
плоскости УОЙ, ХОЙ и ХОТ. Очевидно, что всякое измфнеше поло- 
женя точки М влечеть за собою измфнеше по крайней мфрф одно изъ 
этихъ разстоянй. 

Разстолшя эти называются координатами точки №. Будучи измф- 
рены какою-нибудь линейною единицею, опи могутъ быть выражены 
въ числахъ. 

Пусть а,5,с будуть эти числа. Предполагая, что единица мфры из- 
вБетна, будемь имзть 


МА=а, МВ=ь, Мб=е. 


375. Три плоскости ВМС, АМС и АМВ, проходяця черезь каж- 
дые два перчевдикуляра, опущенные изъ точки М ва трани .разсма- 
триваемаго триграннаго угла, очевидно, параллельны этимъ гранямъ. 


а 


Поэтому, называя послдовательно черезъ Р, 0, В точки, въ котор! 
эти плоскости пересфкають ребра ОХ, ОУ, ОЙ, будемъ имЪфть: 


ОР=МА=а, 00=МВ=ь, ОВ= МС=е. 


Это показываеть, что координаты точки 1/ можно опредфлять, в 
отрзки ОР, 00, ОВК, отебкаемые на ребрахъ разсматриваемаго т] 
траннаго угла плоскостями, проходящими черезъ точку М параллел 
его гранямъ. ВмфетВ съ тЬмъ отсюда видно, что числовыми в 
чинами а, 6, с положене точки М внутри этого триграннаго уг. 
опредфляется вполнЪ, ибо по этимъ величинамъ точка М можеть бы 
построена. 

Въ самомъ дфлЪ, отложивъ на прямыхъ ОХ, ОУ, 01 отрзки ОР. 
00, ОВ, содержание послЪдовательно‘@, 6, с едивиць длины, 
проведя черезъ точки Р, ©. П илоскоети, параллельныя гранямъ УОЙ_ 
ХОЙ, ХОТ, получимъ точку М при пересБчени этихъ трехъ пл 
костей. 

Изь сказаннаго слфдуетъ также, что отрёзки ОР, РС и СМ, с0- 
ставлия ломаную линшо, соединяющую вершину триграннаго угла съ 
точкою №, равняются координатамъ этой точки. Велфдетве этого, для 
построевя точки М мо даннымъ числовымъ величинамъ координать а. 
Ъ, с, можно поступать слфдующимь образомъ. 

На прямой ОХ откладываемъ длину ОР, равную а единицъ; зат$иь 
проводимъ изъ точки Р прямую РС, параллельную ОУ и имфющую 
длину Ь единицъ, и изъ точки С прямую СЛ, параллельную ОЙ ин 
заключающую въ себф с единицъ. 

376. Неопредзленныя координаты обозначаютъ обыкновенно буквами 
ж, у, 2. Для точки М, координаты которой выражаются въ данныхь 
единицахъ черезь а, 6, с, будемъ, слфдовательно, имфть: 


Прямыя ОХ, ОУ, О называются осями координать и, согласно 
указанному сейчась обозначено самихъ координать, ихъ различають 
нанменованями оси 2-овъ, оси у-овЪ и оси 2-овъ. 

Плоскоети ХОУ, ХОЙ, УО2 называются плоскостями координать, 
а точка О началом координат». 

Оси и плоскости координать въ совокупности состазляють систему 
координат», имепуемую прямолинейною, такъ какъ всЪ три координаты, 
опредфляющ!я точку, суть прямолинейные отрфзки. 

377. Плоскости координатъ, будучи продолжены неопредфленно, обра- 
зують восемь тригранныхъ угловъ. 
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Эти углы суть 0(ХУ7). 0(ХУЕ), 0(Х'У2), (ХУ 2), ОХ), 
0(ХУ’7), 0(Х'У7), 0(Х'У'2') (фиг. 93). 

Сказанное выше объ опредфлени положення точки внутри одного та- 
кого угла прим няется, очевидно, къ 
каждому изъ остальныхъ. Велфдетве 
этого одними и тёми же числовыми 
значенями координатъ 


2=а, у=Ь, 2=0 


опредфляется въ простраветвф во- 
семь различныхь точекъ: №, М, 
М, М, М., М, Ме, М., по од- 


ной въ каждомь изъ названныхь № я м 
угловъ. Чтобы различать эти точки, 
достаточно координатамь придавать ‘ах, 93, 


значения алгебраическихь’ величинъ, т. е. могущихьъ быть какъ поло- 
жительцыми, такъ и отрицательными, сообризно общему правилу зна- 
ковь, значеше котораго указано было въ Геометри на плоскости. 


Если положимъ, что плоскость ХОУ горизонтальна, & плоскость ХОЙ 
вертикальна и совпадаеть съ плоскостью чертежа, то, условившись при- 
нимать 3& положительныя разетоян!я, отмфриваемыя по оби 2-овЪ вправо, 
по оси у-овъ впередъ и по оси #-овъ кверху, будемъ имфть для коорди- 
пать названныхь восьми точекъ слфдующия алгебраическая значеня: 


длн точки М ш=-ра, уж=-Ь, Е =-е 
я 52% х=-а, у=р-—6, во 
9 я” № =—а, у=-РЬ, = 
х ‚„ № д=—а, у=—6, я=-с 
ы ПВ. д=-Ра, у=-Ь, в=—Фс 
;- „№ у=— 6, =—е 
» „ № д=—а, у=-Ь, #=—с 
” . № д=—а, У=-Ь, =—е. 


Между этими точками не будеть, слфдовательно, имфющихъ одина- 
ковыл координаты. 


Такимь образомъ видимъ, что при услови, чтобы координаты раз- 
сматривались, какъ величины алгебраическя, каждой точк% простран- 
ства будуть соотвфтствовать три особыя координаты, значенями кото- 
рыхъ положеше этой точки опредфллется вполнф и единственнымь 
образомъ. 


Уголь 0(ХУЙ), внутри котораго вс точки имфютъ вс три поло- 
жительныя координаты, принато вазывать нормальнымь. 


ЗВ 


378. Въ предыдущемьъ предиолагалось, что нормальный уголь 
мой, т. е. что всЪ три плоскости координать перпендикулярны м 
собою. Легко видфть, однако, что это предиоложеше не существенно 
не необходимо. Въ самомъ дфлЪ, мы видфли, что три координаты 
ки М суть длины трехъ отрЪзковъ ОР, 00, ОВ (фиг. 91), отеБкаемы 
на осяхъ координать плоскостями, проведенными черезъ эту точку па» 
раллельно плоскостямъ координатъ. Такое опред лене координатъ имфет». 
место и тогда, когда перпендикулярности между плоскостими коорди- 
натъ не существуетъ, причемъ все сказанное объ опредЪфляемости то 
чекъ пространства, алгебраическими значешями координать сохраняеть. 
свою силу. 


Если всф три плоскости координатъ перпендикулярны между собою», 
то система координатъ называется прямоузюльною. Въ противномъ слу 
ча ее называютъ косоуюльною- 


379. Услошю х==а, гдЪ а есть алгебраическая величина, удовлетво- 
раютъ, очевидно, всЪф точки, лежания въ плоскости, которая, будучи 
параллельна плоскости УОЙ, пересфкаеть ось ОХ въ точкЪ Р, отете- 
ящей отъ начала координать на разстояше а (по ту или по другую 
оть него сторону, смотря по знаку этой алгебраической величины). По- 
добное же значеше имфють и усломя у=Ь и 2==с, разематриваемыя 
въ отдфльности. 

Понятно, что какими-нибудь двумя изъ этихъ трехъ услошй вых%- 
ляются изъ всфхъ точекъ пространства тЪ, которыя лежатъ одновре- 
менно на двухъ плоекостяхъ, параллельныхь двумъ плоскостямъ коор- 
динатъ, т. е. точки прямой параллельной одной изъ осей координатъ. 
Понятно также, что всфми тремя этими услошями, взятыми совмЪстно, 
должна опредЪляться единственная точка пересфчен!я трехъ плоскостей. 

Въ частноети условя 


=2=0, у=0, г=0, 


взятыя веЪ вмЪфетЪ, опредфляютъ начало координатъ. Взаятыя по два, 
они опредфляютъ оси координать, а каждое въ отдфльности одну изъ 
плоскостей координатъ. 


380. При опредфленной и извфетной систем координать точка, ко- 
торой координаты 2=а, у=Ь, 2==е даны, должна считаться из- 
вЪетною и называется сокращенною точкою (а, 6, с). Найти неизвфет- 
ную точку (2, у,2) значить, слфдовательно, какъ и въ Геометри на 
плоскости, найти величины ен координатъ. 

Простое построеше координатъ данныхъ и искомыхъ точекъ приво- 
дитъ къ общему рёшеню слфдующихь двухъ задачь, разсматривав- 
шихся тавже въ Геометри на плоскости. 


== 98975. 


381. Даны двъ точки (ми. 2) и (2, ,25) относшпельно прямо- 
зурольной системы координать; требуется найти разстояще между ними. 

Пусть № и М, будуть данныя точки (фиг. 93). Опустивъ изъ нихъ 
перпендикуляры 24, № и М, № на плоскость ХОУ и проведя затмъ 
черезъ основашя № и № этихъ перпендику- 
ляровъ прямыя №Р; и №Р. , перпендикуляр- 
ныя въ оси ОХ, будемъ имЪты 


д =0ОР, и=РАМ, а=ММ, 
2: = ОР., уз= РР. №, = №. 


Такъ какъ прямыя 20М и М, № парал- 
лельны между собою, то онф лежать въ одной Фиг. 98. 
плоскости, и потому прямая, проведенная черезъ №, параллельно прямой 
ММ, будучи перпендикулярна къ прямымь №№ и №№, и нахо- 
дясь въ той же плоскости, встрЪтить прямую 14, № въ иЪкоторой точк% 
К, такъ что получится прямоугольный треугольникъ М, КМ., изъ 
котораго будемъ имфть 


ИМ, = ШК - М К®. 


Проведя затЪмъ черезь точку № прямую №, Г, параллельную оси ОХ, 
до пересфченя съ прямою №Р., получимъ изъ прямоугольнаго тре- 
угольника № 6 №, 


№" = М4 М.Г. 


Но очевидно, что ЛАК = №, №. СлЪдовательно, 


МММ М М.Е". 
Отсюда, обозначая искомое разетолн!е чрезь @ и замфчал, что 
МГ = Р.Р. == ОР. —ОР = — 2, 
№1, = МР. — Г.Р» = №Р, —МА=у— и, 
М, К= М.Х, — КМ. = М, №—ММ=а— а, 


получимъ 
@ = (в — м) (у — и) -- (& — а} 
и, слЪдовательно, 
а= = У — д и фа... ... (1) 


Это равепетво и: рьшаеть задачу и, притомъ, очевидно, при всякомъ 
положени точекь Л и №5, если только подъ обозначенями 2), у... 
разумфются алгебрамчесия величины координать этихъ точекъ \). 


1) Рьшеше этой задачи въ случа, когда снетема хоординать косоугольнал, будеть 
дано ниже (см. стр. 299). 
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ЕЯ: 


Если одна изъ данныхъ точекъ находится въ началЪ координатъ, то, 
обозначая координаты другой черезъ 2, у, 2, будемь имфть 


а=уттутР..... о 

Это есть выражеве разстоявя какой-нибудь точки (2, у, 2,) оть 
начала координать. 

382. Даны двь точки (мм, 2) м (ла, Уз, 28); раздълить отртьзокь 
между ними въ данномь отношени (т: п). 

Вопросъ состоитъ въ отыскани по координатамь двухъ данныхъ т0- 
чекъ М; и М, (фиг. 94) координать такой третьей точки № на прямой, 
ихъ соединяющей, чтобы было 


о а 


Обозначимъ искомыя координаты чрезь 2, у, 2 и вообразимъ, что 
чрезь обф данныл точки №, 21 и чрезь искомую № проведены плос- 
ра кости, параллельныя плоскости У02. Пусть 
точки пересфченя этихъ трехъ плоскостей съ 
осью `ОХ будуть послфдовательно Р,, Р», ©9- 
Въ такомъ случа должно быть 


р: 


зрх ОВ =, ОР = ОФ=а. 


Если проведемъ черезь М, прямую, парал- 
Фиг. 94. лельную оси ОХ, и обозначимъ чрезъ Си Н двЪ 
точки пересфченя этой прямой съ плоскостями, проведенными черезь 
М и М параллельно илоскости УОЙ, то будемъ имЪть 


МН=Р9= 00 —ОРр=х—м 
На= ФР, = ОР. — 00=ю— 4. 
Но изъ треугольниковь @М, М, и НМ, М, въ которыхь @ М, и НМ 


параллельны, какъ прамыя пересфчешя плоскости 1/,1[, С съ двумя 
параллельными плоскостями, находимъ 


ММ, На в-х 


Слфдовательно, по условю задачи (3), 


51.2145 
ип’, 
откуда 
ет. Е (4) 


ее не 


, 
| 
| 


= 99} = 


Подобнымъ же образомъ, вообразивъ, что чрезь точки 24, №и № 
роведены плоскости, параллельныя плоскостямъ координать ХОЙ и 
У0Й, найдемъ 

— пи ту — па ЗЕ та. 


у Ев и ЗУ . (5) 


Найденное рёшеше, очевидно, не зависить отъ угловь между плос- 
костями координать, и потому оно имфеть мфето, какъ въ случаЪ пря- 
моугольной, такъ и въ случаф косоугольной системы координатъ. 

383. Замфчаше о положен!и точки № внутри или вн% отр®зка М, №, 
сдфланное нами при рёшен!и той же задачи въ Геометр!и на плоскости 
(см. стр. 9), сохраняеть и здфеь свое значеше. 


т 
Если положимъ з —=1 и, слёдовательно, и ==и, то будемъь имфть, 


что точка № есть средина отр$зка 1/, М. ВмЪстЪ съ тфмъ, изъ обща- 
то рёшешя задачи получимъ для этого случая 


йа и ‚ата 
ори от ЕЕ 


я т 
Такъ какъ каждому алгебраическому значению отношеши “> соотвЪт- 


ствуеть на прямой №, М» единственное положене точки №, и выраже- 
в я (4) и (5) получають безконечно большя величины только тогда, 


т 
когда та и, слЬдовательно, т = —, то принимаютъ, что и въ 


пространств, такъ же какъ на плоскости, всякая прямая имфеть един- 
твенную безконечно удаленную точку, 


$ 2. Проекщи. Угловыя соотношешя. 


384. Пусть М, будеть данная точка и АВ данная прямая въ про- 
странетв% (фиг. 95). Точка М, въ которой эта прямая пересЪкаетел 
периендикулярною къ ней и проходящею черезь М: плоскостью, на- 
зывается проекшею точки М, на прямую АВ. 
Плоскость же, посредствомъ которой получаетен, 
таким» образомъ, проекщя данной точки, носить 
назваше ироектирующей. С 

Если въ пространств дана кавъ-нибудь пря- 
мая СШ (вообще говоря, не пересфкающался 
съ прямой АВ), то, построивши проекщи двухъ Фиг. 95. 
какихъ-нибудь ея точекъ 24 и 1 на прямую АВ, получимъ на по- 
слЪдней опредфленный отрфзокъ № №, который называютьъ ироекщей 
отрьзка М, Мь на прямую АВ. 


* 


я 


Проектировать точки на данную прямую можно также плоскостями. 
не перпендикуларными къ этой прямой, но составляющими съ нею ка- 
кой-нибудь уголъ и параллельными между собою. Въ этомъ случаз п 
евщя называется наклонною или косоузльною. 

Проекцию же посредством перпендикулярныхъ плоскостей отличают» 
наименовашемь прямоуюльной или ортоональной. 

Если въ Аналитической Геометрш, говоря о проекщяхь на прямую, 
не указывають на направлеше проектирующихь плоскостей, то разу- 
мфють всегда проекщи ортогональныя. 

385. Изъ даннаго опредфлен!я проекц!й слфлуеть, что прямоли 
ныя координаты какой-нибудь данной точки 1 (фиг. 91) суть прое 
на оси координать прямой ОМ, соединяющей эту точку съ началом, 
посредетвомъ проектирующихь плоскостей, параллельныхь плоскостям». 
координатъ. Въ случа прямоугольной системы координатъь онв с! 
ортогональныя проекщи. 

Точно также легко видфть, что проекщи разстоян!я между двумя 
ками на три оси координатъ посредствомъ плоскостей, параллельн: 
плоскостямъ координатъ, равняются разностямъ соотвтствующихь, 
ординатъ этихъ точекъ. Такъ, въ двухъ предыдущихъ задачахЪ (фиг. 
и 94), отрёзокь РР, есть проекщя отрфзка 2 М на ось ОХ и 
няется разности 2. — м. 

386. Между длинами проектируемаго отрзка и его ортогональ 
проекщи существуеть соотношеше, зависящее отъ угла, образуем: 
прямыми, на которыхъ берутея эти отрфзки. 

Уголь, образуемый ‘двумя не пересфкающимися прямыми въ в 
странетвф, равняется, вообще говоря, углу между прямыми, имъ п 
лельными и проходящими черезъ какую-нибудь точку. 

Проведя чрезь Л прямую М.Р, параллельную прямой АВ (фиг. 9 
будемъ имЪть, слЪховательно, что уголь ДМ,Р равняется углу м 
прямыми АВ и СШ. Обозначимъ этотъ уголь буквою 9. 

`Еели положимъ, что Г, есть точка пересфченя прямой 2, Р съ п. 
костью, проектирующей точку М, то, соединивъ прямою 145 съ 
получимъ треугольникъ 1/; 1/51., въ которомъ уголъ при Г, прямой, 
какъ Л.Г, лежить въ проектирующей плоскости, а Л.Г. перпенд, 
лярна къ ней. Изь этого треугольника находимъ, что 


МГ = М, М, созф. 


Но М.Г = М №, какъ отрфзки параллельныхь прямыхъ между 
раллельными плоскостями. Поэтому 


Уз = 121, М, созф. 


— 295 — 


Проекщея равняется проектируемому отръзку, умноженному на коси- 
нусь ула между этими прямыми. 

Понимая ‘это предложене, какъ выражене зависимости между абсо- 
лютными величинами отрЪзковъ М, М. и М №, мы должны подъ обозна- 
чешемъ ф разумВть острый уголъ между прямыми. 

387. Прямыя АВ и ОР могуть имфть опредфленныя направленя 
подобно тому, какъ ови координать, т. е. можеть быть указано длЯ 
каждой прямой, въ какомъ направлени отмВриваютел отрзки поло- 
жительные и въ какомъ отрицательные. Въ этомъ случаЪ должно при- 
нимать во внимаше и знаки проектируемаго отрёзка и его проекщи. 

Если случится, что, при перемфщени точки по прямой СЛ въ поло- 
жительномъ направлени, ея проекщя движется по прямой АВ также 
въ положительномь направлен!и, или какъ сама точка, такъ и ея про- 
екщя движутея по прямымь Ср и АВ въ отрицательномъ направле- 
ви, то принимаютъ, что проектируемый отрфзокъ и его проекщя имфють 
одинаковые знаки. Если же, при движени точки по прямой 017 въ 
положительномь направлени, ея проекщя движется по АВ въ отри- 
цательномъ направлени, или обратно, то проектируемый отрфзокъ и 
его проекщю считаютъь имфющими разные знаки. 

Обозначая черезъ »2 абеолютную величину отрфзка 2/\М., а черезъ 
® алтебраическую величину его проекщи №№, и понимая, какъ и 
прежде, подъ ф острый уголъ между этими прямыми, будемъ поэтому 
имЪть 

п == тс03Ф, 


гдф верхнй знакъ во второй части соотвфтетвуеть первому изъ ука- 
занныхъ сейчаеь случаевь, а ниж второму. 

388. Когда двф прямыя имЪютъ опредфленныя направленя, то, про- 
ведя изъ какой-нибудь точки два луча, параллельные этимъ прямымъ, 
и вь томъ направленми, куда он% считаются положительными, получимъ 
вполнф опредфленный уголъ, острый или тупой, смотря по направле- 
нямъ самихъ прямыхъ; Этотъ уголъ называется умомь наклонешя пря- 
мыхь между собою и будеть, очевидно, острымъ въ первомъ изъ на- 
званныхь выше случаевь и тупымъ во второмъ. 

Велфдстве этого, обозначая черезъ ф угодъ наклонен!я прямыхь АВ 
и СР, будемъ имфть, что въ первомъ случаЪ с05ф ==с03ф , а во вто- 
ромь с0зф == — возр. Послфднее равенство приметъ, поэтому, въ 0бо- 
ихъ случаяхъ видъ , 

п = тсозу. 


Аллебрамческая величина проекщёи равняется абсолютной величин 
проектируемаю отръзка, умноженной на косинусь ула наклонешя этиль 
прямыль между собою. 


== 494 = 


Понатно, что, при измфнени направлен! я одной изъ прямыхь АВ 
и СР, измфняется уголъ ихъ наклонен!я въ дополнительный къ преж- 
нему до 180% и, съ тЬмъ вмЪетЬ, изм$няется знакъ проекщи. 

389. Иоложимъ теперь, что мы имфемъ пь пространствЪ треуголь- 
никъ 11 М; (фиг. 96). Каково бы ни было положеше этого треуголь- 
ника, проекщя одной изъ сторонъ его на пря- 
мую АВ будеть равняться, по абсолютной ве- 
личинЪ, сумиЪ проекщй двухъ другихъ сторонъ» 
Такъ, при сдфланномъ обозначени вершинъ, 
будемъ имфть 


Фиг. 96. М № = М № + №№. 


Если же стороны треугольника имфють направлен!я и, притомъ, та- 
Юя, что, слфдуя положительному ваправлевю каждой стороны, можно 
обойти непрерывно весь периметръ треугольника (какъ показано етр®л- 
ками), то каково-бы ни было направлеше прямой АВ, проекщя’ сто- 
роны М:1/з должна имфть знакъ, обратный знаку проекщй двухъ дру- 
гихъ сторонъ. Слфдовательно, алгебраическая сумма проекщй возхъ 
трехъ сторонъ должна равняться нулю. 

Обозначая абеолютныя величины сторонъ 24 М5, ММ; и М, М} по- 
слфдовательно черезъ (и, аз, аз, а углы наклоненя этихъ сторонъ еъ 
прямою АВ черезъь @., &., сз, будемъ поэтому имЪть 


4160361 -- а2603 | @з608@; =0. 


Но если измфнимъ направлеше одной стороны, напримфрь М; №: , 
то измВнитея знакъ соотвфтетвующаго косинуса, т.е. с056:, и послЬд- 
нее равенство обратитея въ 


1605; -- 3605 @ == 360323 . 


Первая часть этого равенства есть проекщя на прямую АВ лома- 
ной лиши М, М,М,, которая, елфлуя положительному направленю 
отдЪльныхь ея частей, начинается въ Л/; и оканчивается въ Л/х. Вто- 
рая же часть есть проекщя ирямой 21, Му, соединяющей концы этой 
ломаной и направленной также оть Л къ №. 

Послфднее равенство показываеть, слфдовательно, что проекция лома= 
ной, соединяющей двъ точки въ опредъленномь направлеши, равняется 
проекции прямой, соединяющей эти точки въ томь же направлении. 

390. Ломаная лишя, о которой говорится въ послднемь предложе- 
ни, предполагалась состоящей изъ двухъ только примолинейныхь час- 
тей или колЪнъ. Не трудно показать, однако, что предложеше это 


имфеть мфето и для ломаной, состоящей изъ какого угодно числа ко- 
лЪнъ. 


Положимъ, что ломаная проведена отъ точки №0 къ Му и состоитъ 
изъ колфнъ №5, М,Мз, М.М., М.М; и ММ, (фиг. 97). Назовемъ 
абсолютныя величины этихъ колЪнъ послЪдовательно черезь и, @>, 
аз, а, @5, и нусть аз будетъ абсолютная длина прямой, соединяющей 
точки № и Мь въ томъь же направлеши. 
Проведемъ прамыя изъ 24 къ М, М; и 
М, (принимая это ихъ направлеше за по- 
ложительное) и обозначимъ ихъ абсолютныя 
величины черезь &, ши 6. Если кромЪ 
того обозначимъ углы наклонен!я прамыхъ 
а, @,.--Я, 6а,..- КЬ прямой АВ посл$- 
довательно черезь ©, @5,...В1, Вь,.-., То 
будемъ имфть на основаши предыдущаго: 


Фиг. 97. 


аусоза -- азсоза» = В с0з1 , 
` В160881 -- азсозаа == ВывозВь 
Ъ,созй - ас0361 == $60583 , 
Фзсозвз -- 4560805 = 446036 - 


Сложивъ почленно эти равенства, получимь по сокращен!и, 
а созе, | аэсоза» -|- азсозез -- ацсоза -- 560365 == 056086 , 


что и доказываеть справедливость предылущаго предложешя для раз- 
сматриваемой произвольно взятой ломаной. 

391. Предыдущее предложеше представляеть собою очень важную 
лемму, на которой основываются мноме выводы и доказательства Гео- 
метри въ пространствЪ. Приложимь его прежде всего къ выводу н%ко- 
торыхь угловыхъ соотношенй. 

Цоложимъ, что намъ дана прямая ОГ, проходящая черезь начало 
координать и составляющая съ тремя осями ОХ, ОТ, 02 прямо- 
угольной системы координатъ углы а, В, 7 
(фиг. 98). Возьмемь на этой прямой какую- 
вибудь точку М и обозначимъ черезъ 4 раз- 
стоян!6 ея оть начала. Проведя черезь М 
прямую, параллельную оси ОЙ, до пересф- 
чен!я въ точкф № съ плоскостью ХОУ и 
черезь № прямую, параллельную оси ОУ, 
до перееЪчешя въ точкВ Р съ осью ОХ, Фиг. 98. 
получимъь ломаную линю ОРММ, состоящую изъ трехъ коли», ко- 
торыя суть координаты точки №. Проекщя этой ломаной на прамую 
ОТ, должна равняться отрззку ОМ, и такъ какъ углы наклоневя пря- 
мыхь ОР, Р№и ММ къ прамой ОГ, суть а, В иу, то будемъ имть 


сова -|- усозВ -- 26057 = 4. 
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Но сами координаты точки 2 суть, какъ было показано, проекщи 
прямой ОМ на оси и потому 


$ = 4с03<, у= 4038, #= @созу. (..... (1) 
Велфдетые этого предыдущее равенство принимаеть видъ 
@соз?е -|- Чеоз?В -- 4соз?у =а, 
откуда, по раздфлени вефхъ членовъ на 4, получимь 
с05а-|- соз?В -- во5?у = 1. чет. 5) (2) 


Такъ какъ всякая прямая, параллельная съ ОГ, составляеть съ ося- 
ми координать т же углы с, @, у, то заключаемъ, что послфднее 
равенство представляеть соотношеше между тремя углами какой угод- 
но прямой въ пространств съ тремя осями прямоугольной системы 
координать, а слфдовательно и съ тремя какими бы ни было взаимно 
перпендикулярными прямыми. 

Равенство (2), по замфнЪ въ немъ косинусовь ихъ выражешями че- 
резъ синусы, можно представить еще слфдующимъ образомъ: 


эта -|- зн? 8 -|- зу =2. 


392. Положимъ теперь, что черезь начало координатъ проведены двЪ 
прямыя ОГ и ОГ” (фиг. 98), составляющя между собою уголь ф. Обо- 
значимъ углы первой изъ этихъ прямыхъ съ осями прямоугольной си- 
стемы координать послёдовательно черезъ «, 2,7, а второй черезь 
@, в’, 7. 

Если возьмемъ, какъ и прежде, на первой прямой точку М, отетоя- 
щую оть начала на произвольное разстояше 4, и построимъ ломаную 
лишю ОРММ, состоящую изъ координатъ точки 1, то будемъ имЪть, 
что проекщя отрфзка ОМ на прямую ОТ’ должна равняться проекщи 
этой ломаной на ту же прямую. Это равенство аналитически выразит- 
ся слфдующимь образомъ: 


4со5ф = 2созс’ -- усозй” -"2созу'. 


ЗамЪняя здфсь координаты 2, у, 2 ихъ выраженшями (1) черезъ раз- 
столе 4, будемъ имфть 


4с03ф = 4еозасова" -|- сов со" -{ 4созусозу', 
откуда, по сокращен и вехъ членовь на 4, получимъ 
с05ф == созасоза" -|- созё сов” -|- с057с05/.-..... (3) 


Такъ какъ веяюя двф прямыя, параллельныя прямымь ОГ и ОГ’, 
составляютъ между собою тоть же самый уголь ф, то заключаемъ, что 


№89 == 


послЪднее равенство представляеть выражеше косинуса угла между 
двумя какими бы ни было прямыми черезъ углы наклонения этихъ пря- 
мыхъ съ тремя осями прямоугольной системы координатъ. 

Если двф разсматриваемыя прямыя перпендикулярны между собою, 


я : 
10 с08ф == 035; = 0. Велфдетве этого равенство 


с0за воза’ -- созВ созВ" -|- с0зу озу" =0 


есть усломе перпендивулярности двухъ прямыхъ. 
393. Возвышая 00% части равенства (3) въ квадрать и вычитая по- 
членно изъ тождества 


1 = (608% -- 03? -|- с05?у) (соз? а" -|- с0828” —- с05?у”), 
получимъ 
зп? ф == (60324 -- с03?В -- соз?у) (со5?а' | с052 4” | 05") — 
— (6034 соза" -- с05 еозВ" -- созу со’) . 


Отсюда, раскрывъ скобки и сокративъ подобные члены, находимъ 


зф == 0324 608” | соз?йеоз?у" -|- соз?у соз?а' -- 
-{ 00328 соз?а" - соз?у с0528" -- 6082 с09?у’ — 
— 26034 сор соза' созй” — 2058 созу созВ’ созу' — 26054 6057 с03а’ ©05” 
или 


ЭПф == (6034 6088" — с03й соза’)? -|- (со озу” — созу с058°)? -|- 
-{ (соз@ созу' — созу соза’)? , 


выражене синуса угла между двумя прямыми черезъ углы этихъ пря- 
имыхь съ осями прямоугольной системы координатъ. 

394. Положимъ теперь, что система коорлинатъ, относительно кото- 
рой разсматриваются двЪ прямыя ОД вн ОГ’ (фиг. 98), ееть косоуголь- 
ная, и обозначимь углы между осями УОЙ, ХОР и ХОУ послБдова- 
тельно черезь 2, ми т. 

Если сохранимъ для угловъ, составляемыхь прямыми линии между 
с0бою и съ осями координать, прежнее обозначеше и будемъ проекти- 
ровать ломаную линю ОРХМ и прямую ОМ сперва на три оси коор- 
хинать, а потомъ на прямыя ОГ. и ОГ/, то получимъ слфдующия пать 
равенствъ: 


ж-- усозт -{ 2605 = 46086 
26057 - у- 26087 
сози -- ус -- 2 
2603 г ус058 -- #6087 = 4 

асов’ -- усовё"-- =созу’= 4с08ф 
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Исключивъ изъ первыхь четырехъ равенствъ величины д, у; 2 и @, 
получимь (см. стр. 30) 


1, 6057, ©08м, с05а 
воз? , 1, 6030, 6088 Н 
| с03и, 03%, 1, 6057 
| сза, с038, 60%, 1 


Это есть соотношеше между тремя углами какой-нибудь прямой съ 
осями косоугольной системы координать и тремя углами наклонен!я 
этихь осей между собою. 

Въ случа прямоугольной системы координать будемь имфть 
6034 = 03 = 6037 =0, и послФднее равенство, но разложени опредф- 
лителя, обращается въ равенство (2). 

Если исключимъ величины 2, у, 2 и @ изъ трехъ первыхъ и по- 
слфдняго изъ равенетвь (4), то получимъ соотношеше 


| 1, 0057, с03М, с0за | 
| 6057, 1, 6054, со Е $ (6) 
| возм, 6034, 1, 057 Е 
1 
| 


с036’, 038’, 6037’, с08ф 


изъ котораго опредфляетея уголь ф между двумя прямыми по угламъ 
этихъ прямыхъ съ осями косоугольной системы координать и угламъ 
между осями. 

При созф==0 это равенство представляеть услоше  перпендику- 
лярности. 

Въ иредположеши же, что 6037 = сози == с037 =0, будемь имЪть, 
Что система координать прямоугольная, и равенство (6) обратится въ 
равенство (3). 

395. Помноживъ четвертое изъ равенствъ (4) на @ и замняя въ 
первой части произведешя 4с05&, 46082, 4в0зу ихъ выражевшями изъ 
трехъ первыхь равенствъ, получимь— — 


2(#-- усозт -|- гсози) -- 
Е у(асозе -- у- 2созй) Е й 
| 2(сози Е усозя -- 2) = а?, 


‘откуда находимь 
= --у?-- 2 -- 2уг возд - 2х2 сози | зу со. 


Это есть выражене разетоянйя какой-нибудь точки отъ начала ко- 
ординать чрезъ координаты этой точки относительно косоугольной сис- 
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темы. Изь него, какъ частный случай, получается равенство (2) пре- 
дыдущаго параграфа (см. стр. 290). 

Подобнымь же образомъ, припоминая, что разности соотвфтетвующихь 
координать двухъ какихъ-нибудь точекъ (21, /, 2.) и (21, уз,2:) рав- 
няются косоугольнымь проекщямъ разстоявя между этими точками на 
оси координатъ (ем. стр. 292), и замфчая, что поэтому три отрЬзка, 
равные этимъ разностямъ и параллельные осямъ, могуть составить ло- 
маную, соединяющую данныя точки, найдемъь для разстояня между 
этими точками слфдующее выражене: 


= (21 — а) (уз — и? (&— а -- 
Е 2—и)(2— оз (жал) (аз )вози-|-2 (аа )(уз-— и )с087 


Отсюда, какъ частный случай, получимь найденное выше выражен! 
разотояшя между двумя данными точками относительно прямоугольной 
системы (см. стр. 289). 

396. До сихъ поръ мы разсматривали проекщи на прямыя ливи, но 
въ Аналитической Геометри имфють также очень важное значене иро- 
екщи на плоскости. Положимъ, что намъ дана нЪкоторая точка М; и 
плоскость АВС въ пространствЪ (фиг. 99). Точка №, въ которой эта 
плоекость пересфкается прямою, перпендику- 
лярною къ ней и проходящею черезъ точку 
М,, и называется яроекшей точки М, на плос- 
кость АВС. Прямая же ММ, посредетвомъ 
которой получается проекщя точки, воситъ на- 
зван!е ел проектирующей. 

Проектирующия вефхъ точекъ какой-нибудь 
прямой Е образують, очевидно, плоскость, Фиг. 99. 
перпендикулярвую къ илоскости АВС и пересфкающую ее по прямой, 
которую называютъ проекшей данной прямой ОЕ. При этомъ всякому 
опредфленному отрфзку 2, М. на прямой ДЕ соотвфтствуеть опредфлен- 
ный же отрфзокъ №№ на ея проекщи. 


Подобнымъ же образомъ, опуская перпендикуляры на плоскость АВС 
изъ вефхь возможныхь точекъ нЪкоторой кривой лиши или, вообще 
говоря, какой-нибудь фигуры, получимъ на этой плоскости проекцию 
этой фигуры. При этомъ прямыя, проектирующия кривую линйо, обра- 
зуютъ поверхность, называемую цилиндрической. 

Вообще, цилиндрической поверхностью, или просто умлиндромь, назы- 
вается поверхность, описываемая движущеюся прямою, которая во все 
время движеня сохранлеть свое направлеше (т.е. остается параллёль- 
ною одной и той же прямой) и пересЪкаеть нЪкоторую кривую линию. 
Прямая, описывающая поверхность, называется при этомъ образующей 
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цилиндра, а вривая, которую вс№ образующя должны пересвкать, ея 
‘управляющей \). 

При проектировав!и кривой лин!и на плоскость, эта кривая служить: 
управляющей цилиндра, образуемаго проектирующими прямыми. › 

397. Проектировать точки на данную плоскость можно также пря 
мыми, не перпендикулярными къ этой плоскости, а наклоненными къ 
ней подъ опредфленнымъ угломъ и параллельными между собою. Про- 
екщя, получаемая такимъ образомь, называется наклонною или косо- 
Зрольною. Проекщя же посредствомъ перпендикуляровь именуется для 
отли я прямоуюльною или ортоюнальною. 

При проектировани параллельными прямыми, проекщи на плоекоети, 
параллельных между собою, очевидно, тождественны. 

Какъ ортогональная, такъ и наклонная проекщи представляють част- 
ные виды проекийи центральной, которая получается посредетвомъ про- 
ектирован!я прямыми лин}ями, исходящими изъ одной и той же точки, 
центра проекщи. Предполагая, что центрь проекщи удаляется въ без- 
конечность, будемъ имЪфть, что проектирующия прямыя дфлаютея па- 
раллельными между собою. 

Центральную проекшю какой-нибудь фигуры называють также ея 
‘перспективою *). 

Если въ Аналитической Геометрш, товоря о проекщяхъ на плос- 
кость, не характеризуютъ ихъ какимъ-либо наименовашемъ, то подра- 
зумфвается, что рфчь идетъ о проекщихь ортогональныхъ. 

398. Цилиндричесвя поверхности, управляющими которыхъ служаль 
кривыя второго порядка, называются цилиндрами второго порядка и 
подраздфляются на цилиндры эллиитичесве, гиперболичесве и парабо- 
личесве, емотря по роду кривой, служащей управляющею. 

Эллиптическй цилиндръ состоить изъ одной сплошной полости, ко- 
торая всякою плоскостью, не параллельною образующим, пересфкается 
по замкнутой линш, т, е. эллиису. Частный зидъ этой поверхности 
представляеть прямой круглый цилиндръ, разематриваемый въ началь- 
ной Геометри. 

Типерболичесь! цилиндръ, такъ же какъ и сама его управляющая. 
состоить изъ двухъ отдфльныхь частей, которыя каждою плоскостью, 
не параллельною образующимъ, пересфкаются по двумъ вЪтвямь ти- 
перболы. 

Наконецъ, параболичесьйй цилиндръ состоитъ изъ одной полости и плос- 
костями, не параллельными образующимъ, пересфкается по параболамъ, 


1) Сравн. еъ опредфлешемь конической поверхности, стр. 240. 
=) Повяме о центральной проевщи лежить въ основав ш КПроективной Геошетри и 
въ частности проевтивнаго соотвфтстйя (см. стр. 98). 
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Изъ всего этого видимъ, что какъ ортогональная, такъ и наклон- 
ная проекщя всякой лини второло порядка есть лия тою же по- 
рядка ц рода. 

399. Между длиною проектируемаго отр№зка прамой и его ортого- 
нальной проекщей на плоскость существуеть такое же соотношене, 
какъ и въ случаЪ проектироваяйя на прямую. Въ самомъ дфлЪ, про- 
ведя черезъ точку ЛД прямую, параллельную проекщи №№ (фиг. 99), 
и обозначивъ черезь Г, точку пересфченя ея съ прямою 2/.№, полу- 
чимЪ прямоугольный треугольникъ 2; [.Мз- Уголь М.М, Г, этого тре- 
угольника равняется, очевидно, углу, составляемому прямой ДЕ съ ея 
проекщей №№. Называя этоть уголь буквою ф, будемъ имфть 


М.Г = М, М.созф 
и, ел довательно, 
№ № = М, М.с0зф. 


Проекшя равняется проектируемому отръзку, Умноженному. на ко- 
синус» ула между ними. 

Равенство это представляеть зависимость между абсолютными вели- 
чинами, а потому подъ ф вужно разумЪть острый уголъ. 

400. Подобное же соотношеше имфетъь м$сто между площадями про- 
ектируемой плоской фигуры и ея проекщи. Положимь сперва, что фи- 
тура эта есть треугольвикъ 2; 1/. М3 (фиг. 100). одна изъ сторонъ ко- 
тораго, напр. №М:2М., параллельна плоскости проекцй АВС. 

Проведя черезъ эту сторону плоскость, параллельную плоскости про- 
екщй, и обозначивъ черезъь Г, точку пересЪчен!я ея съ прямою 24.№, 
проектирующей точку №, получимъ треуголь- 
никъ 1, М.Г, очевидно, тождественный съ про- 
екщей №№, № даннаго. Если зат$мъ прове- 
демъ черезъ прямую 1/3 № плоскость, периенди- 
кулярную къ прямой М, 1[., и назовемъ черезъ 
К точку пересфченя ея съ этою прямою, то, 
обозначая буквами А и Д площади треуголь- 
ника М, М.М; и его проекши №№.,№, 6у- 
демъ имЪть 


Фиг. 100, 
2А=ММ;. М.К и 20= М, М..ЁК. 


Обозначая, наконець, черезь ф уголь №ЖК.Г,, которымъ, очевидно, 
измфряется двугранный уголь между плоскостью даниаго треуголь- 
ника и плоскостью проекций, находимъ изъ прамоугольнаго треуголь- 
ника КГ, что 


СК = МзКсозф. 


= 302. — 


Отсюда, по умноженш обфихъ частей на тм, получимъ 


р = ДА оз. 


Допустимъ теперь, что ни одна изъ трехъ сторонъ даннаго треуголь. 
вика М, М» Му не параллельна плоскости проекцй. Въ такомъ случа® 
черезь одну изъ трехъ его вершинъ, напр. 
М,, можно, провести плоскость, параллельную 
плоскости проекщй и встрфчающую противо- 
положную сторону въ точкЪ Р, лежащей 
между двумя другими вершинами (фиг. 101). 
Называя площади треугольниковъ 2, М.Р и 
М.М.Р послфдовательно черезь Л: и Д.. 
а площади ихъ проекций №М№0 и №№09 
черезъ Г; и Г., будемъ имфть 


Фит. 101. 
АМА-+Д.=Д и В+ Ь. 


Но, на основаши предыдущаго, 


Т = А: с0зф и Л: = А.созФ, 
откуда, по сложен, получимъ 
р = А воз. 


401. То же самое соотношеше имфеть мфето и для плоскихъ фи- 
гуръ, ограниченныхь какими бы ни было ломаными линями, т. е. для 
плоскихь многоугольниковъ. Въ самомъ дфлЁ, площадь такого много- 
угольника можно, очевидно, раздфлить прямыми лишями на треуголь- 
ники, при чемъ проекщи этихъ прямыхъ будуть дфлить проекцию много- 
угольника также на треугольники, служаш!е проекщями первыхъ. На- 
писавь предыдущее равенство для каждой пары соотвЪтетвенныхь 
треугольниковъ и сложивъ всё эти равенства, получимъ то же соотно- 
шене для многоугольниковъ. 


Наконещь, то же самое соотношеше должно имфть мфето и для пло- 
щадей, ограниченныхъ кривыми линями, въ чемъ можно убЪдиться, 
разсматривая кривую, какъ предфль ломаной лини, прямолинейныя 
части которой безпредьльно уменьшаютея при безпредЪфльномъ возрас- 
тани ихъ числа. 

Итакъ, вообще, площадь проекщёи всякой плоской фиуры равняется 
площади самой проектируемой филуры, умноженной на косинусь уча 
между изъ плоскостями. 
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402. Если обозначимь площадь какой-нибудь плоской фигуры черезъ 
Д и положимъ, что Д,, 2,, Т, суть площади ея проекщй на плос- 
кости координать УОХ, ХОЙ, ХОУ прямоугольвой системы, то, на- 
зывая буквами а, @, 7 углы перпендикуляра къ плоскости данной фи- 
туры съ осями ОХ, ОУ, 041, будемъь имфть, на основаши преды- 
дущаго, 


О, = А с0за, О,=Д сов, П,=Д су, 
откуда находимъ 


Ва р? + 2,2 = Дос -- с0338 -- 0837) = Д* 


и елфдовательно, 
А= У Та РЕ а. 


Площадь всякой плоской фиуры равняется корню квадратному изь 
суммы квадратовь площадей ея проекщёй на три плоскости координать 
прямоуюльной с: ь 


$ 3. Преобразоване координатъ. 


403. Замфна координатъ какой-нибудь точки относительно одной сис- 
темы чрезъ координаты той же точки относительно другой составляеть 
то, что называють эреобразоващемь координать. ТЪ координаты, кото- 
рыя требуется замбнить, называютъ обыкновенно прежними, а тЪ, ко- 
торыя вводятся на мфсто прежнихъ—новыми. Прежня координаты мы 
будемъ обозначать чрезъ 2, у, 2, а новыя чрезь 2’, У’, 2'. 

Чтобы можно было произвести названную замфну въ какомъ-либо 
авалитическомь выражени, нужно имфть соотношешя между прежними 
и новыми координатами въ видЪ выражен!й прежнихъ координаль че- 
резъ новыя и черезъ т данныя или постоянныя величины, которыми 
опредфляется расположеве одной системы координать относительно 
другой. Соотношен!я эти извфстны подъ назвашемъ ‹формуль зреобра- 
зованёя координать \). 

404. Найдемъ сперва формулы `преобразоватя прямолинейныхь ко 
ординать въ слёлующихъ двухъ частныхъ- случаяхъ. 

1-й случай.—Объ системы координать имъють одинаковое направае- 
не осей, но разныя начала. 

Положимъ, что ОХ, ОУ, ОЙ суть прежнш оси координать и О’Х’, 

У’, 0'2' параллельныя имъ новыя (фиг. 102). Обозначимъ черезъ 


1) Какъ видно изъ сказаннаго, задача преобразовавя координать въ пространствв 
имфеть то же самое значеше, какъ и на плоскости, и все различе въ аналитическомь 
смыслЬ состоитъ лишь въ числЪ данныхъ и искомыхъ. 
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а, 6, с координаты новаго начала относительно. прежней системы, 
величинами, очевидно, вполнЪ оиредЪляется расположене одной си 
мы координатъ относительно другой. 

Если черезь данную точку М провед 
плоскость, параллельную плоскости УОЙ, и 
зовемъ точки пересфченя ея съ осями ОХ 

> 0’Х’ послБдовательно чрезь Ри Р’', а то 


чрезъ В, то будемъ имЪть: 
ОР=х, ОР’ 


Предполагая, что нормальный уголь но! 
системы помфщается внутри нормальнаго уг 
прежней, и что данная точка М находится внутри нормальныхь углов». 
обфихь системъ, будемъ, очевидно, имЪть 


‚ ОВ=а. 


Фиг. 102. 


ОР=оОВ-- ВР= ОВ- О’Р' 
или 


д=а-я’. 


Такъ какъ, при веякомь другомъ положеши точекъ С’ и М, могуть 
измфниться только знаки входящихь въ это соотношене величинъ и, 
притомъ, соотвЁтетвеяно общему правилу знаковъ, то это есть вполн® 
общее соотношене, имфющее мфето при всякомъ расположеши геоме- 
трическихь данныхъ, если только подъ буквенными обозначенями ра- 
зумфются алгебраичесыя значеня координать. 

Примфняя ть же соображешя къ осямъ у-овъ и 2-овъ, получимь 
подобных же соотношешя между соотвфтетвующими имъ координатами 
и потому заключаемъ, что формулы преобразован1я координать въ на- 
стоящемъ частномъ случаЪ будуть: 


и а-а 
у, ре ме а) 
2=е--#’. 


Эти формулы имють мЪсто, какъ въ случаЪ прямоугольной, такъ и 
въ случаЗ косоугольной системы координатъ. 

405. 2-Й случай. — Об» системы координать имъють одно и то же 
начало, но разныя направлешя осей. 

Въ этомъ случа расположене новой системы координать относи- ® 
тельно прежней опредфляетея углами, которые новыя 06и составляютъ 
съ прежними или, вообще, съ какими-нибудь прамыми, направлеше ко- 
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торыхъ должно считать извфетнымь при данномъ направлеши преж- 
нихь осей. 

Будемъ обозначать углы, которые какая-нибудь прямая 7, составляеть 
съ осями координатъ обфихъ системъ чрезъ (ЁХ), ([У)...(ЁХ)... 

Построивши ломаную лино ОРХМ (фиг. 103), 
состоящую изъ прямыхъ, равныхъ прежнимъ 
координатамъ разсматриваемой точки М и па- 
раллельныхь прежнимь осямъ, а также лома- 
ную линю ОРМ№М, имБющую такое же отно- 
шее къ новой системЪ, будемъ имфть, что 
проекщи этихъ двухъ ломаныхь, какъ соеди- 
няющихь однф и ТВ же точки О и М, на 
прямую Г должны быть равны между собою, 
т, е. должно быть 


асоз(Х) -- усоз(Г.У) - 2031.) = а'сов(1Х') - у’еоз(Г.У”) - 2 'соз(Т,7°). 


Если возьмемъ кромЪ того три кавя-нибудь прямыя А, В, С, пер- 
пендикулярныя послфдовательно къ плоскостямь У0Й, ХОЙ и ХОУ, 
то, при такомъ же обозначеши угловъ, будемь имфть: 


со АУ) = 054) = во = = 0, 


с08(ВХ) = со(ВЯ)= с0з = =—0, 


в03(СХ) = соз(СУ) = 03 5 0. 


Поэтому, замфняя въ предыдущемъ равенств® прямую Г поелфдова- 
тельно прямыми А, В, С, получимъ 


асоз( АХ) = а с0з(АХ') -- у’ соз(А У") - ='с03(47), 
усоз( ВУ) = 'соз(ВХ’)-|- у соз(ВУ") | ='с08(В7), 
2603(07) == 0з(СХ) Ру’ со$(С У’) + ='с03(07”), 
откуда находимъ 
2’ со3( АХ’) -- у’соз(А У”) -- ='с03(А7”) 
5 соз(АХ) 
__ я сов ВХ’) -- У соз(ВУ’)-- =" сов (В) (2) 
т сов он 
— 2 008(СХ) -- у’ соз(СУ') = с03(07”) 
с03(С7) 


Это и есть формулы преобразованя координатъ въ разсматриваемомь 
частномь случаЪ, Въ нихъ двфнадцать угловъ, входящихь во вторыя 


Дндрккиь. АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТЬНЯ. 20 


1305 — 


части, должно считать данными, такъ какъ девять изъ нихъ (нах: 
цщеся въ числителяхъ) опредфляють направлеше новыхъ осей от 
тельно прежней системы, а три остальные опредЪфляють взаимное 
клонене плоскостей прежней системы. 

Сокращенно предыдущя формулы могуть быть представлены елЁд 
щимъ образомъ: 


2=ти лу 
у=ти ву ДЫНИ 
в = т’д’-- у-ь"Е 


гдф коэффищенты т, п, р, т’, п’...суть данных величины. 

406. Въ общемъ случаЪ, когда прежняя система ОХ, ОУ, 0Ё 
новая О’Х’, О’У’, 0’ имфють какое-нибудь расположеше, т. е. 
обще товоря, различныя начала и различныя направленя осей, 
мулы преобразованя координать получаются слфдующимъ образомъ: 

Вообразимъ третью систему координатъ” 0’Х”, 0'У", 0'1”, кото] 
оси имфють направлене, одипаковое съ осями прежней, а начало со 
впадаетъ съ началомъ новой системы. Обозначая координаты точки № 
относительно этой вспомогательной системы черезъ =”, у", 2", будемь. 
имЪть для перехода отъь прежней системы къ вепомогательной, на осво- 
вавш формулъ (1), 


х=а- 2", у=Ь-У, ге г", 


и для перехода отъ вспомогательной системы къ новой, на основан 
формулъ (3), 


2’ ти ту р, 


Исключая отсюда вспомогательныя координаты =”, у", #", получимь 


== тх' + пу + реа 
утере -НЬ........ (4) 
=" с 


формулы преобразованя, связывающя координаты одной и той же точки 
относительно двухъ какихъ бы то ни было прамолинейныхь системъ 
Изъ нихь видимъ, что координаты точки относительно одной прямо- 
линейной’ системы выражаются чрезъ ея координаты относительно другой 
линейно, т. е. многочленами первой степени. 


аи 


407. Формулы (2) принимають болфе простой видъ въ томъ случа, 
когда прежняя система координатъ прямоугольная. Въ самомъ дВаЪ, 
въ этомъ случа прямыя А, В, С можно предполагать еовпадающими 
послфдовательно съ осями ОХ, ОУ, 02, и такъ какъ при этомъ бу- 
демъ имЪть 


соз(АХ) = соз(ВУ) = с03(02) =1, 
‘то формулы (2) обратятея въ 


2 = 2.е08(ХХ') -- усоз(Х У”) #'с03(Х7’), 
у= 2с05(УХ') + усо(УУ”) - #0 У2’), 
в = 2'с05(7Х‘)- усоз(2 У") + ='с03(77'), 


‘или 


у = 2’ соза' - у’созё' - 2'с05у' 


д= 2 соза + усозВ -- 2'с037 
НЕ 
я = 2'с0за”-|- у’созв"-- 2603” 


ЗдЪсь углы, образуемые новыми осями съ каждой изъ прежнихъ, 
обозначены особыми буквами с, В..., причемъ значене каждой буквы 
въ отдфльноети указывается лучше всего таблицею 


[хи 2] 
ра [8 |[7. 
ыы 


тд въ начал каждой строки и вверху каждаго столбца поставлены 
наименован!н осей, угол» между которыми обозначается буквою, пом$- 
шающеюся въ этой строк и этомъ столбиф. 

Велфдстве того, что прежняя система координатъ прямоугольная, 
‘между этими девятью углами должны имфть мето слфдующия соотно- 
шея: 

60525 —- 052” -- с083а” =1 
сов? -|- сов?’ -|- со" = 1 фене. , (6) 
соз?у -- соз?у" - соз?у" =1 

КромЪ того, чрезъь т же девять угловъ могутъ быть выражены углы 


‘между новыми осями слфдующимь образомъ: 


соз(Х’У”) = созасозВ - соза' созй' -|- сова" соз8" , 
с0з( Х’2') = созасозу -|- соза' со” -- соза” озу", › 
03( У") = соз@созу - созв’ созу" -—- 05" 05". 
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408. Если обЪ системы координатъ прамоугольныя, то формулы 
образован!я координатъ сохраняють тоть же видъ (5), но между 
ми, образуемыми осями, будуть существовать еще три соотношеня. 
самомъ дфлф, такъ какъ въ этомъ случаъ 


соз(Х’ У") = соз(Х" 7") = соз(У’Й') == с0 = =, 
то послфдея три равенства дають 


с05@ 038 -- с0за’с058” —- соза" с088" = 0 | 
с03ас03у —- с0за’с0зу” -|- соза" с0зу" = 0 
созВсозу —- с03’ озу" —- созВ” созу" = 0 ] 


Такимъ образомъ, девять угловъ а, В, у, а'...7” оказываются 
занными шестью независимыми между собою соотношешями (6) и (7 
а потому только три изъ этихъ угловъ могуть быть взаты произ 
но для опредфлешя расположешя одной системы координатъ отн 
лельно другой. 

Когда обЪ системы координать прамоугольныя, то все, что го] 
лось о новой систем по отношеню къ прежней должно имфть м 
и для прежней системы по отношеню къ новой. Основываясь на 91 
заключаемъ, что на ряду съ соотношенями (6) и (7) должны сущес 
вать еще слфдующи: 


603 --<03?8 -- созу =0 
со33а’ —- с033" -|- со’ = 0... 
соз?а"-{- со" соз?у"= 0 


соза соза’ -- созй созё" Е с057 сову' = 0 
605@ соза" -|- созё созВ" -{- созу с057"=0 
соза’соза" -|- со3В'с038" -- с037’с037"= 0 


Но эти послЪднйя` соотношен!я не независимы оть прежнихъ, а, на- 
противъ, составляютъ ихъ слфдетыя. Чтобы убфдитьея въ этомъ, за- 
мВтимъ прежде всего, что при условяхъ (6) и (7) изь равенствъ (5) 
весьма просто получаютел слфдующя: 


2’ = хеозе -- усоза’ - ясоза” | 
У’ = хоз - усозв" -|- ясозд" ера 0 
д’ == асозу -- усозу' - ясозу”. ] 


Такъ напр., чтобы получить первое изъ этихь равенствъ, нужно 
только равенства (5) помножить послдовательно на с0з&, созае’, сова” 
и результаты сложить. 


а 
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ДалЪфе очевидно, что при всякомъ положещи точки М должно имфть 
мфото тождество 


аира нау, 
обф части котораго выражають квадрать разстояшя этой точки оть 


общаго пачала обфихъ системъ координатъ. 


Подставляя во вторую часть на мфето х’, у’, 2 ихъ предыдущя 
выражешя (10), предетавимъ это тождество въ видЪ 


ии = 
= 2*(с033« --с0528 --с052у )-- 2з(соза соза" -с0з8 созё” --с03у 037") -- 
Е у(соз?а” - со?” - соззу’)- 2а(возс созс" + созВ созв"-|-созу созу") -- 
- 2 (соз? с" | соз? 8" -|- созЗу")-- Зуг(соза' соза" -|- созв'созй” - созу'с0з/") 


Такъ какъ это равенство должно имфть мфето_ при всякихь значе- 
выхъ д, у, 2, то коэффищенты подобныхъ членовь въ обфихъ час- 
тяхъ его должны быть равны между собою. Это и приводить насъ къ 
равенствамъ (8) и (9). 

409. Изъ соотношев!й (6) и (7) могутъ быть выведены также, какъ 
слЪдетыя, мномя другя. Такъ изъ двухъ первыхъ равенствъ группы 
(7) находимъ 

6052 2: воза’ сова" 
6038’ с0зу" — с038" в037’ 603" с03у — сз с0зу” 603 с0зу’— с038'с037 
== Исоза-- соз?а' -- созза" 

И(с38’сву" — сз” сз’ (езВ”езу — сзйсзу")? -- (ез@сзу' — с38' су). 


Но, какъ мы видфли выше (см. стр. 297), 
(созй" созу" — созй” созу')? -|- (с054”" созу — воз сов”)? —- 
- (с038 037’ — с058' озу)? = зш( У’) = 9? =1. 


ВелЪдетые этого, принимая во внимаве первое изъ равенетвь (6), 
будемъ имЪть 


608% 05а 
со" созу" — с036” с03у’ сор” 6087 — ©0538 с08у” 


воза” Е 
— воз е0зу' — оз’ с0зу 


ЗЕ 


откуда 
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с05& == 5 (6034' с0зу" — с0зв"созу") 
с03&’ = 2 (6038" 6037 — с088 созу”) }...... (1 
6084” = 25 (038 6057’ — созй" созу ) 


Здфеь во вторыхъ частяхъ верхне знаки соотвтетвують верхним 
и ниже нижнимъ. 

Подобныя же равенства можно вывести изъ каждыхь двухъ другихъ 
равенствъ группы (7), а также и изъ группы (9). 


Умноживъ равенства (11) поелфдовательно на сос, 03", сози" и сло- 
живъ результаты получимъ 


608@( 038’ соб” — с08" со’) сова (с0з" с05у — сов созу") -- 
-{ соза" (сов созу" — е058'с03у) === 1 


или, что все то же, 


е03е , 6058, собу | 
608&', 605’, с05’ |= =1. 
с05а", 6058”, сову’ 


410. Когда двф прямоугольныя системы координать ОХ, ОУ, ОЁ 
и ОХ, ОУ’, 02’ имфють общее начало О (фиг. 104), то для опредф- 
лешя расположеня одной изъ нихъ относи- 
тельно другой можно употреблять слБдующе 
три угла: 1) уголь ф, составляемый прежнею 
осью ОХ съ прямою ОГ пересфченя плос- 
костей ХОУ и Х’ОУ’, 2) уголь 0 наклоне- 
` шя этихъ плоскостей между собою, который, 
очевидно, равняется углу между осями ОЙ и 
07’, и 3) уголь ф, составляемый прямою 

ОТ, съ новою осью ОХ’. 

Что этихъ трехъ угловъ совершенно достаточно для названной цфли, 
слфдуеть изъ того, что, зная ихъ и имфя прежнюю систему координатъ, 
легко найти построешемъ сперва прямую ОГ, а затЪмь вс плоскости 
и оси новой системы. 

Улдобетво употреблевя этихъ угловъ заключается главнымъ образом» 
въ томъ, что чрезь ихъ тригонометричесыя величины (синусы и коси- 
нусы) выражаются рашонально косинусы везхъ девяти употреблявшихся 


Фиг, 104. 


° выше угловъь а, 0,7, ©...т. е, всв коэффищенты въ формулах 


преобразованя координатъ. Если же мы стали бы употреблять для 
опредфленя взаимнаго расположеня системъ координать каке-нибудь 
три изъ этихъ девяти угловъ, то для косинусовь шести остальн 


нельзя было бы получить изъ условй (6) и (7) или (8) и (9) рашонале- 
ныхъ выражен. 


— зи — а 


Соотношеня, опредфляющя косинусы девяти угловъ «, В,... черезъ 
углы ф, фи известны подъ назвашемь ‹формуль Эйлера. Займемся 
ИхЪ ВЫВоДОмЪ. 


411. Вообразимъ двф вспомогательныя системы координать ОХ,, 
ОУ, 07; и ОХь ОУЬь, 02,. Пусть первая изь нихъ имфетъ такое 
положеше въ проетранствЪ, въ которое первоначальная система ОХ, 
ОУ, 02 можеть быть приведена посредствомь вращеня около оси 
2-овъ на уголь ф. СлЪдовательно, ось ОЙ) совпадаеть съ осью ОЙ и 065 
ОХ, еъ прямой ОГ. Пусть вторая вспомогательная система коорди- 
вать имфеть такое положен!е въ пространств®, въ которое цервая ОХ, , 
ОУ, ОР можеть быть приведена посредствомъ вращен!я на уголъ 0 
около оси 2-овъ или прямой ОГ. Слфдовательно, ось ОХ. совпадаеть 
съ осью ОХ, и 06 07. съ осью 02’. Очевидно далфе, что если вто- 
рая вспомогательная система будетъ повернута около оси 2-овЪ на уголъ, 
ф, то она придеть въ совнадеше съ новою изъ данныхъ системь ОХ’, 
ОУ’, 07’. 

Итакъ, прежняя изъ данныхъ системь координать приводится въ 
совпадеше съ новой посредетвомь трехъ послфдовательныхъ вращенйй: 
1) около оси 2-овъ на уголь ф, 2) около оси х-овъ на уголь би 3) 
вторично около оси 2-овъ на уголь ф. Понятно, что посредетвомъ тфхъ 
же трехъ вращенй, произведенныхь въ обрат- Е 
номъ порядкЪ и въ обратномъ направлении, но- 
вая система координать приводится въ совиа- 
деше съ прежней. 

Легко видЪть изъ построен я, что когда дв® 
прямоугольныя системы координать имфютъ 
общее начало и одну общую ось (напр. ось 
#-овъ) (фиг. 105), то одна изъ координать ка- Фиг. 105, 
кой-либо точки, именно координата, отмЪ5риваемая по общей оси, бу- 
деть та же самая относительно обфихъ системъ. Зависимость же между 
остальными координатами будеть выражаться извфетными формулами 
преобразован!я прямоугольных координать на плоскости (см. стр. 13). 

На этомъ осповаши формулы для перехода отъ первоначальной сис- 
темы координать ОХ, ОУ, ОЙ къ первой вспомогательной ОХ,, ОУ, 
Ой будуть: 


2 = 21603ф — уизшф 
у = авшф -- у1605Ф фе... + (12) 
#=2 


Формулы же для перехода отъ первой вспомогательной системы ко 
второй вспомогательной ОХ., ОУ., 07. будуть: 


, — 319 — 


Ж — 2 
1 = 26050 — #5310 
д = 2510 -- 226056 


Наконець, формулы для перехода оть второй вспомогательной си- 
стемы къ новой изъ данныхь ОХ’, ОУ’, ОЙ’ будуть: 


22а == 0 — у’зНир 
уз ==’ зиир у’ с0зф 


о = 
д = #' 


Подставляя въ равенства (12) на мЪето д, у, 21 ихъ значеня изъ 
равенствъ (13), получимъ: 


4 = 23608ф — уз5Ф 030 -|- 2. зшфзшб , 
= 2ъзи -- узс08ф6030 — 25603ф 30 , 
2 == 92510 -| 226030. 


Подставляя же въ эти послфдвя равенства на мЪето 22, уз, 22 ИХЪ 
значен1я изъ равенетвъ (14), получимъ: 


= (с03ф603ф — 131030) 

— 9 (созфзпир -- $1 фсозфс086) -- 2’ зафзшо , 
у=' (зшфсозр -- созфзйир 086) — 

— 9 (Зпфзшр — с03ф 094030) — 2'созфзш0 , 
в = ро -|- у’ созфзше -|- 5 6056. 


Эти три равенства и представляють формулы преобразовая коор- 
динать, связывающя координаты точки относительно двухъ данныхь 
системъ. Сравнивая ихъ съ формулами (5), съ которыми онЪ должны 
быть тождественны, мы и получимъ формулы Эйлера: 


605< == 608ф с05ф — эпфейир с080 , 
6088 == — созфзйи» — 51$ 6056080 , 
6057 = фо, 


соз пф с05% -|- 08ф 5 6050 , 
с058” = — зифзиир -- с08ф 084 6038 , 
6057’ = — с03ф 516 , 


с08&" = знирз; 
6058” = с03ф 10, 
6037” = 6056. 


\ 
538: 4 


$ 4. Полярныя координаты. 


412. Въ пространств, какъ и на плоскости, кромф способа прямо- 
линейныхь координать могутъ быть употребляемы для опредфленя по- 
ложеня точки мноЧе друше подобные же способы. Употреблеше ‘по- 
лярныхь координать во многихъь вопросахъ и даже наукахъ оказы- 
вается предпочтительнЪе по самой сущности этихъ вопросовъ, и пото- 
му необходимо, съ самаго же начала Геометр!и въ проетранеть%, соста- 
вить объ этихъ координатахь столь же точное понят, какь ио 
прямолинейныхъ. 

Положимъ, что мы имфемъ прямолинейную систему координать ОХ, 
ОУ, ОХ и нЪкоторую точку М въ пространств» (фиг. 106). Соединимъ 
прямою ливей точку 1 съ началомъ коорди- 
натъ и назовемъ разстояше ОМ буквою х. 

Прямая ОМ будетъ составлять съ осью ОХ 
опредфленный уголь МОХ, который условим- 
ся обозначать буквою ф. 

Плоскость МОХ будеть составлять съ плос- 
костью ХОУ также опредфленный двугран- 
ный уголь, мфрою котораго будеть линейный 
уголь МРМ№, получаемый оть пересфчения это- 
го двуграннаго угла съ плоскостью, проведенною черезь М перпенди- 
кулярно къ оси ОХ, или равный ему уголь ГОУ, получаемый оть 
пересЪчен!я того же двуграннаго угла плоскостью УОЙ. Будем» обозна- 
чать этоть уголь буквою &. 


Фиг, 106. 


Легко видфть, что тремя величинами #, Ф, 4 положеше точки 2 
въ пространствЪ волн опредЪляется точно такъ же, какъ тремя прямо- 
линейными координатами. ДЪйствительно, зная уголь А, можно по- 
строить плоскость МОХ. ЗатЪмъ, зная уголъ ф, можно построить въ 
этой плоскости прямую ОМ. Наконець, зная разстояне ”, можно по- 
строить и точку М. = 


Эти три величины х, ф, 1 и называются полярными координатами 
точки №; при этомъ длину ” принято называть радйусомь вектором, 


ТВ начала, оть которыхъ отмфриваются эти величины, составляют 
собственно систему координат». ОнЪ суть: 1) точка О, оть которой 
отмфривается разстояне » и которая называется яолюсомь системы, 2) 
прямая ОХ, оть которой отсчитываетсл уголь ф и которая называет- 
ся полярною осью и 3) плоскость ХОУ, оть которой оточитываетея 
двугранный уголь АХ и которая. называется яолярною плоскостью. 


413. Для того, чтобы въ опредфлен!и плоскости МОХ посредствомъ 
угла 4 не встрфчалось неопредфленности, достаточно отечитывать этотЪ 


СВ = 


уголь всегда въ одномъ направлени и придавать ему положительные 
значеня, не превышаюния 3605. 


Точно также всякое сомнфше въ опредфленши направлешя прямой 
ОМ устраняется, если, при предыдущемь услови, углу ф будемъ да- 
вать положительныя значеня, не превосходяния 180°, условившись при 
этомъ, отъ какого направлешя полярной оси и въ какую сторону этот 
уголь долженъ отечитываться. 


Очевидно, что, при везхъ названныхь усломяхъ, длин® ” уже нётъ 
надобности приписывать отрицательныхъ значен!й, такъ какъ углами 
Л иф вполн опредфляется направлеше, въ которомъ слфдуеть отмЪ- 
ривать это разетояне по прямой 0. 


Итакъ, вс три полярныя координаты мы можемь считать величи- 
нами положительными, не выходящими изъ опредфленныхь предфловъ; 
именно: для длины х предфлы суть 0 и -|--©>, для угла ф предфлы 
суть 0° и 180°, для угла 7 предфлы суть 0° и 360°, 


"Иногда, вирочемъ, для опредфлешя направленя прямой 01 въ плос- 
кости ОХ употребляется не уголь ф, а уголь «; дополнительный 
къ нему до 90° и измфряющий наклонеше прямой ОМ къ плоскости 
У0#, проходящей черезь полюсъ и перпендикулярной къ полярной 
оси. Такъ какъ прямая ОМ можеть быть отклонена оть плоскости 
У0 или, что все то же, отъ прямой ОГ, въ ту или другую сторону, 
то углу < приписывають какъ положительных, такъ и отрицательных 
значеня, но не превосходяшйя по абсолютной величин 90°. 


Точно также можно условиться уголь 4 отсчитывать въ двухъ иро- 
тивоположныхь направлешяхъ и, слЪдовательно, придавать ему какъ 
положительных, такъ и отрицательных значетя, но при этомъ абсолют- 
ная величина его не должна превышать 180°. 


Если уголь ф равняется нулю или 180°, то точка М должна нахо- 
диться на полярной оси, и положене ел опред%лится въ этихъ случа- 
ЯХЪ ОДНИМЪ ТОЛЬКО радусомъ векторомъ х независимо отъ угла 4. 


Точно также однимъ только ‘услошемъ ^ О, независимо отъ значе- 
в угловь фи 4, опредфляется единственная и опредфленная точка 
пространетва, именно точка О, полюсъ системы. 


414. Веб точки, для которыхъ радшеъ векторъ имфеть одну и ту 
же величину, находятся, очевидно, на сферЪ, имфющей центръ въ по- 
люсв. Положеше точки на этой сферв будетъ, слЪдовательно, оиред- 
ляться только двумя координатами фи 4, подобно тому, какъ двумя 
же координатами опредЪфляется положене точки на плоскости, $ 


При этомъ, вместо угловь фи 1 могуть быть взяты измфряющ!я 
ихъ дуги большихъ круговъ. Такимъ образомь въ географ!и опредф- 


Е 


— 5 — 


лнется положеше точки на земной поверхности, гдф эти дуги назы- 
ваются миротою и долотою. Такимъ же образомъ въ астрономи опре- 
дляется положене точки на небесной сферЪ, гдЪ эти дуги получають 

. различныя назвав, смотря по началамъ, оть которыхъ онЪ отечиты- 
ваются. 

415. Вопросъ о преобразоваи полярныхъ координать въ простран- 
ств рёшается при помощи координатъь прямолинейныхь. Въ самомъ 
дЪлЬ, такъ какъ общйя формулы для перехода отъ одной прямолинейной 
системы координать къ другой, также прямолинейной, намъ уже 
извфетны, то достаточно найти формулы, связывающ!я полярныя коор- 
динаты точки съ какими-нибудь прямолинейными. Удобнфе всего для 
этой цфли взять прямоугольную систему, въ связи съ которой мы и 
разематривали выше полярную (фиг. 106), т. е. такую, которая имфеть 
начало координать въ полюсф полярной системы, которой ось ОХ е0- 
впадаетъ съ полярною осью и которой плоскость ХОУ совпадаеть съ 
полярною плоскоетью. 


Для такой системы координаты точки 2 будутъ 
= ОР, у=РМ, #в= ММ. 
Но изъ прямоугольныхь треугольниковь ОРМ и ММР имфемъ 


ОР = созф , МР = зшф 


РХ= МРсозА, ММ = МРзшА. 
Велфдетые этого будемъ имфть 


== 7с0зф х 
я ре 
— гзшфзшй 


у 
я 


Эти формулы и выражають прямолинейныя коордиваты въ полярных. 


Возвысивъ равенства (1) въ квадратъ и сложивъ результаты, по- 
лучимъ 


ау. р... (2) 


Если же раздфлимъ третье изъ равенствъ (1) на второе, то получимъ 


2 
нии ое) 
у [5 


Кромб того, возвысивъ въ квадрать два послда!я. равенства (1) и 
сложивъ результаты, найдемъ 


У =, 


=— 3161 — 


откуда 7 
Улан, 


и раздфливъ это равенство на первое изъ равенствъ (1), получимъ 


эт ‹ 
о и — 


Равенства (2), (3) и (4) даютъ нАмЪ слфдующйя выражешя поляр- 


ныхь координать чрезь прямолинейныя 
и=узия, 


Ф = а ИЯ 


А = ас! т 
у 


$ 5. Геометрическое значен!е уравнений. 


416. Мы видфли выше, какое значеше имють услошя 
х=а, у=5, =, 


взятыя порознь или въ соединеши между собою (см. стр. 238). Эти уело- 
вм, даюция непосредственно величины координатъ, сами могуть быть 
получаемы, какъ рёшешя нЪеколькихъ уравненйй съ соотвЪтетвующимь 
числомъ неизвфетныхъ, означающихь координаты. 
Отдфльно взятыл, таыя уравнешя могуть быть также истолкованы 
теометрически. Постараемся найти ихъ значен:я. 
Положимь сперва, что мы имфемъ уравнеше съ двумя неизвфетными 


В ее 


На плоскости ХОУ относительно осей ОХ и ОУ это уравнеше вы- 
ражаеть, какъ извфетно, нЪкоторую линю АВ (фиг. 107). Если возьмемь 
на этой лини какую-нибудь точку №, которой 
координаты суть х=а и у==ь, то величины 
эти будуть удовлетворять разематриваемому 
уравнению (1). Проведя же черезь № прямую, 
Х параллельную оси ОЙ, будемъ имЪфть, что вея- 

кал точка М, на ней лежащая, имфетъ т же 

координаты хи у. Уравненио (1), какъ ана- 
литическому условю, подчиняются, слфдова- 
тельно, веф точки прямой №№. 
Такъ какъ точка № взята произвольно на 
лини АВ, то сказанное о ней можеть быть отнесено и ко всякой дру- 


Фиг, 107. 


ЗГТ += 


гой точкф этой линш. Поэтому заключаемъ, что уеловйю (1) удовле- 
творяють точки вефхь возможныхь прямыхь, параллельныхь оси ОЙ 
и пересфкающихь лин АВ. Веб эти прямыя образують, какъ из- 
вфетно, цилиндрическую поверхность, для которой лишя АВ евть 
управляющая. 


Сказанное справедливо и для уравненй 
Ц, г) =0,  Ду,2)=0 


съ тою лишь разницею, что прямыя, образуюция выражаемыя ими ио- 
верхности, будуть имфть направлен!я другихъ осей координать. 

Итакъ, всякое уравневе съ двумя какими-нибудь изь трехь неизвьст- 
ныль 2, у, # выражаеть относительно прямолинейной системы коорди- 
нать цилиндрическую поверхность, образуюция которой параллельны 
одной изъ осей координать, а именно оси, носящей наименованще недо- 
стающаю въ уравнени неизвъстнат. 


417. Если присоединимъ къ уравнению (1) услоше 
= 


то совмфетно они будуть опредЪфлять вс т точки, которыя лежать 
одновременно и на цилиндрической поверхности (1) и на плоскости 
КВТ,, выражаемой этимъ условемъ. Другими словами, совокупностью 
ихъ будеть выражаться лия А’В’, по которой цилиндрическая по- 
верхность (1) пересЪкаетея этой плоскостью. 

Отсюда слфдуетъ, что и лия АВ выражается въ пространств не 
однимъ только уравнешемьъ (1), а совокупностью этого уравнешя съ 
услошемъ #==0, которое опредфляетъ плоскость ХОУ. а 

418. Поемотримъ теперь, какое значен!е должно имфть уравнен!е вида 


И о) 


содержащее вс три неизвфетныя 2, у, 2- 
Будемъ сперва разематривать его совмфетно съ условемъ 8 =с. 
Такъ какъ при этомъ услови оно обращается въ 


Ех, у, в) =0 


и, въ этомъ видЪ, содержить только дв веизвфстныя величины я и у, 
то заключаемъ, на основани предыдущаго, что совокупнобть уравнения (2) 
съ услошемь 5==с выражаеть нЪФкоторую лишю, лежащую въ илос- 
кости, выражаемой этимъ услошемъ въ отдфльности. 

Если вообразимъ, что величина с измЪняется непрерывно, то плос- 
кость эта будеть перемфщаться, оставаясь параллельною плоскости 


А ет 


ХОУ. Вм\етф съ тЪмъ, будеть, очевидно, измфнаться непрерывно же 
и лин, лежащая въ этой плоскости и выражаемая совокупностью уело- 
ВЯ 2=с съ уравнешемъ (2). При такомъ измфнени лив!я эта будетъ, 
описывать нфкоторую поверхность, всф точки которой имфютъ коорди- 
наты, удовлетворяющия уравнению (2). 

Итакъ, при измфняющемея с уравнеше (2) и услоше я==с выра- 
жають въ совокупности поверхность. 

Но если с есть величина произвольно измёняющаяся, то услоше #=е 
не имфеть никакого значешя, и потому совмфстно съ нимъ уравнеше 
(2) можеть имфть только то геометрическое значеше, какое оно имфетъ 
и безъ него, т. е. отдЪльно взятое. 

Изь сказаннаго видимъ, что ‘всякое уравнене съ тремя неизвтет- 
ными с, у, = выражаеть относительно прямолинейной систем коорди- 
натьъ нькоторую поверхность. 

419. Не трудно убЪдиться въ справедливости обратнаго предложешя. 

Положимъ, что мы имфемъ какую-нибудь поверхность, которую бу- 
демъ разсматривать относительно н$которой прямолинейной системы 
координатъ. Придадимъ перем$ннымъ д и у произвольныя значеня а 
и 6. Другими еловами, возьмемъ два услошя 


#=а и УВ, еее (8) 


въ которыхъ а и В суть произвольныя величины. Этими условями опре- 
ДЪляется, какъ мы знаемъ (см. стр. 288), прямая лин!я, параллельная 
оси 02, которая, вообще говоря, должна встрфчать разсматриваемую 
поверхность въ одной или нфеколькихьъ точкахъ. Для каждой изъ этихь 
точекъ координата = должна имфть опредфленную величину '). 

Если величины @ и В измфнятся, то условя (3) будуть выражать уже 
другую прямую, а потому и величины координаты 2 для точекъ пере- 
сфчешя этой прямой съ поверхностью будуть также, вообще говоря, 
другя. 

Отсюда видимъ, что координаты точекъ, принадлежащихъ разема- 
триваемой поверхности, связаны между собою такъ, что произвольнымь 
значешямъ двухъ координать соотвфтетвуютъь опредфленныя значешя 
третьей, и всякое измфнеше первыхъ влечеть за собою, вообще говоря, 
измфнеше послфдней. Эта послфдняя координата представляется, та- 
кимъ образомъ, съ аналитической точки зрёшя функщей двухъ пер- 
выхъ И ел зависимость отъ нихъ выражается аналитически въ видф 


2= 0,9), 


1) Исключеше можеть имфть мфсто только въ томъ случа, когла разсматриваемал 
поверхность есть цилиндрическая, образующия которой парзалельны оси 02. Но п въ 
этомъ случаф тф же разсужден!я останутся справедливыми, если придавать произволь- 
выя эначеня другимъ двумъ перемфннымъ, напр. 2 и 5. 


Зе 


что, послЪ простыхъ преобразованй, приводится въ виду 
Их, у, 2) =0, 


& это есть обший видъ вслкаго уравненя съ тремя неизвфстными. 


Итакъ, всякая поверхность выражается относительно прямолиней- 


ной системы координать нъкоторымь уравнешемь сь тремя неизвъст- 
ными. 


420. Два уравненя съ тремя неизвфстными 


Ех, у, 2) =0 и Ез(х, у,2) 


опредфляютъ въ отдфльности дв поверхности. Величины неизвфетныхъ, 
удовлетворяющия обоимъ этимъ ураввенямъ одновременно, означають, 
очевидно, координаты точекъ, лежащихь на обфихъ поверхностяхъ, 
т. е, координаты вефхь точекъ лин!и, по которой поверхности пересф- 
каются между собою. Отсюда слЪдуетъ, что совокупность двухь уравне- 
ий съ тремя неизвьстными выражаеть относительно прямолинейной 
системы координать нъкоторую линйо, именно лин пересъченя по- 
верхностей, выражаемыть каждымь изъ этихь уравненй въ отдъльности. 

Не трудно убфдиться и въ обратномъ, т. е. въ томъ, что всякая ли- 
в!я можеть быть выражена совокупностью двухъ уравнен!й. 

Положим, что какая-нибудь лишя разематривается нами относи- 
тельно нфкоторой прямолинейной системы координатъ. Возьмемъ илос- 
кость, выражаемую услошемь #2=с, гдЪ с есть произвольная величи- 
на. Разсматриваемая лин!я пересфчется этой плоскостью въ одной или 
нЪсколькихь точкахъ, для каждой изъ которыхъ координата 2 будеть 
имЪть величину с. Величины же двухъ другихъ координать д и у 6у- 
дуть при этомъ имфть, вообще говоря, опредФфленныя значеня, обу- 
словливаемыя съ одной стороны видомъ самой разематриваемой лини, 
а съ другой значешемъ с координаты 2. Изъ этого заключаемъ, что 
координаты точекъ, принадлежащихь разсматриваемой лини, связаны 
между собою такъ, что каждому произвольно взятому значению одной 
соотвфтствуютъ опредфленныя значеня двухъ другихь и, при измфне- 
вм первой, измфняются, вообще говоря, и двЪ послфдв!я. Апналити- 
чески это означаеть, что двф координаты суть функщи третьей, что 
и выражается слфдующимъ образомъ: 


=1(:) и у=(е) 
ИЛИ 


Е(х, 8) =0 и Ку =0..... . (4) 


Координаты каждой точки разсматриваемой лиШи должны, тавимъ 
образомъ, удовлетворять двумъ уравнешямъ, что и требовалось доказать. 


На 


421. Уравнешя (4) выражають въ отдфльности двЪ цилиндрическая 
поверхности, проходяшя черезь разематриваемую линно, при чеме 
образующя первой поверхности параллельны оси ОУ, а второй оси ОХ _ 

Эти образующия могуть, слфдовательно, быть разсматриваемы, какъ 
проектируюция разсматриваемую лин въ направлешяхь названных» 
осей. ВелЪдетые этого на плоскости ХОЙ, т. е. при услоши у=0, 
первое изъ уравненй (4) выражаеть проекцию разематриваемой лини. 
Точно также второе изъ уравненй (4) можеть быть разсматриваемо, 
какъ уравнеше проекщи данной лиши на плоскость У0Й. 

Если оси воординать прямоугольныя, то это суть ортогональныя 
проекщи. 

Исключивъ изъ двухъ уравнен!й (4) неизвфстное 2, получимъ урав- 
нене, содержащее только неизвфетныя х и у и выражающее цилин- 
дрическую поверхность, образующия которой параллельны оси ОХ. Такъ _ 
какъ координаты точекъ разсматриваемой кривой должны удовлетво- 
рять и этому уравнен!ю, то эта цилиндрическая поверхность также про- 
ходить черезъ данную линю. Слфдовательно, полученное уравнене есть 
въ то же время уравнене проекщи данной лин!и на третью плоскость 
координать ХОУ- 


Изъ того, что уравнешя (4) вполн опредфляють выражаемую ими 
линйо, заключаемъ, что всякая лин я въ пространств вполнф опредЪ- 
ляется ея проекщями на двЪ различныя и непараллельныя плоскости. 


422. Величины неизвфстныхь х,у,2, удовлетворяющёя одновременно 
тремъ уравненямъ 


Е, у,2) = 


‚ Е, у, а) = 


‚ Вау. й= 


должны быть, очевидно, координатами точекъ, принадлежащих всфмъ 
тремъ поверхностямъ, выражаемымъ этими уравненями въ отдЪльности, 
т. е. точекъ, въ которыхъ линия, опредфляемая совокупностью двухЪ изъ 
этихъ уравненй, ` пересекается съ поверхностью, выражаемою третьимъ. 

СлЪдовательно, совокупность трехъ уравненй съ тремя неизвзетны- 
ми опредфляетъ относительно прямолинейной системы координать груп- 
пу точекъ въ пространств. Рёшая эти уравнен!я совмфетно, получимъ 
координаты этихъ точек. 

Понятно, что если веЪ три уравнешя суть первой степени, то ими 
опред ляется только одна точка. 

423. Вее сказанное выше объ опредфляемости поверхностей и линй 
уравненями относительно прямолинейной системы координать въ про- 
странств можеть быть примфнено въ общемъь смысл и ко всякой 
другой систем координатъ. Такъ очевидно, что уравнеше вида 


нЕ, еее ай) 


ИВ 


ТД у, ф, А означаютъ полярныя координаты: точки относительно н*- 
которой системы координатъ, опредфляеть, новеркность и что совокуи- 
ность двухъ такихъ уравненй опредфлаеть линю въ. пространств. 
Также и обратно, всякая поверхность выражается относительно полар- 
вой системы координать уравнешемъ вида (5) и всякая лин я сово- 
купностью двухъ такихъ уравненй. 


424. Изучеше поверхностей и лин, исходя изъ разсмотрья выра- 
жающихь ихъ уравнений, составляеть главную и нанболЪе общую за- 
дачу Аналитической Геомети въ пространствф. Понятно при этомъ, 
что изучеше поверхностей должно быть поставлено на первомъ' план$. 
Лиши же, какъ опредвляемыя пересфчешемь поверхностей, должны 
быть изучаемы лишь тогда, когда самыя необходимыя свойства поверх-. 
ностей, служащихь для ихъ опредфленя, уже достаточно извфетны. 

Чтобы внести въ изучеше поверхностей систематичноеть и послфдо- 
зательноеть, ихъ подраздВляютъ на отдфлы или классифицируютъ, при 
чемь основашемъ для этой классификаши служать тЪ же аналити- 
ческе признаки, характеризующие уравненя, кажъ и въ Геометраи на 
плоскоети (ем. стр. 20 и 21). Такъ прежде всего поверхности разд%- 
ляются на алгебраичесыя и трансцендентныя. Алгебраичесвя поверх- 
ности раздфляются затфмь на порядки, причемъь поверхности т-го 
порядка суть т, которыя выражаются относительно какой-либо прямо- 
линейной системы координатъ уравнешями 2-ой степени. 

Мы видфли, что формулы преобразоваюя прямолинейныхь коорди- 
нать таковы, что каждая изъ прежнихъ координать выражается чрезъ 
повыя линейно. Отсюда слёдуеть, что отъ преобразован координатъ 
степень уравнен!я, выражающаго поверхность, не можеть измфниться, 
Это показываеть, что порядокъ поверхпости есть ея свойство, не за- 
висящее оть выбора системы координать, къ которой эту поверхность 
относять. 


475. Въ заключене сдфлаемъ слфдующия общия замфчашя объ уравне- 
шяхъ алгебраическихъ поверхностей, замфчавя, которыя, какъ извзетно, 
относятся и къ уравненямъ лин на плоскости. 

1) Если первая часть уравненйя 


Из, у, г) =0 
разлагается на два множителя, такъ что 
Е, у,2) = ф(х, у, 2). (т, у, 2), 


тд Ф(%,у, 2) и %(2,4,2) суть многочлены низшихъ степеней, то урав- 
нене это выражаеть не одну поверхность, а совокупность двухъ по- 
верхностей, которыя въ отдфльности выражаются уравнешями 


Ф(т, 9,2) =0 и (ву, 2) =0. 
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2) Геометрическое значеше всякаго уравневя не измфняется, если 
06% его части будуть помножены или раздфлены на одну и ту же по- 
стоянную величину. 

Справедливость этихъ замфчан!й выясняется точно так. же, какъ и 
въ Геометри на плоскости (ем. стр. 22). 


ГЛАВА ВТОРАЯ. 
ПЛОСКОСТЬ. 


$1. Уравненше плоекоети. 


426. Плоскость есть алгебраическая поверхность перваго порядка 
Чтобы убфдитьея въ этомъ, нужно доказать, что относительно прямо- 
линейной системы координатъь всякая плоскость выражается уравне- 
пемъ первой степени. 

Положимъ, что ОХ, ОУ, 07 суть оси данной системы коорди- 
нать (фиг. 108), и пусть СА и СВ будутъ прямыя, по которымъ про- 
извольно взятая плоскость пересЪкаеть плоскости ХОЙ и УОЙ. Опуе- 
тимь на эту плоскость (АСВ) перпендикуларъ 
ОР изъ начала координатъ и обозначимъ длину 
его черезь р, а углы, составляемые имъ съ 
осями координатъ, черезь а, В, 7. 

Величинами а, В; 7 и р опредфляетея впол- 
нЪ положене точки Р, а съ тЬмъ вмЪстВ и 
<амой плоскости АСВ, какъ проходящей че- 
резь эту точку и перпендикулярной къ’ пря- 
мой ОР. Уравнене плоскости АСВ должно, 
слфдовательно, представлять зависимость между Фиг. 108, 
этими постоянными величинами (параметрами) и перем нными коорди- 
натами 2, у, 2 любой точки плоскости. 

Возьмемь какую-нибудь точку М въ пространствв и построимъ ея 
координаты 


#=00, у=9М, #= ММ. 


Такъ какъ проекшя ломаной ООММ на периендикуляръ ОР рав- 
пяется проекщи прямой ОМ на этотъ перпевдикуляръ, то, обозначая 
длину прамой ОМ черезъ 1, а уголь МОР черезъ ф, будемъ имфть 


асоза -- усозВ -- 26037 == 1608ф. 


— 324 — 


Если точка М лежить тдЬ-нибудь на плоскости АСВ, то прямая 
МР будеть перпендикулярна къ ОР и потому изъ прямоугольнаго 
треугольника ОМР будемъ имЪть 


Я аи, 
велЪдетые чего предыдущее соотношене принимаеть видъ 


2с0за -- усозВ -- #6037 = р 
или 


дозе усозв -- 26087 —р=0. ....... (@) 


Для вефхъ же положенй точки М вн плоскости АСВ равенство (1} 
не можеть имфть мфета, а потому и соотношеше (2) не будеть спра- 
ведливо. Это соотношене представляеть, такимъ образомъ, зависимость 
между координатами только тЪхъ’точекъ, которыя принадлежать плос- 
кости АСВ. СлЪдовательно, оно и есть уравнене этой плоскости. 

Первая часть этого ‘уравнен!я есть многочленъ первой степени; въ 
‘котором с03&, с058 ; ‘созу, суть коэффищенты при’неизвстныхъ, а—р 
постоянный ‘или извзетный членъ. 

Если система координать прямоугольная, то между углами @; В; т 
существуеть соотношене 


05?а -[- 0838 -|- воз? = 


Если же система координать косоугольная, ‘то между этими углами 
и углами, образуемыми осямй координать между собою, иметь уст 
зависимость (ем. стр. 298) 


1, 6052, с0зи, соза 
6057, 1, 6034, 6058 в *(8) 
сози, 6084, 1,6037 оное ь 
603%, 6088, 6087, 1 


тд 1, м, ®. означають послфдовательно углы УОЙ, ХО и Хоу. 


427. Общий видъ уравненя первой степени съ тремя неизвфстными 
таковъ: 


дж Ву О-о. ани (4) 

Постараемся убфдиться, что при всякихъ дЪИствительныхь значен!- 

ахъ постоянныхь А, В, С, Г такое уравнеше выражаеть плоскость. 

- Положимъ сперва, что  вистема коордивать. прямоугольная. Разд%- 

ливъ 0бЪ части уравненя (4) па У ?-- В?-- 0*, отчего значене его 
не можеть измфниться, далимъ ему видъ 


А-В ОП’ =0,........ (5) 


2495 — 


тд 
ь А > А. В В ; 
Ида Ве-Е С Уд в -- 0 
(2 р 


тет ет бя 


Такъ какъ въ этомъ случа 


АЗ: В3-- С°, 


УЖЕыО" 


то должны существовать таше три угла <,”8,-у, что 
в05& = А’, с03В = В', созу= С’ 
и, притомъ, это будуть углы, составляемые нЪкоторой прямой съ осями 
координать. Обозначая далфе черезь р такую: длину, чтобы было 
в=-П’, 
мы можемъ уравнеше (5) написать тавъ: 


203 -|- усозй = 26087 — р =0. 


Въ этомъ видЪ оно тождественно еъ уравнешемъ (2) и потому вы- 
ражаетъ плоскость. СлЪдовательно, и уравнене (4) выражаетъ плос- 
кость, 

Такимъ образомъ, уравнене одной и той же плоскости можетъ быть 
представлено и въ видЪ (2) и въ видф (4). Уравнеше (4) называется 
общимь уравнещемь плоскости, а уравнев!е (2) ея уравнешемъ в» нор- 
‚мальной форм. 

Изь сказаннаго видимъ, что, по коэффищентамъ общато уравнеяйя; 
углы, составляемые перпендикуляромъ къ плоскости съ осями коорди- 
натъ, опредфляются слфдующимь образомъ: 


А В а 
УЛЕЕВ-ЕС “9 уднвеЕо" ““— уднЕвАЕЯ" 
а разстояше плоскоети отъ начала координать опредфляется формулою 
ре —р 
Иа?- В: © 

428. Такъ какъ отъ преобразованя координать степень уравнешя 
не измфняется, то заключаемъ, что уравнеше (4), и относительно косо- 
‘угольной системы координатъ, выражаетъь также плоскость. Въ этомъ 


можно, впрочемъ, убфдиться и непосредственно, доказывая, какъ и въ 
предыдущемъ, что умножешемь обфихь частей уравнен!я (4) на нЪко- 


<03а 


—7826 — 


торый постоянный множитель это уравнеше можеть быть приведено 
къ виду (2). Въ самомъ дЪлЪ, обозначая этоть множитель буквою №, 
будемъ имфть 

с05а = МА, 038 = МВ, сову= МО. 


Эти косинусы должны удовлетворять соотношенйю (3), которое можно 
представить въ видВ 


1, 6057, созм, с0за т, 60%, сои, 0 
с08? , 1, 6054, с058 на 6087, 1, с, 0 20 
сои, сд, 1, 007 совр, вод, 1,0. 
с08&, 6052, 6037, 0 ры с05В, созу. 1 


Велфдетве этого, обозначая опредфлители 
1, 60%, сои 

603? , 1, 60% 

сози, 6087, 1 


1, 6057, сои, А 
и | 5057, 1, 60%, В 
с03ш, 6034, ВО 
Ал ро игЕ О, 


посл$довательно черезъ Л и—Н, получимъ 


НМ*= А, 
откуда 
к 
М= и. 


Такимъ образомъ, множитель №, приводящй общее уравнеше (4} 
къ нормальной формЪ (2), опредЪлится. 

Слфдуеть замЪтить, что этоть множитель не можеть равняться нулю. 
Въ самомъ дфлЪ, знаменатель Н предыдущаго выраженя, какъ опре- 
дфлитель, котораго вс элементы суть данныя конечныя величины, 
есть также величина конечная. Что же касается числителя Д, то онъ 
не можеть равнаться нулю по слфдующей причин$. 

Очевидно, что 


А=1— 60377 — с053и — с05?р -|- 26034 0308. 

Прибавляя и отнимая во второй части с0337 сов и, дадимъ ов вы- 
раженю видъ : 

А =(1— 60327) (1 —е09вр) — (совд сози — 6057) 

или Е 
А = зи вии — (с051 сози — с082)з = 
= [603(4 — м) — в052] [052 — с0з (#- и)] = 

А аи, 


ЕЯ: == 


откуде усматриваемъ, что равенство Л = 0 можеть имфть мФето только 
тогда, когда три оси координатъ лежать въ одной плоскости, что не- 
возможно. с 


429. Уравнеше плоскости часто употребляется еще въ видЪ 
2 у 2 
аа ое = (6 
ее (6) 


къ которому приводится общее уравнеше (4), если раздфлимъ обф его 
части на — ГД) и положимъ 


Полагая въ уравнени (6) у=0, ==0, получимь х=а. Слфдова- 
тельно, а означаеть разстояне оть начала координать той точки, въ 
которой плоскость пересфкается съ осью ОХ. Подобное же значеше 
имфютьъ величины 6 и с по отношению къ другимъ осямъ координатъ. 

Итакъ, три постоянныя а, 6, с въ уравнени (6) означають длины 
трехъ отрЁзковъ, отефкаемыхь на осяхъ координаТь плоскостью, кото- 
рая этимъ уравнешемъ выражается. 

Если р есть длина перпендикуляра, опущеннаго изъ начала коорди“ 


натъ на плоскость (6), аа, В, у углы его съ осами координать, то 
будемъ имфть 


р = ас03& = 66088 = 6087 . 


Отсюда видно, что, умножая обЪ части уравнен!я (6) на р, приве- 
демъ его къ нормальной формЪ. 

430. Въ общемь уравненш плоскости (4) коэффищенты 4, В, С, р 
могутъ имфть кая угодно дЪйствительныя величины. Въ тЬхЪ слу- 
чалхь, когда ифкоторые изъ этихъ коэффищентовь равняются нулю, 
плоскость имфеть особенныя расположеня относительно системы коор- 
динатьъ. Обратимъ внимаше на эти случаи. 


Если А=0, то уравнеше обращается въ 


Ву р=о 


и содержитъ только два неизвЪетныхъ уи 2. Согласно сказанному о 
такихъ уравнешяхь вообще (см. стр. 317), оно должно выражать плос- 
кость, параллельную оси ОХ. 

Подобнымъ же образомъ въ случаяхъь, когда В=0 или (0=0, 
общее уравнеше (4) выражаеть плоскость, параллельную соотв тственно 
оси ОУ или оси 02. 


Если р=0, то уравненйю (4) удовлетворимъ, полагая х=0, /=0, 
2—0. Это значить, что плоскость проходить въ этомь случаб черезъ 
начало координатъ. 


Если А=В=0, то уравнеше (4) обращается въ 
С--2р=о 


и удовлетворяется только единственнымь звачешемь неизвБетнаго 2 
при неопредфленныхь значешяхъь двухъ другихъ неизвфетныхь. Оно 
равнозначуще, слЪдовательно, съ услошемь 2 ==си представляетъ плос- 
кость, параллельную плоскости ХОУ. 

Подобнымъ же образомъ въ случаяхъ, когда А = (= 0 или В= 0, 
общее уравнеше (4) выражаеть плоскость, параллельную соотвЪтетвенно 
плоскости ХОЯ или плоскости УОЙ. 

Ели А=ГШ=0, то уравнению (4) удовлетворимъ, полагая у=0, 
#=0, при неопредфленномь значеши 2. Слфдовательно, плоскость ©0- 
держить въ себ® ось ОХ. Въ случаяхъ же В= р =0 или С=)=0, 
она проходить соотвфтетвенно черезь ось ОУ или ось ОЙ. 

Если А=В=Л=0, то уравнеше (4) обращается въ #=0 и вы- 
ражаетъ плоскость ХОУ. Подобнымъ же образомъ, при А = = )р=0, 
оно выражаетъ плоскость ХОЙ, а при В =С = )==0 иалоскость У0Й. 

Наконецъ, можеть случиться, что А=В=0(==0, но постоянный 
членъ Л) не равняется нулю. Въ этомъ случаЪ уравнение (4) невозможно 
ни при какихъ конечных значеняхьъ неизвфетныхъ. Но его слфдуеть 
понимать, какъ выражающее плоскость, безконечно удаленную вефми 
своими точками. ДЪйствительно, представивъ уравнеше (4) въ вид% (6), 
мы будемъ имфть изъ формуль (7), что въ настоящемь случаЪ 


а=о, =, соо. 


Это показываеть, что точки пересфченя йлоскости съ осями коор- 
динать, а слфдовательно и всф остальныя ея точки, суть безконечно 
‘удаленныя; 

431. Плоскость можеть быть разсматриваема, какъ даннал или какъ 
искомая. Въ первомъ случа должны считаться данными или извЪетными 
всф постоянныя величины, входяшия въ уравнеше плоскости, въ ка- 
комъ бы изъ указанныхь выше видовь это уравнене ни разсматрива- 
лось. Если же плоскость неизвфетна и ищется по какимъ-либо усло- 
Шямь, то вопроеъ состоить въ нахождени этихъ постоянныхь по ве- 
личинамъ, извъетнымь изъ условй. з 

При этомъ нужно замфтить, что если уравнеше искомой плоскости 
разематривается въ общемь вид 


аАх-- Ву 0+ 0=0, 


ве Ме 


то опредфленио должны подлежать не самые коэффищенты А, В, 0, Ш, 
а отношеня какихъ-либо трехъ изъ нихъ къ четвертому или как!я-либо 
четыре величины, пропорщональныя этимъ коэффищентамь, —величины, 
изъ коихъ одна можеть быть совершенно ироизвольною. Это слфдуеть 
изь того, что значене уравненя не м$няется отъ умножевя везхъ 
его членовъ на произвольный постоянный множитель. 

Въ слфдующемъ мы разсмотримь иЪфеколько простыхъ, но важныхь 
по своему теоретическому значеню задачъ, въ которыхъ плоскости 
даются или отыскиваются. 


$ 2. Задачи на плоскости. 


432. Найти уюль между двумя данными плоскостями. 
Пусть уравнен!я данныхь плоскостей будуть, 


С ди Ву ЕО 
А’в-- Ву С Г о а 


Уголь между двумя плоскостями равняется, кавъ извфетно, углу 
между прямыми, къ нимъ перпендикулярными. 

Если система координать прямоугольная, то, называя чрезь а, 8,7 
углы, составляемые перпендикуляромь къ первой плоскости съ осями 
координать, а чрезъ «’, 2’, у’углы, имБюце то же значеше дляйвто- 
рой плоскости, будемъ имфть (см. стр. 296), что искомый уголъ ф опре- 
длится по формул 


с03ф = созасоза' -- со58 созё' -- с0зус037”, 


изъ которой мы также имбли (см. стр.97) 


з1?ф = (е034603” — созё соза")? | (созё созу" — е037 6038’) -|- 
-—{ (созасозу" — созусоза')®. 


Но мы видфли выше, что для плоскости, выражаемой первымъ изъ 
уравневй (1), должно быть 


о 
Иле-веЕС" Ув 


Точно также для второй плоскости должно быть 


6054 = 


ЕС: ры 
6036 УЕ 038’ УЯТЕВЕО 
057’ = Е 


—=: 880; — 
Велфдстые этого для косинуса и синуса искомаго угла ф получимъ 
слфдующя выражен!я; 
с дА’-- ВВ’ СС’ 
Узи У в" 
и уав’— вА’ (ВС — СВ’ -Е 96—64) 
з Уд? - В? - 0 Уд” - В - 0? 


60$ф = 


откуда 


ав’ ва ВС — ОВ-Е (аб + 
Ад’ ВВ’- 0С' 
433. Когда разсматриваемыя плоскости взаимно перпевдикулярны, 
10 с03ф =0. Отсюда заключаемъ, что услове перпендикулярности двухъ 


плоскостей, выражаемыхъ . относительно прямоугольной системы коорди- 
нать общими уравнешями (1), есть 


АА’-- ВВ’--00=0....:..... @) 


Если же данныя плоскости параллельны между собою, то перпенди- 
куляры къ нимъ составлаютъ равные углы съ осями координатъ, такъ 
что должно быть 


12Ф = 


6084 = с03а’, созй == 038’, озу == 037’; 
отсюда находимъ 
дов _ 0 УЕ 
д’ в С улрвтот 
Слфдовательно, услове параллельности двухъ плоскостей есть про- 


порщональноеть коэффищентовь при неизвфетныхь 2, у, # ВЪ ихъ 
уравнешяхъ. ^ $ 


434. Если система координать кое тольная, то уголь ф между плос- 
костями (1) опредЪлится изъ соотнош 


еее - ) 


Г. 6087,2 ‚ 6054 
с087, но ‚ 6038 
со5м , 037, со =0 
с0за’, с03Д’, созу’\ созф (ем. стр. 298), 


тдф а, В, у, ©, В’, у’, означаютъ та 
этимъ плоскостямъ еъ осями координатъ. 
Это соотношеше можеть быть представлено въ видф 


углы перпендикуляровъ къ 


1, 60%, созм, вова | 


1 6057, сози 
со, 1, 6034, созр | ь * 
А 
сои, м, 1, ыы зе а ы с0зф =0 
воза’, 608’, созу’, ь ь 


тк Ва 
и такъ какъ въ настоящемъ случаВ 


в03& = АМ, 603й =ВМ, зе (4) 
созо/ — А’М”, вов’ ВМ", воз’ = ОМ", | `°`° 


тдё Ми М’ суть постоянные множители, приводящие уравнен!я (1) къ 
нормальной формЪ, (см. стр. 326), то будемъ имфть 


1, 6052, сои, А 
со, №, 60, В| ММ" 
вови, 60, 1, 00| А‘ 
В. 0,0 
Принимая во внимаше, что, какъ показано выше, множители Ми 
М’ не могуть равняться нулю и опред$литель /\ есть величина ко- 


нечная, заключаемъ, что услове перпендивулярности плоскостей (1) въ 
случаЪ косоугольной системы воординать\есть 


1, 6057, 605, М 

6082 , 1. 6084, 

р тр д... :. 0 
А-В к 0 5.90 


Что же касается условя параллельности двухъ плоскостей (1), то, 
какъ видно изъ равенствъ (4), оно и въ случа косоугольной системы 
координатъ то же самое, какъ и въ случаф прямоугольной. 


435. Найти точку пересъченя трехь 9. плоскостей. 
Положимъ, что уравненя данныхъ плоскостей\ суть 


Ах -- Ву {+ (ё +) 56 


Ву бо 
А"е-- В"У--С’г--Т"=0. | 


Координаты искомой точки, какъ принадлежащей вефмъ тремъ плос- 
костямъ, должны удовлетворять этимъ тремъ уравнешямъ. Рёшая эту 
систему уравненй, получимъ, слфдовательно (см. стр. 29) 


о а, :.:.:.® 
тд 


+ 99 
или 


Д=А(В'С"—С'5") | А(В"С— 0"В)- А" ВО — ОВ’) 


Р= Г(СВ'— В'0°)- 0(С'В— В"С)- 0"СВ'— ВО), 
@= 5(А'0*— С'’А")- Б(А"С— С"А)+ РАС 04’), 
В= ГВ’ А’ — д’В")-- Г(В'А—4"В)-- "(ВА АВ). 


ром общаго случая, когда три данныя плоскости образують три- 
гранный уголь и, слфдовательно, имфють единственную и опред%лен- 
ную общую точку, возможны слфдуюшие частные случаи ихъ относи- 
тельнаго расположения. 

1) Когда три данныя плоскости параллельны одной и той же пря- 
мой и, елфдовательно, образуютъ тригранную призму. Въ этомъ слу- 
чаф ихъ общая точка, какъ находящалея при пересфчен!и параллель- 
ныхъ прямыхъ, есть’ безконечно удаленная, и потому общйй знамена- 
тель Л выражешй (6) долженъ равняться нулю '). 

2) Когда веЪ три плоскости проходять черезь одну прямую. Въ 
этомъ случа веЪ точки этой прямой принадлежать каждой изь дан- 
ныхъ плоскостей, а потому координаты искомой общей точки должны 
быть неопредфленными. СлЪдовательно, должны равняться нулю вов 
четыре многочлена Л, Р, 0, В. Сюда же относится и тотъ случай, 
когда ве три плоскости параллельны между собою. Равенство нулю 
опредфлителей Л, Р, 0, В въ этомь случаЪ очевидно изъ условя 
параллельноети. 

3) Когда ‘три данныя плоскости совпадають. Въ этомъ случаф, каж- 
дая точка одной изъ плоскостей принадлежить и двумъ другимъ; и 
искомыя рёшешя должны быть также неопредфленными. Такъ какъ 
три данныя уравнен1я имфютъ въ этомъ случаЪ одно и то же геомет- 
рическое значеше, то первыя ихъ части могуть различаться только 
постояннымь множителемъ. Это значить, что должно быть” 


в О ИЕ В 
Ван: В 


436. Если точка пересфченй трехъ изъ плоскостей, выражаемыхь 
уравненями 

Ах + Ву 0: +2 =0, 

А Ву + сё + ТП 

А’х -- В"у + С’# +" =0, 

А"в-- В"у-- 0"ё- О"=0, 


1) Если при этомъ три прямыл, по которымъ пересфкаются данныя плоскости, нарал- 
лельны одной изъ плоскостей координать, то одинъ изъ числителей Р, ©, В также 
будетъ равняться нулю. 


=> 1883 := 


иринадлежить и четвертой, то координаты этой точки должны ‘удо- 
влетворять вефиъ четыремь уравненямъ. Эти уравнешя должны быть, 
слфдовательно, совмфетимы, для чего, какъ извфетно (ем. стр. 81), 
должно быть 


|4. в, с. р 
И 
Не 0" | 
дв. 0” в" | 


Это равенство предетавляетъ, такимъ образомъ, услоше, при кото- 
ромъ четыре плоскости, данныя общими уравненями, проходять че- 
резъ одну точку. : 

437. Найти плоскость, проходящую черезь три данныя точки. 

Положимъ, что данныя точки суть (27,/,21), (25, у», 25), (дз, з: 23) и 
пусть уравнене искомой плоскости будеть 


Аз-- Ву + р=0 „(@) 

Вопросъ состоить въ отыскани величинъ, пропорщюональныхь коэф- 
фищентамь А, В, С, Ш, по координатамъ данныхъ точекъ, 

Услоше, что искомая плоскость проходить черезь каждую изъ дан- 
ныхъ точекъ, выражается равенствами 

Аж -- Ви + Са --Ф=о 

Аж -Е Вуз -- бё--д=о 

Аж-- Ву Св --р=0 


изъ которыхъ находимъ (ем. стр. 30 и 31) 


аа) 


ре 


1 


| изд, | ВЫ 
А=Ь| 4, 2, 1|, В=— |1, 26, 11|, 
93, 23, :| 23 в; 1 
о: 2, а 
б=В 2, №, 1, Р=фЁ м, в, в, 
23, №, 1 23, Уз, #3 


тдЪ № есть произвольный множитель. 

Подставляя. эти’ величины на мфето коэффищентовъ уравнешя (7) 
мы и получимъ уравневе искомой плоскости. 

Такъ какъ это уравнене есть результать исключен!я изъ четырех 


равенствъ (7) и (8) величинь А, В, С, О, то его можно предета- 
ВИТЬ ВЪ ВИДЪ ‹ 


ху, ая, 1 
яма, Го 
2, 2,1 
23, Уз, 2, 1 


834 — 


Если плоскость, проходящая черезь три данныя точки (21, /, 21), 
(2, уз, 2%), (из, уз, 28), проходить еще черезь четвертую (24, уз, 24), то 
координаты этой послфдней должны удовлетворять найденному урав- 
нен1ю, т. е. должно быть 


я, и, м, 1 
2, №, 2, 1 
23, №, 23, 1 
д, и, д, 1 


Это равенство есть, слфдовательно, услове что четыре точки, дан- 
ных ихъ координатами, лежатъ въ одной плоскости. 

438. Найти плоскость, проходящую черезь двъ данныя точки и пер- 
пендикулярную къ данной плоскости. 

Положимъ, что относительно прямоугольной системы координатъ дан- 
ныя точки опредфляются координатами 2, и, # И 23, У», 2, а дан- 
ная плоскость выражается уравнешемъ, 


Ад-- Ву-- бе - Г =0. 
Если уравнеше искомой плоскости представимъ въ видЪ 
Аз Ву 8 р=0,........ . (9) 
то услоя, что эта плоскость проходить чрезъ данныя точки, будуть 
Ад + Ви + и-+-р=0` 
Ах, -|- Вуз Сы -- О=о. 


Услоше же перпендикулярности искомой плоскости съ данною есть, 
какъ извЪетно, 


да, -- ВВ, -- СС, =0. 
Подобно тому, какъ и въ предыдущей задачЪ, искомое уравнен!е 
должно получиться, какъ результать исключен!я неизвЪстныхь А, В, 


С, Р изъ уравнешя (9) и послфднихъ трехъ, условй. Это уравневе 
есть, слЪдовательно, 


у, 2, 1 
до я, Що, 
з, т, @, 1 
д, В, Сб, 0 


439. Найти плоскость, перпендикулярную къ тремь даннымь плос- 
костямъ. 


— 495 — 
Положимъ, что уравненя данныхъ плоскостей суть 


Ауд + Ву-- Че -- Л, =0, 
Азх-- Взу-- Сьё Е Ть=0, 
Азх-Е Взу-- Сы -Е Тз=0, 


де Ву р =0..,..-. +10) 


будеть уравнеше искомой плоскости. 
Услошя перпендикулярности искомой плоскости съ данными будуть 


и пусть 


дд. ВВ, 00, =0 


дд, ВВ, - 0@ =0 | 
- АА, ВВ СС: =0 


Для того, чтобы они были возможны совмфетно при А, Ви О не 
равныхъ нулю, необходимо, чтобы было 


д, В, @| о 
а) 
Аз, В, С 


т. е. чтобы три данныя плоскости были параллельны одной и той же 
прямой (ем. стр. 332). 

Если это соотношеше дЪйствительно имфетъ мфсто, то изъ усломй 
(11) ваходимъ, что коэффищенты А, В, С въ уравнеши (10) пропор- 
цюнальны опредфлителямъ 


В0,—СВ:, С.4:—4:0,, АВ: — Ве, 


постоянный же члень Г) остается неопредфленнымь, что и должно 
быть, потому что въ этомь случаЪ требовашямъ задачи должно удо- 
влетворять безчисленное множество плоскостей, параллельныхь между 
собою. 

Если же соотношене (12) не имфетъ мфета, то исключая, какъ и 
зъ предыдущей задач», неизвфстныя А, В, С, Г изъ уравнешя (10) 
и условй (11), получимъ искомое уравнеше въ вид® 


х, у, а, 1 . 
д, В, @, 09| 0 
А:, В, С, 0 $ 

х Аз, В, С, 0 | 


Разлагая опредфлителя, составляющаго первую часть, по элемен- 
тамъ первой строки, видимъ, что въ этомъ уравнеши коэффищенты 


в 


ВВ 


при 2, у, 2 суть нули, а постоянный членъ не равенъ пулю, Это 
казываеть (ем. стр. 328), что требовавямъ задачи можеть удов 
рать только безконечно удаленная плоскость. 


440. Найти плоскость, проходящую черезь данную ‘точку и та] 
дельную данной плоскости. 


Если положимъ, что данная точка есть (д, /,2), & данная 
кость выражается уравненемъ. 


Аж-- Ву ба-- 1 =0, 

и допустимъ, что уравнеше искомой плоскости имфеть видъ 
Аз- Ву 0+ р=0, 

то, въ силу перваго изъ услошй задачи, должно имфть мфото тож- 
дество 

Аз - Ви -- ба + р=о. 

Велдетые этого послфднее уравнеше можно представить въ видё 
^ Иез) -Е Ви—и)-- бе—а)=0. 


При неопредфленныхь А, В, С это есть уравнеше любой плоскости, 
проходящей черезь данную точку. Но чтобы выполнялось и второе 
услове задачи, коэффищенты А, В, С должны быть пропорщюнальны 
соотвЪтетвующимь коэффищентамь въ уравнеши данной плоскости. ° 

Принимая ихъ, въ частности, равными этимъ коэффищентамь, полу- 
чимь окончательно уравнеше искомой плоскости въ видЪ 


А (х — м) -- В(у— и)-- @@— а) =0- 


441. Найти длину перпендикуляра, опущенназо изъ данной точки на 
данную плоскость 


Положимъ сперва, что уравнеше плоскости дано въ нормальной форм 
ахоза -|- усозВ - 16057 —р=0, 


и пусть координаты данной точки будуть м, и, 21. 


Вообразимь плоскость, проходящую черезь данную точку и парал- 
лельную данной плоскости. Уравнеше ея, какъ видно изъ предыду- 
щаго, будеть 


(+ — ж)соза - (у — у )созВ -- (= — 2)с0зу =0 
или 


сова -- усов -|- 26057 — р'=0, 
тдЪ 


р’ == алсоза | улсозВ -- 21с0зу. 
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Искомая длина, очевидно, равняется разстоянио между этими двумя 
параллельными плоскостями, т. е. разности перпендикуляровь р’и р, 
опущенныхъ на нихь изъ начала координатъ. Обозначая ея абсолют- 
ную величину черезъ /, будемъ, слфдовательно, имфть 


== .ф-р, 


тд№ верхн!Й знакъ соотвЪтствуеть случаю, когда р’>р, т.е. когда 
данная точка находился по другую сторону отъ данной плоскости, не- 
жели начало координать, нижийй же знакъ—случаю р’ < р, т. е. когда 
данная точка и начало координать находятся по одну и ту же сто- 
фону оть данной плоскости. 

Подставляя въ послднее равенство на м$сто №’ его предыдущее вы- 
ражеше, получимъ окончательно 


1= == (жс05@ -- /1с038 -- 216087 — р). 


Такимъ образомъ, видимъ, что длина иерпендикуляра изъ. данной точки 
на данную плоскость равняется результату подстановки въ первую 
часть уравневя данной плоскости, представленнаго въ нормальной форм}, 
на мфсто перемфнныхь 2, у, 2 координать данной точки, 


Если уравнеше плоскости дано въ общемь вид 


Ах-+ Ву-- 0 Ь 


о, 


то, чтобы найти длину перпепликуляра, нужно прежде всего привести 
это уравнеше къ нормальной форм. 


Такъ, въ случа прямоугольной системы координать, искомая длина 
перпендикуляра выразится слфдующимъ образомм: 


АВ 


442, Найти леометрическое мъсто точекъ, находящихся на равныть 
‘разстояняхь оть двуть данныль плоскостей. 


Пусть уравненйя данныхъ плоскостей будуть 
А1х-- Ву-- бе -Е Ту 
и Аз -- Ву- бё-- 1: =0. 


Если обозначимъ черезь М; и М. множители, приводяшуе эти ураз- 
нени въ нормальной форм$, ‘то разстоявя какой-нибудь точки (2, у, 2) 
оть данныхь плоскостей выразятся слфдующимь образомъ: 


(Аг Ву) М, и -(Аж- Ву-- бы -- ТЭМ,. 


Андрекмь, АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГвОМВТРЫЕ. 22 
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Отсюда заключаемъ, что уравнеше искомаго геометрическаго мфста есть. 
(Аз-- Ву-- Се -- РОМ, = (Аж -- Вы С» РМ, =0, 

что представляеть дв плоскоети, проходяшия чрезъь линйо пересфче- 
вл данныхъ плоскостей и дфляш]я двугранные углы между ними по- 
поламъ. 

Если система координатъь прямоугольная, то уравнешя этихъ плос- 
костей будуть 

Ле Ву -Е бе -Е Та › Азе-Е Выу-Е бы Ть 
Уд ва? ^ Удавяс» 
443. Найти площадь треуюльника по координатамь ею вершинь. 


Положимъ, что данныя вершины суть (х,, 1,21), (2, уз, 25), (23, Уз, 23) 
и обозначимъ чрезь А, В, С опредфлители 


И | п.м, 1 м, и, 1| 
|, 2, 2, т, 1 |, |9, 1, 1 
[ уз» 23, 1 | 2, 2, 1 23, уз, 1 


Мы видЪли (см. стр. 333), что это суть коэффищенты при х, у, въ 
уравнени, выражающемъ плоскость даннаго треугольника. 

Если система координать прямоугольная, то эти выражен!я озна- 
чаютъ, какъ извфетно (ем. стр. 52), удвоенныя площади треуголь- 
никовъ, находящихся на плоскостяхъ координать и представляющихъ, 
очевидно, проекщи даннаго треугольника на эти плоскости. Велфдетые 
этого, обозначая черезь 0/` площадь даннаго треугольника, будемъ имЪть 
(см. стр. 303). 


0_ИЖЕВЕО. 


р] . (14) 


444. Въ случа косоугольной , системы координатъ выражеше пло- 
щади даннаго треугольника можно вывести слфдующимъ образомъ. 

Будемъ обозначать, какъ и прежде, черезь 7, иит углы УОХЙ, 
ХОА и ХОУ, и пусть 0’ будеть площадь проекщи даннаго треуголь- 
ника на плоскость ХОУ прямыми параллельными оси ОЙ. Въ такомъ 
случаЪ будемъ имЪть (см. стр. 51). 


20' = Сэ». 


Очевидно, что ортогональныя проекши площадей Ги 0’ на какую- 
нибудь плоскость, перпендикулярную къ оси 0 должны быть равны 
между собою. Это равенство можеть быть выражено такъ: 


20037 = 2076037’ = Сзштсозу', 
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тд ит’ суть углы оси ОЙ съ перпендикулярами къ плоскости дан- 
наго треугольника и къ плоскости ХОУ. 

Если обозначимъ, далЪе черезь М и М’ постоянные множители, при- 
водяще уравнен!я этихъ плоскостей къ нормальной форм, то будемъ 
имЪть 

6087 = ОМ и воз’ = М’, 


и потому изъ предыдущаго равенства находимъ 


0=м зн. 


Но, какъ видно изъ указаннаго выше значеня множителя 2/ (см. 
стр. 326). 


м _УН 
мун’ 
ТВ 
| 1, 6057, с03м, А 
| 08, 1, 05, В 
| сои, 6084, УС 
м. Ве 
и 
1, 605%, сози, 0 
н—— |“, 1, 603, 0 2 1, сор а 
сози, с03й, Ат с05т, 1 
ЮВ: 
Слфдовательно, 
ИН .- 5) 


Равенство (14) получается отеюда, какъ частный случай. 

445. Найти объемь тетраэдра по координатамь ею вершин. 

Объемь тетраэдра или тригранной пирамиды равняется, какь из- 
вфстно, трети произведешя площади основав! я на высоту.- 

Пусть вершины даннаго тетраэдра будуть (м, /,21), (2, уз, 2), 
(сз, уз» а), (ха, нь 24). 

Примемъ плоскость, проходящую черезь три первыя изъ этихъ т0- 
чекъ за основаше тетраэдра и обозначимъ черезъ И площадь треуголь- 
ника, имВющаго эти три вершины. Обозначая, далЪе, черезъ 1 дливу 
периендикуляра изъ четвертой вершины на основаше, & черезь Г ис- 
комый объемъ тетраэдра, будемъ имЪть к 


ЗУ = 0.1. 


А 


Если система координатъ прямоугольная, и мы положимъ, что плос- 


кость основашя выражается уравнешемъ 
из-- Ву Сг-- р=о, 
которое, какъ извфетно (ем. стр. 333), иметь видъ 
А ЗЫ 
ми м: 1 05 
1, у, 2, 


у. 
23, Уз, 23, 1 


то должно быть (см. стр. 337 и 338) 


Ав -- Ви --Оа ЕО 
У А- ВЗ- С 


ИВО. 
2 


-- 


СлЪдовательно 
— Ав Ви -- ба О 


е. 6 


или 
| м, м, а, 1 

т д, у №, 1 
а 
| 24. М4, 1 

Если система координать косоугольная, то, какь мы видфли, 


1= (Аж - Ву. ба--О)М 


т 
2 
и такъ какъ 
М? => => 


то получимъ 


у— М2 Ви + ВУЛ 
6 


или 
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я, | 


М] 2, 9. 2, 1 
а [0 
ж, Ш, д, 1 
гд% 
1, 6052, е05 
А=| со, 1, 604 |... .. (18) 


сози, 6037, 1 


446. Въ частномъ случаЪ, когда три кавя-нибудь грани тетраэдра 
совпадаютъ съ илоскостями координатъ, послфднее выражене прини- 
маеть болфе простой видъ. Въ самомъ дЪлЪ, обозначивъ длины трехъ 
реберъ тетраэдра ОА, ОВ, ОС (фиг. 109), совиадаю- Е 
щихь съ осями координать, посльдовательно чрезъ р) 

а, 6, с, будемъ, очевидно, имЪть 


для точки О д=0, и=0, 
для точки А э:=а, у=0, 


АХ 
для точки В = =6, 
для точки С л.=0, у:=0, 2.=с. в 
Велфдетые этого получимъ Фиг. 109. 
ае — 
УИ: =... 09 


выражеше объема тетраэдра чрезъ длины трехъ его смежныхь реберъ 
и углы между ними. 

Если положимъ, что а’, ®'’, с’ суть длины трехъ остальныхъ реберъ 
ВС, АС, АВ, противолежащихь поелфдовательно ребрамь а, 6, с, то 
изъ треугольниковь ВОС, АОС, АОВ будемъ имфть 


а = - с? — 26 с084 , 
62 = а -- с? — 2ассози , 
= а -Е В — 260057. 


Опредфляя отсюда с0зА, сози, с05? и подставляя ихъ въ равенство 
{18), получимъ 


1 С @-и-ей, рева 
2а 2ас 

ево? Иа? 
х 9% ° Е 5 


0 ера 
2 °' 2% ° 
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ВелЪдетве этого изъ равенства (19) находимъ 


2, ас, ое 
2887 =| а? и = с, 252 ‚ий + 2 — а | 
а -- 1—5, ба —а?, 2с | 


выражене объема тетраэдра чрезь длины его реберъ. | 
Позлфднее равенство, очевидно, тождественно ‘съ слфдующимъ 


Го, а ВИ Е 
тать 20 оо 

288 уз , а, 25 м-р, 0 
ба, со 22 ‚0 

=. 0 а о ь 0 БА: 


въ чемъ легко убфдиться, разлагая посл5дн! опредЪфлитель по элемен- 
тамъ пятой строки и пятаго столбца. 

Если же въ этомъ опредфлителЪ прибавимъ элементы первой строки 
къ элементамъ трехъ слдующихь строкъ и элементы перваго столбца, 
КЪ элементамъ трехъ слфдующихь столбцовъ, оть чего, вакъ извфетно 
(см. стр. 28), величина опредЪлителя не изм няется, то получимь 


И ИИ 

6% 06,5, :| 

ЕС Е Ц В 
. 
о 


©, 53, а, 0, 
У 


447. Найти объемь тетраздра по уравненямь ©10 зраней. 
Пусть уравнен!я граней будуть 


Ад-- Ву-- б2-- ТТ, =0 } 
Азх-- Взу-Е Су -Ё Вз =0 

Азж-- Взу-- Сзё-- Тз=0 

Ацх-- Ву-- би -- и=0. 


Рьшеше вопроса состоить въ опредфлени координать точекъ перё- 
сфчешя этихъ плоскостей (т. е. вершинъ тетраэдра) и внесеши ихъ въ 
выражеше (17) или (16). 

Обозначимъ чрезъ Ё опредфлителя 


д, В, Сб, Г 
Аз, Вз, 0С:, Г» 
Аз, Вз, (зв, 1 
Аз, В, (и, 1% 
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и чрезь с, Ви, И, бл, @..-.его опред®лители миноры, соотвфтствую- 
ще послЪдовательно элементамь 2:, В\, Си, Л, 4.. -..- Въ такомь 
случаЪ для координать вершинъ тетраэдра будемь имфть выражешя 
(ем. стр. 331) 


а Я =” 
а? У, Я в! 
в в 1 
5—9 д в-й, 
ит. д. 


Внося эти значен!я координать въ выражеше (17) объема тетраэдра, 
получимъ 

| а, @, п, @ 

т— УЛ: с, №, 1, 4! 

69.9994 2, `В, 78: 6 


|4, №, 7, 4% 


Опредфлитель, составляющйй послфдй множитель этого выражешя, 
есть производный опредфлителя Ё и, слфдовательно, равняется #?. 
Такимъ образомъ окончательно получимь 
вул. 
60.0.0390, 


$ 3. Приифнен!е сокращеннаго способа. 


448. Сокращенный способъ состоитъ, какъ мы видЬли (см. стр. 74), 
въ разсуждеши надъ первыми частями уравненй, какъ надъ количе- 
ствами, зависимость которыхь оть перемфнныхь координать опредф- 
ляется лишь въ общихъ чертахъ. При изучеши Геометр!и въ про- 
странств, гдЪ, велЪдетые большаго числа перемфнныхъ, частныя свой- 
ства такихъ зависимостей представляютъ больше разнообразя, примф- 
нене этого способа бываетъ особенно выгодно. 

Пусть 0 =0 и 1% =0 будуть уравнешя двухъ какихъ-нибудь плос- 
костей. Въ такомъ случаЪ уравнене 


С АИ 


при пеопредфленномъ постоянномъ множителВ №, будетъ выражать ц$- 
лую систему плоскостей, проходящихъ черезъ линшю пересфчешя дан- 
ныхъ. Эту систему называютъ пучкомь плоскостей. 

Каждому опредЪленному значению # соотвЪтствуеть опредленная и 
единственная плоскость пучка (1), и обратно. СлФдовательно, пучекъ 
плоскостей есть система одного измфреня (см. стр. 91). 


о бе 


Если 0. =0 есть уравнеше какой-нибудь плоскости, принадлежащей 
пучку (1), то постоянному # можно дать такое значеше, при которомъ 
многочленны Л —#0з и 1, будуть различаться только постояннымь 
множителемъ, такъ что должно имфть мфето тождество 


1 — ЕП: = И. 
Помножая 00% его части на какое-нибудь постоянное у и обозна- 
чан — Ёр: черезъь рз, а— р черезъ рз, дадимъ ему видъ 
2 и -Е >65 -- 30: =0. (...:.... (2) 


Существовае такого тождества есть, слфдовательно, услове, что 
три плоскости 


@=0, 0 


проходать черезь одну прямую. 

449. Положимъ теперь, что Л =0, (.=0, 0.==0 суть уравне- 
в! трехъ плоскостей, не проходящихь черезъ одну и ту же прямую. 
Въ такомъ случаЪ уравнене 


Е ее) 


при неопредзленныхь значеняхь {и 1, будетъ выражать безчисленное 
множество плоскостей, проходящих черезъ точку пересфченя трехъ 
данных». Систему плоскостей, проходящихь черезь одну точку назы- 
вають связкою плоскостей. 

Такъ какъ уравнене (3) предетавляеть одну опредфленную плоскость 
только тогда, когда постоянныя й и { имфютъ опредфленныя значен!я, 
то заключаемъ, что положеше плоскости, принадлежащей данной связк, 
опредЪляется двумя величинами (координатами). СлЪдовалельно, связка 
плоскостей есть система двухъ измфреншй. 

Если 0, ==0 есть уравнеше какой-нибудь плоскости принадлежащей 
связкф (3), то должны существовать тая значеня постоянныхь Ё и[, 
при которыхъ первая часть уравнев!я (3) отличается оть (, только 
постояннымъ мпожителемъ, т. е. должно существовать тождество 


1 — #1. — Из=тба- 


Это тождество, по умножени обфихъ частей на какое-нибудь посто- 
янное у, можеть быть предетавлено въ видф 


в б-р б-р б-р =, 4... (4) 


тд положено — Др: = р, — 1 = рзи — тр; =. Оно представляеть, 
слЪдовательно, услоше, что четыре плоскости 


б=0, 0=0, 0:=0, Ц=0 
проходять черезъ одну точку. 


080 =— 


450. Изъ условй (2) и (4) легко обнаруживаются соотношеня между 
коэффищентами плоскостей, проходящихь черезь одну прямую или че- 
резъ одну точку. Такъ, если (1, 0.. 73 означаютъ многочлены 


Ае- Ву Се Г, 
Ад-- Ву С ТЬ, 
Азё-- Взу-Е Сз=-Е 1, 


то возможность равенства (2) при всякихь зваченяхь х, у, 2 тре- 
буетъ существования равенствъ 


р А, Е р24з-- 234 =0, 
р. Е р2В Е зВз=0, 
ри С, -- раб -- рзб =0, 
т 0: + 3: =0. 


Но существоваше трехъ величинъ р, р›, рз, удовлетворяющихь 
одновременно этимъ четыремъ равенствамъь возможно только тогда (ем. 
стр. 30), когда имБють место соотношен:я , 


АЗ, ррччАь Из | 2; 45, А | 
| в, в, № —0 в, в. ь 9 с, @, @& =0, 
| (:, С, | Р,, 2, Дз | 12, 1», 1 
| В; №, № 
д, С, < |= 0. 
|2. 1», Тз 


Очевидно, что изъ этихъ соотношен кашя-либо два суть необхо- 
димыя слЪдетыя двухъ другихъ. 


Если положимъ, далфе, что [7, означаеть многочленъ 


Ах -- Вау -- Се 1, 


то изь услошя (4) заключаемь такимь же образомь о существовани 
равенствъ 

ру. Е р Аз Е зА8-- р =0, 

р. В Е р В, р» В В. =0, 

р Си -Е изб: -Е рзС Е в+С; =0, 

иР-Нь р за а: =0, 


совместимость которыхъ обусловливается, какъ извЪфстно, соотношенемъ 


41, 143, Аз, 4+ 
В, В, В, В 
С, Сз, Сь, С 
Ри, ТР», 1, Ть 


что было показано выше (см. етр. 333). 


451. Приложимъ сказанное къ доказательству слфдующаго свойства 
плоскостей. 


Два тетраэдра моуть быть вписаны одновременно брузь въ дру. 
Иными словами это предложене можеть быть выражено такъ. 


Черезь вершины даннаго тетраэдра можно провести четыре плоскости, 
пересфкаюццяся между собою по три на его граняхъ. 


Положимъ, что уравневя четырехъ граней даннаго тетраэдра суть 
п=о0, 0,=0, =0, [,=0, 
а уравневя граней второго тетраэдра пусть будутъ 
И =0, Т=0, И: 7, =0. 


Условя, что каждая изъ послфднихь плоскостей проходить черезь 
точку пересфченя трехъ изъ первыхъ, выразятся слВдующимъ образом: 


аз -- аз0з - в (а Е т7, =0 


Г Й 0%  & 0. ту, =0 
е И -Не0ь Е: т, =0 
4, 0.--4>0з-- 450 -Е м7, =0 


тдЪ аз, аз... , 63-..@:, т еуть нфкоторыя постоянныя. 

Разематривая эти равенства, какъ систему уравненй съ четырьмя 
неизвфетными (1, 0:, Оз, 0; и рЬшая ихъ относительно этихъ не- 
извфствыхъ, получимь (ем. стр. 29) 


ДИ =а И, 7, аз - а, 

ДО. =В И, В, УВ Уз В: РА 6) 
А =иИ в И На-На [1 °7° 
Дб =Ф И 9:7, +087. 4, ) . 


тдф ДЛ есть опредфлитель 
|0, а, ав, а: | 
1ы, 0, Ь, & 

‚в, 0, & 

4, 4, 4, 0 


о 


— 341 — 


а а1с.... 8: ... его опредфлители миноры;, помноженные на — т. 
Такъ въ частности 1, 6, 7з и 4; имфють слфдующйя значеня: 


0, в, в | |0, в, а | 
а=—т с, 0, с |, в =—т я, бб, |, 
а, а, 0| | 4, а, 0 
0, а, 0, 4, @ 
В=—фт И, 0, 4 =фтаь,о, ь, 
Га, а, 0 | с, 6; 0 


или, по разложени опредлителей, 


& т(егазь, -- @-Взс:), В; = — т(елазая Е @иазе) 
7з т( 4за:-- 41 а>6:), 9: = — т@сзаз + слав). 


Изъ равенствъ (5) видно, что если плоскость [Л =0 проходить че- | 
резъ точку пересЪченя плоскостей У. =0, Уз=0, 7; =0, то должно 
быть & =0. Точно также усломемъ, что плоскости 0. =0, 7; =0, 
Уз=0, У;,==0 проходать черезь одну точку, служить равенство 
: =0, а услошемъ, что илоекости 03=0, У, =0, 7, =0, У, =0 
проходятъ черезъ одну точку, равенство уз = о. 

Но, какъ видно изъ выражен! для <, В, 7з и 4, необходимымь 
слЪдетыемъ равенствъ 


&=0, В:=0, 7:=0 


должно быть равенство 


а это показываетъ, что, при названныхъ услошяхъ, и плоскости (1 =0, 
7: =0, ТУ, =0, ТУ. =0 проходятъ черезъ одну точку. 
Такимъ образомь предложеше доказано. 
452. Положимъ, что 

А =0 и 4=0 
суть уравнешя двухъ данныхъ илоскостей, представленных въ нор- 
мальной формЪ, такъ что 


А, = 2соза -|- усозВ, -- 26087; — 7 


Аз = жсоза, -- усозВ: - 260575 — р. 
Пусть 


==: 1948 —_ 


будеть уравнене опредфленной плоскости, проходящей чрезъ прямую 
ихъ пересфчен!я. Въ такомъ случаЪ множитель % будеть имфть опре- 
дЪленную величину, геометрическое значеше которой легко обнаружить. 


Въ самомъ дфлЪ, если м, и, 2. суть координаты точки, лежащей 
на послфдней плоскоети, то должно быть 


(зусоза; -|- усоз8, -- 21еозу: — ри) — Жалсоза»- исозВ, -- 216087, —рз)=0 
и, слБдовательно, * 


— гаеозал -- уисоз, -- 216087: — 1, 
2лсозаз -- у1созь -- 2160875 — ра 


Отсюда заключаемь, что множитель # въ уравнени (6) означаеть 
отношен{е разетояв!й какой-либо точки на плоскости, выражаемой этимъ 
уравненемъ, оть двухъ данныхъ плоскостей. 

453. Не трудно показать, исходя изъ этого заключеня, что положе- 
е точки въ пространств можеть быть опредЪляемо четырьмя вели- 
чинами, пропорщовальными разстоящямъ этой точки оть четырехъ дан- 
ныхЪъ плоскостей, не проходящихъ черезь одну точку. . 

Въ самомъ дЪлЬ, положимъ, что уравнешя данныхьъ плоскостей, 
представленныя въ нормальной форм, суть 


Ж-о, 4=0, 4=0, Ао не (1) 


и пусть 7, Л, №, №: будуть разстоявя какой-нибудь точки М оть 
этихъ плоскостей, а 21, 25, 23, 2. кавя-нибудь величины, пропор- 
Щональныя этимъ разетоннямъ, такъ что 


Я 22 23 _ Жа 
а ата И 
м О 
Вообразимь три плоскости, проходяшия черезь лини пересфченя 
первой изъ данныхъ плоскостей съ каждой изъ остальныхъ. Уравнешя 
ихъ будуть 


А —ЁАз=0, А, —14:=0, А —тА.=0.... (9) 


Если эти плоскости проходять черезь точку №, то соглаено ире- 
дыдущему, должно быть - 


М М 
13° 14 


т 
— 349 — 


Отеюда видимъ, что величинами 41, 2, 23, 2; опредфляются множи- 
тели №, 1, т, а такъ какъ чрезь это вполнф опредфляются плоскости 
(9), то и точка М будетъ опредфленною, какъ точка ихъ переефченя. 

454. Величины 2, 23, 2з, 2:, опредфляюцая такимъ образомъ по- 
ложене точки 2 въ пространств, могуть быть разематриваемы, какъ 
координаты этой точки. 

Четыре плоскости (7) называются въ этомъ случаЪ плоскостями ко- 
ординатъ, а тетраэдръ, ими образуемый, координатнымь тетраэдромь. 

Повяте объ этихъ координатахь есть непосредственное обобщеше 
понят1я о трилинейныхь координатахь на плоскости. Поэтому все, что 
говорилось о трилинейныхъ координатахъ, можеть быть расиростране- 
но въ общемь смыслЪ и на эти новыя координаты въ пространетв%. 
Ихъ называють иногда жетраэдрическими. 

Частный видъ этихъ новыхь коордивать представляютъ четыре ве- 
лизины, пропорщюнальныя тремъь прямолинейнымь координатамъь х, 
у, зи едивиц$ дливы, чрезь которую онф выражены. Это суть одно- 
родныя координаты въ пространств$. 

455. Если плоскость выражается общимъ уравнешемъ 


Ав-- Ву-- 6 2—0, 


то, какъ мы видфли (ем. стр. 329), она будеть вполнз опредфленною, 
когда извфетны четыре величины ш, м, из, и, пропорщюнальныя 
коэффищентамь А, В, С, 0. На эти величины можно, слфдователь- 
но, смотрфть, какъ на координаты плоскости, опредфляющия ея поло- 
жене въ пространств такимъь же точно образомъ, какъ однородными 
(или вообще тетраэдрическими) координатами опредфляется положене 
точки. Чрезъ это обнаруживается двойственность воззрфн1я на веЪ воз- 
можныя теометричесвя фигуры. въ пространствЪ. Поелдейя: предетав- 
ляются съ одной стороны, какъ образуемыя точками, съ другой, какъ 
образуемыя плоскостями, иначе говоря, какъ геометрическ!я мфета то- 
чекъ или какъ геометрическ!я мфета плоскостей. 

Двойственноеть эта имфеть мЪсто по отношению ко вофмъ возмож- 
нымъ усломямъ и заключенямъь Аналитической Геометр!и, ‘ибо всякая 
зависимость между координатами можеть быть истолкована двоякимь 
образомъ, смотря по тому, опредфляются ли этими координатами точки 
или плоекости. 

Это есть обний законь двойственности или взанмности, на который 
мы указывали съ нёсколько большими подробностями и въ Геометри 
на плоскости (см. стр. 91). Но тамъ его основашемь служить взаим- 
ность между точками и прямыми, какъ элементами фигуръ; въ простран- 
ствЪ же онъ обусловливается взаимностью между точками и плоскостями. 


ГЛАВА ТРЕТЬЯ. 
ПРЯМАЯ ЛИН1Я. 


$ 1. Уравненя прямой лини. 


455. Веякая линя въ пространств» выражается, какъ мы видфли 
(ем. стр. 319), совокупностью двухъ уравнен!, которыя въ отдфльности 
опредфляютъ двф поверхности, проходянйя черезъ эту линшо. Такъ 
какъ прямая лишя можеть быть разсматриваема, какъ пересфчеше 
двухь плоскостей, то заключаемъ, что она должна выражаться сово- 
купностью двухъ уравнен!й первой степени, напр. 


Ах -- Ву 0: О =0 ] 

Аж Ву =о] 

Чрезъ одну и ту же прямую можно провести безчисленное множе- 

ство плоскостей, составлющихъ пучекъ, и каждыя дв илоскости этого 

пучка будуть опредфлять ту же прямую. Такъ, обозначая черезъь Ти 0” 

первыя части уравнен!й (1), будемъ имфть, что прямая, выражаемая 
ими, выражается также двумя уравнешями 


0—0’ =0, 
-РИ' =0, 
тд К, Ё', 1, Г кавя угодно постоянныя величины. 

Полагая въ частности # = В’, =В,1=А', = А и замфняя 
Си И ихъ значешями, получимъ для опредфлевшя той же прямой 
уравнения 

(АВ’— ВА’) — (СВ'— ВС’) + (ФВ'— ВТ)=0, 
(ВА’—АВ’у--(СА’— АС)=--(РА'— АТ’) =0, 


которыя можно разематривать въ вид 


ОНИ, Пе 
у= пе 


— 35! — 


тдЪ 
во’—св’ ы 
т = АВ'— ВА' ВА’ 
— В0'—1 2 ъ 
ЕВ 


Уравненями (2) можеть быть, слЪдовательно, выражена какая угод- 
но прямая въ пространств. Это есть одинъ изъ наиболфе употреби- 
тельныхъ видовъ уравнешй прямой. 

456. Уравнев!я (2), которыя суть не что иное, какъ результаты исклю- 
ченя изъ уравненйй (1) перемфнныхь уи х, представляютъ въ от- 
дЪльноети дв плоскости, проходящия черезь разсматриваемую прямую 
и параллельныя послфдовательно осямь ОУ и ОХ. На плоскостяхъ же 
ХОР и УОЙ эти уравненвя выражаютьъ проекши разсматриваемой пря- 
мой. Въ елучаЪ прямоугольной системы координатъ это суть ортого- 
нальныя проекщи. 

Выражать прямую уравненями вида (2) значить, сл довательно, опре- 
дфлять ее посредствомъ двухъ проекций. 

Понятно, что результать исключеня неизвфстнаго 2 изъ уравнешй 
(2) или (1) будеть представлять проекцию той же прямой на илоскоеть 
ХОУ (ем. стр. 320). 

457. Точки, въ которыхъ прямая лин я пересфкается съ плоскостями 
координать, называются ея слъдами. 

Полагая въ уравнешяхъ (2) 2 =0, получимь 


х=а, у=ь, 


откуда заключаемъ, что постоянныя @ и 6 въ этихъ уравнешяхъ суть 
координаты слФда прямой на плоскости ХОУ. 

Что же касается коэффищентовъь т и п, то ими опредфляется на- 
правлене прямой. Такъ, изъ Геометри на плоскости извфстно (ем. 
стр. 38 и 39), что т означаеть отношене синусовъ угловъ, составляе- 
мыхъ проекщею прямой на плоскость ХОЙ съ осями ОЙ и ОХ. Точ- 
но такъ же м означаеть отношеше синусовъ угловъ, составляемыхь 
проекцию прямой на плоскость УОЙ съ осями ОЙ и ОУ 1). 

Полагая въ уравненяхъ (2) сперва 2=0, а потомь у=0, полу- 
чимъ, что координаты слфда прямой на плоскости УО7 будуть 
_т— ап 


, т . 


а 
т к т 


*) Зависимость отъ этихъ козффищентовь угловъ, составляемыхь самою прамою съ 
осямн координатъ, будеть указана ниже. 


Если въ уравнешяхъ (2) а=0 и ь=0, то прямая, выражаемая ими, 
проходить черезъь начало координатъ, №ъ которомъ будуть, слЪдова- 
тельно, находиться слфды прямой на вефхъь трехъ плоскостяхъ коор- 
динатъ, 

458. Мы видфли выше (см. стр. 290 и 291), что если какая-нибудь 
точка М находится на прямой, соединяющей двЪ данвыя точки Л 


(в, д) и М (та, уз, 2), то координаты ея 2; у, 2 удовлетворяють 
условямъ 


ит ут 2з-а т 


фон’ у п’ дер в 


т >. В 
тдЪ -» Сеть отношеше разетоявй точки № оть данныхъ точекъ, алге- 


браическимъ значешемь котораго опредфляется положене этой точки 
на прямой. 
Понятно, что при неопредфленномь значенм этого отношевя точка 
МУ будеть любою точкою этой прямой. Е 
Посл$дн!я равенства можно представить въ видЪ 


# —м т у ит 2-а_ т 
ж—м тт’ фи т’ афа т 


откуда слфдуеть, что при всякихъ значешяхь ти п должно быть 


в —”м 8 — 2 г —а 
т 3: 


= аа Зе 
з—м 2— а эти 22— а 

Такъ какъ этимъ соотношешямъ удовлетворяють координаты всякой 
точки прямой МьМ., то они суть не что иное, какъ уравнешя этой 
‘прямой. Въ отдфльности ихъ можно разсматривать, какъ выражающя 
проекщи прямой на плоскости ХОЙ и УОЙ. 

'Уравнеше 


2—мЦЩу-и 
фм фм’ 


которое есть ихъ необходимое слфдетые, выражаеть проекцю той же 
прямой на плоскость ХОУ. 
Уравнешя (3) принято изображать слёдующимъ образомъ: 


мути Е-аА 


еб г и- 


— 358 — 


и такъ какъ значеше ихъ не можеть изифниться оть умножешя везхъ 
членовъ на какую-нибудь постоянную величину, то знаменатели 2—ал ‚ 
У —/, 22— д могуть быть замфнены какими-нибудь величинами, имъ 
пропорщональными. 

Отсюда заключаемъ, что вслкая прямая въ пространств® можеть 
быть выражена уравнешями вида 


д—а —6_#—6с 


т п р 


тд} а, Ь, с суть координаты какой-нибудь точки этой прямой, а т, 
п, р величины, пропорщюнальныя разностямь координать двухъ ка- 
кихъ-нибудь ея точекъ. Это есть одинъ изъ употребительныхь видовъ 
уравнешй прямой, предиочитаемый уравнешямъ вида (2) вслфдетые 
симметричности относительно вефхъ трехъ перемфнныхъ. 

Уравнен!я (2) могуть быть приведены также къ виду (4). Въ самомъ 
ДЪлЪ, рёшивъ каждое изъ нихъ относительно =, получим 


что представляеть частный случай уравненй (4) при с 
Уравнеши (4) представляють прямую, проходящую черезь начало 
координатъ, когда въ нихъ а=0, 6=0, с=0. 


Оир=1. 


$2. Задачи на прямыя лини и илоекоети. 


459. Навити урлы, составляемые прямою сь осями координатъ. 
Положимъ, что система координать прямоугольная, и пусть уравне- 
ни прямой даны въ видЪ 


По свойству пропоршй имфемъ 


га ув г—с Ув аи — (6% 
тост р Ут 
ЗдЪеь предыдупий члетъ послфдняго отношешя есть выражене раз- 
стояшя между точками (2,у,2) и (в,5,с). Обозначивь это разетояне 
черезь 4, получимь 
эта _ 
Уран" 


Андреем». АнАлитичЕскАИ гкомЕТНя. 


_па _ о _ ра 
Ут Уи? 
23 


(2—а)= 


9 


— 354 — 
Но такъ какъ система координатъ прямоугольная, то разности (2—а}, 
(у—), (г—с) суть ортогональныя проекщи отрфзка 4 между назван- 


ными точками на три оси коордиватъ. Поэтому, обозначая чрезь @. 
В, 7 искомые углы прямой съ осями координатъ, будемь имфть 


= —а= 403, у—Ь= 4058, = —с== 4с08у. 
Сравнивая эти равенства съ предыдущими, находимъ 


т 
Об; @ 


в р 
т К 
Унеряня теряя" “7 Узаьят 
что и представляеть ршене задачи. 
Мы видимъ, такимъ образомь, что постоянныя т, пир въ урав- 


неняхъ (1) пропоршюнальны косинусамъ угловъ, составляемыхь пря- 
мою съ осями координать. 


Если уравненя прямой даны въ видЪ 


. (2) 


то, замфчая, что въ этомъ случа они представляють частный видъ 
уравненй (1) при с=0 и р=1, будемъ имфть для косинусовъ иско- 
мыхъ угловъ слфдуюнщия выражен!я: 


т в 1 

=, 6038 = ——————, 608; о. 
Ут -1 Ут -1 Г. Ут 1 
Наконець, если прямая дана уравнен!ями въ общемъ вид 


Аз-- Ву-- Се--Ф=о 4) 
А’--В у Се’ = 0 |’ ° > ( 


с05& 


то, приводя ихъ къ виду (3), будемъ имЪфть, какъ показано выше, ‚ 


вов | СА'— АС’ 
АВВ ВЕ 


т 


Внесене этихъ выражешй на мЪфето ти ® въ предыдущ!я равен- 
ства даеть намъ выражешя искомыхъ величинъ въ видф 
вс — св’ СА’— Аб 


608@ = ‚ 6058 = 
Е 


АВ’ ВА’ 
Е ‚ 6057 = у: „. (5) 


гдЪ 


в=увс —св»-Е(СА’- 46): (АВ = ВА. 


= 8600 — 


460. Если система координать косоугольная и разематриваемая пря- 
мал выражается уравнешями (1), то разстояще между точками (7, у, 2) 
и (а,5,с) выражается, какъ мы видфли, слфдующимь образомь (ем. 
стр. 299); 


ве +е—0+ 
2—5) (#— о)еозА- 2(5— а) (# — с)сози Е 2( — а)(у—6)соз», 
гдф 4, и, ? суть углы между осями координать УОй, ХОЙ, ХОТ. 
Отсюда заключаемъ, что 


ед 


Ут? и? -Е р 2прсозд Е Этрсози - 2ттсоз? . 


СлЪловательно, 


ед", иы= 4, (05. 


ДалЪе, обозначая искомые углы прямой съ ослми координатъ черезъ 
а, В, ти замфчая, что отрЪзки (2 — а), (у—), (2—0), по своей ве- 
личин% и направленио, могуть составить ломаную лив!о, замыкаю- 
щуюся отрзкомъ 4 разсматриваемой прямой, будемъ имфть, по свой- 
ству проекшй (см. стр. 297), что 


4соза = (д — а)-{- (у— В)соз? - (2 — с)сози , 
4088 = (2 — а)созт -- (у—Ь)- (2 — с)созй , 
4с037 = (2 — а)сози-{- (у — 5)с03й -|- (2—6). 


Внеся сюда на мЪфсто разностей (2— а), (у— №) (2—6) ихъ пре- 
дыдуция выраженя, получимъ, по сокращеши на 4, 


т -- пеоз? -- рсози 
у 
од тсозт -- и - ›хозй 


с я 
а ткози-- те Е р 


6054 = 


О 


Отсюда не трудно уже получить, какъ сейчаеъ показано, выраженщя 
054, ©0538, с03у’и для случаевъ, когда прямая дана уравнешями вида 


(3) или (4). 


— 356 — 


461. Найти уюль между двумя прямыми, отнесенными къ прямо- 
упюльной системь координат». 

Если двЪ прямыя составляють съ осями координать послЪдовательне 
углы а, В, тис, В’, У, то, обозначая уголъ между ними черезь ф; 
будемъ, какъ извЪетно, имЪть (см. стр. 296 и 297). 


с08ф = с03&с038” -|- с03 сов" -|- ©0703’... 4... (7) 
и ЗОНЕ (054 6058" — с038 соза’)* -|- (с058 с0зу' — созусозв')? -| 
| (©05<с03у’ — с03ус0за')........ . (8) 


Полагая, что прямыя даны уравнешями 


ау яе 
т ъ р 


и 


г. - (9) 


мы соетавимъ по формуламъ (2) выражен я косинусовъ ихъ угловъ съ 
осими координатъ. Внеся, затЪмъ, эти выражешя въ предыдушя ра- 
венства, получимъ 
тт’ 5 пи’ Е рр’. 
Утттриттррй УненЕр 
Ибы’ — пт — Е р - — рт’) 
терра Ут 

что и составляеть рьшеше задачи. 

Если положимъ въ этихъ равенствахь р=1 и р’ =1, то получимъ, 


очевидно, рёшеше задачи для случая, когда уравнешя прямыхъ даны. 
въ видЪ 


с03ф = сх 


зшф 


. (М) 


ж=тг-а в=та-а 
Ре. и ужина НЫ |“ 

Подобнымъ же образомь легко получить изъ выражений (7), (8) и 
(5) ршеше задачи для случая, когда уравневя прямой даны в» 
видЪ (4). 

Если разематриваемыя прямыя перпендикулярны между собою, то’ 
с05ф =0, и потому изъ выраженшя (10) находимъ, что равенство 


тт’ - пт -- рр’ =0 
есть услоше перцендикулярности двухъ прямыхъ. 


Если же прямыл параллельны, то зшф==0 и потому, какъ видно 
изъ (11), должно быть 


ти’ — пт’ =0, пр’ — р’ =0, тр’ — рт’ =0, 


откуда 


— 57 — 


Усломе параллельности двухъ прямыхъ состоить, такимъ образомъ, 
въ пропорцюнальности постоянныхъ, обозначаемыхь черезь т, пир. 
Это видно, между прочимъ, изъ того, что эти постоянныя пропорщю- 
нальны косинусамъ угловъ, составляемыхъ прамыми съ осями коорди- 
нать, а въ случа параллельности прямыхъ эти косивусы соотв тетвен- 
но’‘равны (съ одинаковыми или обратными знаками). 


Если прямыя выражены уравненями вида (3), то услоше ихъ пер- 
нендикулярности будеть ' 


этт' ип’ = — 1. 
Услове же параллельности приводится въ этомь случаз къ равен- 
<тву угловыхъ коэффищентовъ 


т=т’ и ям. 


Это значить, что признакомъ параллельности двухъ прямыхъ слу- 
жить параллельность ихъ проекщй на дв плоскости координать, что 
очевидно геометрически. 


462. Если система координатъ косоугольная, то уголь ф между пря- 
мыми (9) опредфлител (см. стр. 298) изъ соотношеня 
1, 6082, созм, соза | 


605#, 1 , 6034, с05В о 


созм, сд, 1 , 6087 
| 608’, 038’, с087', с0зф | 


тдЪ на мфето с05<, созВ, созу, с0за’, созВ", созу' должны быть по- 
ставлены выраженя вида (6). 


Отсюда легко видЪть, что услове перпендикулярности прямыхь (9) 
есть 


тт’ -- рр’ № 
+ (ит’ - пт’)созр -- (тр Е рт’)еози - (пр Е ри’)соз = 


Въ случаЪ же параллельности прямыхъ, изъ равенствъ 
605& = 608’, 608 == с038', 6087 == 6087" 
будемь имЪть, согласно формулам (6), 


т-Е» созе -- р с05и __ т оз Е я --р 605 


тг -Е п’созр Е р’созм  и’созе Е и’ р’с0д 
__ 2 сози -- п с0з4 --р 


— т’сови-Е я’соза-- р’ 


858 — 


откуда получимъ 


Услоше параллельности двухъ прямыхъ при косоугольной систем 
координатъ есть, слфдовательно, то же, что-и въ случа прямоугольной. 


463. Найти прямую линию, проходяиитю черезь данную точку и па- 
Фаллельную данной прямой. 


Пусть уравненя данной прямой будуть 


Если координаты данной точки обозначимъ при этомъ черезь 21, у, д 
то уравнен!я искомой прямой можно представить въ вид 

оке ЗЕ ве ВИЗ. 
т’ п’ р’ 

Велфдетые параллельности этихъ двухъ прамыхъ, и’, и’, у’ должны 
быть какими-нибудь величинами, пропорцюнальными еъ т, я, р. При- 
нимая ихъ равными этимъ послфднимь величинамъ, получимъ, чт® 
уравненя прямой, удовлетворяющей условямъ задачи, будуть 


Ем Уи га 
т п аа 
464. Найти прямую, проходящую черезь данную точку и п 
кулярную къ двумь даннымь прямым. 


Положимъ, что система координать прямоугольная, и пусть ура 
я данныхь прямыхъ будуть 


ау _ 
т И Е. 


— а: Ув 2 
т» па рэ 


Такъ же какъ и въ предыдущей задачЪ, уравнен!я искомой п] 
можно представить въ видЪ 


ОА ник ЛЕНИ БС 
т п р 


, 


тд 2, и, 21 суть координаты данной точки. 


— 859 — 
По условйю нерпендикулярности этой прямой еъ данными должно 
быть 
тт Ета -Нра =0, 


ттз Е пи - рр» =0, 
откуда 
к ® р 


тр — та рть—трз тиф тт 


Слфдовательно, уравненя искомой прямой будуть 


— м у—т #—а 
тр ип рт тр» тип тта 


Вь случаЪ косоугольной системы координатъ, услов!я перпендикуляр- 
ности могуть быть представлены въ видЪ 


(т Е жисозр - дисозидт - (тсозР - т Е рлсовА)и -- 
- (бисози -Е жисозА Е рр =0, 


(ть -- пзсовр -- узсови)т -- (тосозт -- из Е раозА)и 
-{ Отесози - псозй - уз)р == 0. 


. Такъ какъ изъ уравнен!я искомой прямой мы имфемъ 
т=(#—=), п=(у-у), р=(2— а, 


‘тдЪ К величина неопредЪленная, то, замфняя въ послфдних» услошяхъ 
т, пир чрез (х— 2), (у—и) и (2—2), получимь два уравнешя 


(т, -- т1созе Е со) — а) (оттсовт зи -Е 1603) (у — и) 
- (Фисози-- пнсозА 5 р) — а)=0, 


(т Е пъсовр | 03608) — ал) (тьсозе -- пз Е 17603)(у — и) 
Е (ьсози -- пзсоз -- рз(2— и) =0, 


совокуиноеть которыхъ и выражаеть, очевидно, искомую прямую. 

_465. Найти уюль, образуемый данной прямою и данной плоскостью. 

ПУпломь прямой лини съ плоскостью называется, какъ извфетНо, 
уголъ между этою прямою и ел ортогональною проекщей на плоскость. 
Очевидно, что этоть уголь есть дополнительный до 90° къ углу между 
данной прямой и перпендикуляромъ къ плоскости. Обозначая этотъ по- 
сльднй уголь черезъ ф, а искомый черезь ф, будемъ имфть, въ слу- 
ча прямоугольной системы координатъ, 


зшф = с03ф = созасоза” -- с038 с054' | с0зус087', 


— 860; — 


гла, В, у суть углы, образуемые съ осями коордиваль данною ‘пря- 
мою, а <’, #’, 7 углы, образуемые съ осями координать пернендику- 
ляромъ къ данной плоскости. 

Если положимъ, что данная прямая выражается уравнешями 


а ув 6 


э 
= 5 иен 6 


а данная илоскость уравнешемъ 
Ах Ву О8--О=0,........ (13) 
то будемь имфть (см. стр. 354 и 325) 


воза че со ы 6087 = я 
Унтриня` Утрата Уря 
и 
с05с' у = ‚ 6058’ ы Е 
4з--В*--С* Уд Ве-ЕС? 
АННЕ 
“7 — уЕЕВЕЕОЕ 
Слфловательно, 
р Аян: 
Иер Вис! 


что и предетавляеть рзшен!е задачи. 
Изь послфдняго равенства видимъ, что услоше параллельности пря- 
мой и плоскости, выражаемыхь уравненями (12) и (13), есть 


тА-®В- рб =0. 


Если же прямая перпендикулярна къ плоскости, то должно быть 


605 = 6054’, 6058 — 6058’, 6057 == 6057" 


и, слБдовательно, какъ видно изъ предыдущихь выражен! этихъ ко- 
синусовъ, 


Е 
А 


82 00 
Евли прямая лин я дана уравненями вида 
ж=та-ра, 
уг 6, 
то услоше ея параллельности еъ плоскостью (13) будетъ 


тат В 0=0, 


466. Въ случаЪ косоугольной системы координаль уголъ ф прямой. 
лини (12) еъ илоскоетью (13) опредфлится изъ соотпошеня 

1, 605%, 605и, с03а 

сот, 1, 6034, сов 

| сои, 094, 1, 6097 

| сова’, 08’, с08у’, зтф 

въ которое на место с0з&, созй, созу, с05&’, с03й”, с0з7’ должны быть 

поставлены слфдуюцщия выраженя (см. стр. 355 и 326): 


й Н 
В т- ыы - рсози Я тео? —- п - 2603 . 
х 
зрреО ЕАЮ, 


| 


с03&’ = АМ, с038’= ВМ, 03’ =СМ, 
тд 


х= УИ 2тисоз» -Е Этреози-Е 2ирсозй 
и гдБ М есть множитель, приводнный уравнеше (13) къ нормальной 
форм. 
Отсюда легко видть, что услове параллельноети прямой съ плос- 
костью есть 


тА--®В--рб=0, 


т, е. то же, что и въ случаЪ прямоугольной системы координать, 
Услоше же перпендикулярноети, какъ видно изъ равенствь 


608 = с054', 6058 = 6058", 0$ == 6087’, 
должно состоять въ слЪдующемь: 


т-{ поозр -- реози _ тсозе п -Е 26084 __ коз -- бой -Ер (14) 
А = В С , 


467. Найти прямую, проходящую черезь данную точку и перпенди- 
кулярную къ данной плоскости, 

Положимъ, что система координатъ прямоугольная, и пусть уравне- 
н!е данной плоскости будетъ 


де Вис р=о. 


= 860 = 


Если, кромЪ того, координаты данной точки обозначимь черезь 1, и, 
л, то уравнешя искомой прямой будуть имЪть видъ 


Е а (15) 
г = Е аа 


Но, по условшю перпендикулярности ея съ данной плоскостью, должно 
быть 


велфдетые чего послднее уравнеше обращается въ 


д— м Уи 2 
А В ат 
что и представляеть рьшеше задачи. 
Если система координатьъ косоугольная, то уравневшя искомой пря- 
мой получимъ, исключая т, пир изъ уравнешй (15) и условя пер- 
пендикулярности (14). Легко видфть, зто эти уравнен!я будуть 


(#—ж)--(у— и )еозт-(е—п)сози (ааа )вови- (уу) -Н(#—и1)6084 
А В 


— (2 )еови- Му дов -Н(е— а) 
т Е 


468. Найти плоскость, проходяшиую черезъ данную точку и перпен- 
дикулярную къ данной прямой. 
Положимъ, что данная прямая выражается уравненями 
ЗС ВА ее В 
ОНО 8 р 


'Уравнене всякой плоскости, проходящей чрезъ данную точку (21,1, 21), 
представляется, какъ мы видфли (см. стр. 336), слёдующимъ образомъ: 


, Ае— =) -+ Ву) се-— и) 0. 


Если эта плоскоеть перпендикулярна къ данной прямой и система 
координать прямоугольная, то должно быть 


Слфдовательно, уравневше искомой плоскости будетъ 


т(х — м) ту—и)-Еиё—я)=0. 


— 368 — $ 


Въ случа же косоугольной системы координать, какъ ‘видно изъ 
услоый периендикулярноети (14), уравнеше искомой плоскости будеть 


(т-{ исозт -- рсови) (2 — а) - (тсовр -- ® - рсозй) (и — и)-- 
| (тсози + псов - р)(2— а) =0. 


4 469. Найти точку пересъчевя прямой ливи съ плоскостью. 

Такъ какъ прямая выражается уравнев!ями двухъ проходящих че- 
резъ нее плоскостей, то вопросъ сводится на отыскаше точки перес- 
чен!я трехъ данныхъ плоскостей. СлЪдовательно, въ общемъ вид на- 
стоящая задача оказывается уже рёшенною въ предыдущем (см. стр. 331). 
Укажемь ея рёшеше для частныхь видовъ уравненй прямой, въ ко- 
торыхъ, какъ замфчено выше, они чаще всего употребляются. 

Пусть уравнен!я данной плоскости и данной прямой будуть 


Азх-- Ву С + р=о 


Обозначивъ отношеше © черезъ 1%, будемъ, очевидно, имфть 


—а= т, у, 2—е=№. 
Предетавивь затФиъ уравнене данной плоскости въ вид 
А(т—а)-- Ву 5-Е 0(&— в) -- Аа-- В+ 4 -- р=о0, 


получимъ, на основан и этихъ послфднихъ равенствъ, 


(Ат-- Вп-|- Ср Аа-- В+ @&-++0=0, 
откуда 


_ Аа-Е ВЬ-- Се-- р 
Ат-- Вп- (р ° 
СлЪдовательно, 
Аа-- ВЫ -- Се П 


Е Ат В - бр. 
д, 6-Е 86-Е 
У=Ь ЕВ на 


да-- ВЬ-- 6+0 


Ат-- Вп-- Ср 


что и представляеть рёшеше задачи. 


#=е—р 
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‚ Изь этихъ выражешй видно, что точка пересфченя будетъ безко- 
нечно удаленною и, слЪдовательно, прямая будеть параллельна илос- 
кости, когда 


Ат-- Вв-- бр= 
Такимъ образомь, мы другимь путемь получили услоше параллель- 


ности прямой съ плоскостью, которое было выведено выше. 


Еели прямая совиадаеть съ плоскостью, то общая ихъ точка будетъ 
веопред®ленною. Изъ предыдущихь выражен видно, что это имфеть 
м$фето только тогда, когда 


Ла-- ВЬ-- с р=о 


Ат-- Вп-|- Ср=о- 


Эти два равенства, представляютъ, слЪдовательно, ‘слове, что дан- 
ная плоскость проходитъ черезь данную прямую. Изъ нихъ второе 
есть услоше параллельности, а первое показываетъ, что точка (а,Ъ, 6), 
принадлежащая данной прямой, находится на данной плоскости, Отсюда 
совыфстное ихъ значеше, какъ условй совпаденя, очевидно само собою. 


Если прямая ливём дана уравненями 


ж=тЕ-ра, 
у = тг -Ъ, 


то координаты точки пересфчен!я получимъ, рфшая ихъ совмЪфетно съ 
‘уравнешемъ плоскости. 


Ах--Ву-- 0+ р=0. 
Результать исключен!я неизвфетныхь и у будеть, очевидно, - 


А(тг -- а) -- Виг--В)-- Сё-- 2=9, 


откуда 
44 ш-- ВЕР 

`Ат-ЕВи-ЕС 
и, слдовательно, 

Аа 

в о о ке. 

и 

Аа ВР 


жа 


ат-+ ВЕС 


— 365 — 


`Эти выражен!я могли бы быть получены прямо изъ выражешй (16), 
полагая с=0 и р=1 (см. стр. 393). 


Усломя сонпадешя прямой еъ плоскостью будуть въ настоящемъ 
случа 


Аа -- В --Р=0, 

Ат-Вв-- О =0. 
470. Найти условте, что три данныя точки лежать на одной прямой. 
Пусть данныя точки будуть (21, /,21), (хз, 3,45), (23, Уз» #8). 


Ми видЪфли (ем. стр. 352), что прямая, проходящая черезъ двЪ пер- 
выя, выражается уравнешями 


А 0 х Уи Ця —м 


®—м в—я У - м 


Если и третья точка лежитъ на этой прямой, то эти уравненя дол- 


жны удовлетворяться ея координатами, т, е. должны имфть мфето то- 
кдества 


жз— &8—й ы з—и _8— а 
а2—м #в—я з—и 2Ш—^’ 


хоторыя и представляютьъ искомое услоше. 
` Легко видфть, что они могуть быть представлены въ видЪ 


ея: ах и, 1 
1, 2, 1|=0 и |, у, 1|=0 
|2» 2, : 2, № 1 


и что изъ нихъ, какъ слфдетыя, получаются равенства 


и, м, 1| |9, и, а 

у, 2, о и 2, у, в =0. 
| 

у, 2, т | 23, Уз 23| 


Вообще, изь четырехъ послфднихь равенствъ каждых два суть необ- 
ходимыя слфдетыя двухъ другихъ, а потому любыя два изъ нихъ пред 
ставляють искомое услове. 

Мы видЪли выше (ем. стр. 333), что первыя части этихъ четырехъ 
равенетвъ суть коэффищенты въ уравнени плоскости, проходящей че- 
резь три данных точки. Равенство ихъ нулю показываетъ, что эта, плос- 
кость неопредЪленная, что и дЪйствительно должно быть, когда опре- 
дфляюцИн ее точки лежать на одной прямой. 


— 366. — 


471. Найти плоскость, проходящую через данную прямую и 
пендикулярную къ данной плоскости. 
Пусть уравневя данной прямой и данной плоскости будуть 


Ах-- Ву-- 0 -- Ф=0, 
Полагая, что уравнеше искомой илоскости есть 


А’е-- Ву-Н Са =0,........ (1 


будемъ имЪть, по первому условю задачи, 


о 
Ат- В®-- Ср=о 


а, по условшю перпендикуларности, въ случа прямоугольной системы 
координатъ, 
АА В'В- ОС =0- 


Въ силу перваго изъ этихь трехъ равенствъ, уравнению искомой плос- 
кости можно дать видъ 


А’ — а)-- ВВС (—0д=0; 
изъ двухъ же послфднихь равенствъ находимъ 


А’ В’ ( 
Вр—бп От-Ар Ап—Вт' 


Велфдетые этого искомое уравнеше будеть 
(Вр — Оп) — а) (Ст— Арду—ь-- (Ав — Вт) — в) =0. 
Оно есть ве что иное, какъ результать исключеня неизвфотныхь 
коэффищентовь 4’, В’, С, Г’ изъ уравнешя (17) и услошй задачи. 
Въ случа косоугольной системы координать сперва находимь изъ 
(17) и (18) 
А’ к В’ С’ 
п(#—д—ру—5) и-а-—тё—о) ту——пе—а 


и затЪмъ, подставивь послёдующе члены этихъ трехъ отношешй на 
мфето А’, В’, С’ въ услоше перпендикулярноети 


д, В 6,0 


получимъ уразнен!е искомой плоскости. 
472. Рьшеше предыдущей задачи можно получить еще сл дующимь 
‘образомъ. 


Данная прямая опредфляется пересфчешемъ двухъ плоскостей. Пусть 
уравненйя этихъ плоскостей будуть 


А,&-- Ву- @#-- ТП, =0, 
Азе-Е Взу-- Сьг-Е Г» =0- 


Искомая плоскость, какъ проходящая черезъ лин!ю ихъ пересфчешя, 
можеть быть выражена уравнешемъ 


(42-Е Ву-- О# 2) =КАзе-- Ву-Е ба 1) 


(А — В 4з)=-- (В, — Вуу-| (©, — #6) (ТР, — 1.) =0, 
тд ® постоянный множитель, подлежаний опредфленйю. 
По условю периендикулярности искомой плоскости съ данною 


Ах- Ву-- С + р=о0, 


или 


будемъ имЪть 


А(А, — Аз) В(В, — &Вз)-- С(, — №0) =0 
ИЛИ 


(дд, | ВВ, | СС) =КА4А: | ВВ, -- 00), 
откуда # опредФляется. 
'Уравнен!е искомой плоскости получается, такимъ образомъ, въ вид® 


Аа-- Ву- ЧЕТ, _ Аве Ву -- бы -- ЛЬ 
АА, -- ВВ, -- 00, ААз-- ВВ. Об: ` 


473. Найти плоскость, проходящую черезь данную точку и парал- 
лельную двумь данным» прямым. 


Положимт, что уравненя данныхь прямыхъ суть 


#—@ УИ эт? 


и = ы а 
я 


— 368 —= 


Если данная точка есть (2,9, 2), то уравнен!ю искомой плоскости 
можно дать видъ 


4 (р — а) Ву—и)-Сё—а)=0 


и‘тТакъ вакъ, по условио параллельности ея съ данными прямыми, 
должно быть 


Ат, -- Ви -- Ор =0 
Ат. Вт -- Ср. =0, 


и 


то ваходимъ 
А В [2 
эирз ро рт—тр тит тть 


СлЪдовательно, уравневе искомой плоскости будеть 
(тр — ритз)(#— ан) (лть — тира) (у — 1) (вить — тть) (#0. 
Отсюда находимъ въ частности, что плоскость, проходящая через» 
первую изъ данпыхъ прямыхъ параллельно второй, выражается урав- 
ненемъ 
(ирз— рить) (# — а) (ритз— трз)(у— В) (тя —тть)(#—в)=0, 


& плоскость, проходящая черезъ вторую изъ данныхь прямыхь парал- 
лельно первой, уравнешемь 


(трз— ритз) (2 — аз) -- (ить — тр) (у—)-- (пит —тть)(#—с3)=0. 
Еели данныя прямыя пересфкаются, то поелфдья двЪ плоскости 

совпадають и, слЪдовательно, должно быть 

(тура — рипз) (а — а) (ритз— тур) — 6) (ти. — тт) (в —сз)=0- 


Это равенство представляеть, такимъ образомъ, услове пересечения 
прямыхъ (19). Оно можеть быть написано еще так: 


а, и, < | 2, ы, © 


т, т, м = жи, т, м 


| т, т, 2 | | т, т, 2 


и, очевидно, имфеть мфето также въ случа® параллельности прямых. 
474. Найти плоскость, проходящую черезь данную точку и данную 
прямую. : 
Пусть уравнен!я данной прямой будуть 
й— вв #6 


т ® р 


369. — 


Въ силу перваго условя задачи, искомая плоскость должна. выра- 
жаться уравнешемъ 


4(#—ю)-- Ву-—у)-- Ч#— а) =0. 
По второму же условно должно быть 
А(а—ж)-- В6в—у)-- 0 —а)=0 
Ат-- Вп-- (=. 


Исключая А, ВиС изъ этихъ трехъ равенствъ, получимъ уравие- 
не искомой плоскости въ вид 


| #—м, уи, # 


] 

ЕЛ я 0 

[26—/)— (с — 2) — а) -Н же — а) да— 2) — и) 
+ @— =) —т®— и] —я)=0- 


| ам, 6— у, 


ее 
| т, зв, р 
или 


Это рьшеше можно было бы получить изъ рёщешя предыдущей за- 
дачи, такъ какъ искомая плоскость можеть быть разсматриваема, какъ 
параллельная данной прямой и прямой, соединяющей точки (2, и, 21) 
и (а,Ъ, с). 

475. Найти уравнене и длину перпендикуляра, опущеннаю изъ дан- 
ной точки на данную прямую. 

Искомый пернендикуляръ есть кратчайшее разстояне между точкою 
и прямою. Очевидно, что онъ опредфляется пересфченшемь плоскости, 
проходящей чрезь данную точку и данную прямую, съ плоскостью, 
проходящею чрезъ данную точку и перпендикулярною къ данной прямой. 

Поэтому, полагая, что система координать прямоугольная и что дан- 
ная точка опредфляется координатами 2, /1, 21, & уравненя данной 
прямой суть 


будемъ имбть, па основав и предыдущаго, что искомый перпендику- 
ляръ выражается совокупностью уравнен!й 
т(з — я) пи—и)-Ние— а) =0, 
[2% — и) — < — я) — м) Е [ис — а) —а— м) — и) 
+ а — я) — т — у!) (2— а) =0- 
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СВ —= 


Чтобы найти длину его, обозначимъ координаты его основан я 
тэ, уз, 85. Въ такомъ случаЪ будемъ имфть 


т(х — м) т(у — и) Иа —а)=0..... 


Называя черезъ /: величину каждаго изъ,трехъ послфднихъ отн 
н, можемъ написать 


(2 — =) =т®--(а— =) 
(и—и)= --6—и)}.:..... 
(22 — 2) = и -- (е— а) 


Если помножимъ эти равенства послфдовательно на т, п, ри ре 
зультаты сложимт, то получимъ, въ виду равенства (20), * 


тир т(а— жд — и) ре —а)=0. 
Съ другой стороны, если возвысимъ равенства (21) въ квадрать и 
сложимъ результаты, то, обозначая черезъ 4 длину искомаго перпев- 
дикуляра, будемъ имфть 
@ = (ти?) -- Ета — а) 6 — у) — =] Е 
- @— а) -- 6 —и-@—а). 
Умноживъ обф части этого равенства на (т? -- я? -- р?) и замфнивъ Е 
его значешями изъ предылущаго равенства, получимъ 
(т? р) = (т? -- р) пФ би-е-а-— 
— {а — п) 6 — и) ре — а) 


Или 
И 
= [2—и)—и(с— а) Ни (е—а)—р(а—э) Ни (а—ж ти), 


откуда 
п. 6-м) ‘|р, (—а)| "|т, ам) | Е 


и : 
Ут и -- 2 


476. Найти прямую, пересъкающую двзъ данныя прямыя и пертен- 
дикулярную къ нимь объимь. 


р, @— а)? о |т, @а—ж) №, | м, @— у) 


== 


Искомая прямая есть та, по которой измфряетея кратчайшее раз- 
стояше между данными прямыми. 

Будемъ полагать, Бакъ и въ предыдущей задачЪ, что система коорди- 
нать прямоугольная и пусть уравнен!я данныхъ прямыхъ будуть 


т» п р 


Въ такомъ случаЪ, какъ мы видЪли выше (ем. стр. 359), уравненя 
всякой прямой, перпендикулярной къ обфимъ даннымъ, будуть 


&—а уУ—ь #— с 


тир — рта ттт эит—тть” 


гдЪ а, В, с неопредЪфленныя. 

Искомая прямая опредфлитея, очевидно, пересфчешемъ двухъ плос- 
костей, параллельныхъ къ этой послфдней прямой и проходящихъ по- 
слфдовательно черезъ данныл прямыя. Согласно сказанному выше (см, 
стр. 368), уравнеше первой изъ этихъ плоскостей будетъ 


[9 (тт — эта) — и. (ритз — тирз)( — а) Е 
- [рбирз — та) — пит: — т ты у — в) 
+ вы (рить — тр) — тир — ит) — в) =0. 


Очевидно, что оно можеть быть представлено также въ видЪ 


Гол (туть ти > рр) — та(т* -- ти? -- 21°) (2 — аа) - 
ЗЕ бибтить Е эить Е диз) — изба? зи Науф) 
Е ри нть Е ть Е рр) — рат? -- т? -- р?) @ — в) =0: 


Подобнымъ же образомъ ваходимъ, что уравнеше второй изъ на- 
званныхь плоскостей есть 


[ту (ть? - из? Е р?) — тэ(иить - ть Е рез) — аз) 5 
+ Ба ь? - пы? р?) — топить Е эт» -- ие) и — в) 
ЗЕ же р") — рить - Е тт 72) — с) =0. 


Совокупностью этихъ двухъ уравненйй и выражается искомая прямая. 

Если положимъ, что первая изъ данныхь прямыхь составляеть съ 
осями координать углы с, Ви, 7, а вторая углы 5, 65, 7з, и 060- 
значимъ черезь ф уголъ наклонешя этихъ прямыхъ между собою, то 
послдьйя два уравневя, по раздфлени послЪдовательно на 


— 3172 — 
(тит р) Утьз-Е нь ро 
(тя -- та р) Ут т а, 
приведутся къ виду 


(с0з@; 605Ф — с054з)(2 — а) -- (6038! созф — соз8з)(у — и) -- 
- (©9087, с08ф — ©0572 — а) =0, 

(е036; — с054603$)(2 — аз) -- (058, — ©056. созф)(у — в,) -- 
-{ (07, — с0з7зсо8Ф)(ё — сз) =0. 


477. Найти кратчайшее разстояще между двумя прямыми. 

Положимъ, что данныя прямыя выражаются тёми же уравненями, 
какъ и въ предыдущей задачЪ. 

Искомое разстояше есть, очевидно, въ то же время разстояше меж- 
ду двумя плоскостями, проходящими черезь данныя прямыя и парал- 
лельными имъ обфимъ. Эти плоскости выражаются, какъ мы видфли, 
уравнен1ями 


(тру рифа) (рит—трз (ув) (тяз—тть-)(2—в)=0, 
(трз— рта) (рипз— тру) (тиз— тии) (#—с)=0. 


Длина перпендикуляра изъ точки (а И с1), принадлежащей первой 
плоскости, на вторую выражается, какъ извфетно (см. стр. 337), сл%- 
дующимь образомъ: 


(ра рин) (и —аз)- (рута тир) В) ить — тт) (© — са) 
Убир: — ритз)# Е (ит: — тра) (ти — тт 
Такимъ же точно образомъ, но съ обратнымъ знакомъ, выражается 
длина перпендикуляра изъ точки (45,65, сз) на первую плоскость. 
Это и есть искомое разстояше. 
Знаменатель послфдняго выражен, по раздфлени на 


ИУтз-Ета-Ер Ут? рз , 
обращаетея въ выражене синуса угла ф между данными прямыми. Что 


же касается числителя, то, по раздфлени на то же произведеше, онъ 
обращается въ 


(60381 созуз— воз; е05з)(а\—аз)- (с037,созаз—созаисозуз (6, — 6.) 
{- (0341 с035 — 60881 с0563)(с1 — сз) 


ИЛИ 
а—а, и —№, а— с 
соз@ , 6058 ‚  с0ЗУ: | 
сова, 6058, ,  совуз | 


тд в, В2...7з имфють то же значеше, какъ и въ предыдущей задач. 


п 
— 31 — 


Такимъ образомъ видимъ, что кратчайшее разстояше между двумя 
данными прямыми можеть быть выражено еще слфдующимъ образомъ: 


[п —@м, В —&, а—е| 


1= 


| 6056 с05ё\, 608; 
Эшф , 51, 7 |. 
| сова,  созйь, совуь 

478. Положимъ, что №, М, Мз, М, суть четыре вершины какого- 
нибудь тетраэдра. Обозначимь черезь 4: и 4, длины двухъ его реберъ 
ММ, и МзМь, и пусть ф будеть уголь ихъ взаимнаго наклонена, &1 
кратчайшее между ними разстояше. Въ такомъ случаЪ, для угловъ, обра- 
зуемыхь этими прямыми съ осями координатъ, будемъ имфть слфдую- 
я выражешя 


ны 2 = 
соза т ый созё —: У. воз: = — = 
Л Ц и 


— 


а: 


в 
а’ 


28, воз; = 4—1, возу, = 


603 = а. 
з 


тдЪ м, И, 22...24 суть координаты вершинъ тетраэдра. 


Поэтому, на основави предыдущаго, должно имЪть мфето слфдующее 
равенство 


@— а, и—&, а—е 


тр =. 2—м, фи, #2— а 


4,4 


4—2, У, 4—4 
Такъ какъ здфеь и, В, с: суть координаты какой угодно точки пря- 
мой М, М., то ихъ можно принять равными 21, и, А, и точно также 
можно положить . 
@2=48, =, =... 
Но легко видЪть, что опредфлитель 
[а—=, у —5\, я— в 


2—и, Уфу, ва 


24—23, у: —1:, 24—83 


равняется по абсолютной величин опредфлителю 


184, у, №, 


который, какъ мы видфли (ем. стр. 340), выражаеть ушестеренный объемъ 
разематриваемаго тетраэдра. Обозначая этоть объемъ черезь Т, 6у- — 
демъ, слфдовательно, имфть 


ата 
- 1зшф = а, 
откуда находимъ 
т а, а1тф 


6 * . 


выражене объема тетраэдра черезъ длины двухъь его противополож- 
ныхЪ реберъ, ихъ кратчайшее разстояне и уголь между ними. 


$ 3. Системы прямыхъ лин. Мнимыя плоскости и прямыя. 


479. Уравнешя прямой лини содержать постоянных величины, зна- 
чешями которыхъ опредфляетея положеше этой прямой. Въ томъ слу- 
ча, когда уравнешя прямой имфютъ видъ 


и 
т 5% п 


этихъ постоянныхь шесть, именно величины жж, п, р, а, 6, с. Легко 
видфть, однако, что двф изъ нихъ могуть быть выбираемы произволь- 
но, не оказывая вявя на положеше прямой въ пространств. 

Въ самомъ дЪлЪ, а, 6, с означаютъ координаты ироизвольной точки 
на разсматриваемой прямой; понятно, что эта точка можеть быть взя- 
та такъ, чтобы одна изъ ея коордивать (напр. с) имфла данную ве- 
личину. 

Что же касается величинъ т, п, р, то одна изъ нихь потому мо- 
жеть быть взята произвольно, что оть умножешя вефхь частей урав- 
ненйй (1) на какую угодно постоянную величину значене этихъ урав- 
ненй не изм пяетсл. 


Выборомь для сир значенй с=0ир 
дятея, какъ мы видфли (ем. стр. 353), къ виду 


1 уравнешя (1) приво- 


у=тя-а 
т о № 


въ которомъ они содержать только четыре постоянныя. 


НИ 


Тавимь образомь видимъ, что положеше прямой’ въ проетранетв% 
вполнЪ опредфляется четырьмя постоянными зеличинами или зара- 
метрами, которые могутъ быть разсматриваемы, какъ координаты прямой. 


480. Для геометрическаго опредфлешя прямой даются обыкновенно 
кавя-нибудь чеометрическая условя, которыя должаы быть выражены 
аналитически (уравненями) для того, чтобы по’нимъ можно было найти 
параметры прямой. Если данныя условя достаточны для опредфленя 
прямой, то, находя по нимъ ея параметры, получимъ для каждаго 
вполнз опредфленное (хотя, можеть быть, и не единственное) значе- 
ве. Въ противномъ случаЪ, въ уравнешяхъ прямой будуть оставаться 
неопредфленные параметры, и данныя условя, вместо того, чтобы опре- 
дфлать прямую, будуть выдЪлять изъ всъхъ возможныхъ прямыхъ въ 
пространств систему или совокупность прямыхъ, связанныхь между 
собою опредфленнымъ образомъ. 


По числу неопред$ленныхь параметровъ (координатъ) системы пря- 
мыхь могуть быть раздфляемы на системы одного, двухъ, трехъ изм}- 
ренйй (см. стр. 343 и 344). Совокупность вефхъ возможныхь прямыхъ 
въ пространствЪ представляетъ, очевидно, систему четырехъ измревй. 


481. Особенное внимаше слфдуетъ обратить на случай, когда урав- 
ненйя прямой содержал только одинъ неопредфленный параметрь и 
выражають, слфдовательно, систему одного измбрешя. 


Обозначая этотъ параметръ черезъ <, можно уравнешя такой системы 
представить въ видь 


Ее, у,2, в) =0, Ех, у, а, <) 


ЗЫ (В) 


Они суть первой степени относительно перемфнныхъ координать 
ж, У, 2. 

Прямыя лини системы предетавляють въ этомъ случаВ веевозмож- 
ныя положения одной и той же прямой, перемфщающейся непрерывно 
въ зависимости оть непрерывнаго измфненя параметра с. 


При непрерывномъ перемфщен!и, прямая описываеть нЪкоторую по- 
верхность, которая представляеть собою геометрическое мфото веЪхь 
положен этой прямой. Если прямых, составляющия систему, выража- 
ются уравненями (3), то. уравнеше названной поверхности, которому, 
очевидно, должны удовлетворять значеня 2, у, 2, удовлетворяющих 
уравнешямъ (3) при всякомь &, получится, какъ результать исключе- 
Шя изъ нихъ этого параметра. 

Поверхность, образуемая перемфщающеюся прямою, или, другими 
словами, которая можеть быть разематриваема, какъ геометрическое 
мфето системы прямыхъ, называется, вообще, линейчатою. 


В: 5 


Кь числу такихъ поверхностей принадлежать, какъ мы знаемъ, по- 
верхности цилиндрическ!я и коничесвя 1), а также и плоскость, 

Разсмотримъ нфеколько иримфровъ, въ которыхъ геометрическое мфето 
системы прямыхъ есть плоскость. 

482. Требуется найти леометрическое мъето системы прямых, про- 
ходящизь черезь данную точку и переськающить данную прямую. 

Положимъ, что координаты данной точки суть ж, у, 2, и пусть 
данная прямая выражается уравненями 


#—а_у-ь 
т п р 


Веякая прямая, проходящая черезь данную точку, будетъ выражаться 
‘уравнен ями 


ЕЕ ЖА 


тдЪ т, п’, р’ суть неопредфленныя постоянныя. 
Услоше, что эта прямая пересЪкается съ данною, выражается, какъ 
мы видфли (см. стр. 368), слёдующимъ образомъ: 


(пр’ — рн’) (а— м) (ит' — тр) ®— и) (ия — ти) («= а) =0 
или 


[26 — у) — пе — т’ + [те — я) — а — м) -- 
+ (а — в) — т® — и) =0. 


Исключивъ посредствомъ этого усломя неопредфленныя величины 
т’, т’, р’ изъ уравненй прямой (4), получимъ уравнеше искомаго гео- 
метрическаго мЪфста. Это будеть, очевидно, результать зам$ны въ по- 
слфднемъ соотношени величинъ т’, и’, р’ пропорщональными имъ раз- 
ностями (2—1), (ул), (2—2), т. е. 


6 — и) — же — м) {х — а) Е [ще— а) — ра — а) у — у) 
+ [жа — а) — ть — и) — в) =0. 


Выше мы нашли это уравнене, какъ выражающее плоскость, про- 
ходящую черезъ данную точку и черезь данную прямую (см. стр. 369). 

Услошя настоящей задачи предетавляютьъ частный случай опредвле- 
ня коничеекихъ поверхностей (см. стр. 240). Плоскость можеть, слло- 
вательно, быть разсматриваема, какъ коническая поверхность, для ко- 
торой управляющая линЁя есть прямая. 


т) Цилиндрическя и коническя воверхности представляють примфры такъ назынае- 
мыхъ развертываемыхь линейчатыхь поверхностей, т. е. такихъ, которыя могуть быть 
развертываемы въ плоскость. Ниже мы будемь ичфть также примфры линейчатыхь шо- 
зерхностей, не обладающихъ этимь свойствомъ. 
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483, Найти зеометрическое мъето системы прямыть, параллельныхь 
одной изъ двухь данныхь прямыть и пересъкающится съ друюю: 
Пусть уравнешя данныхъ прямыхъ будуть 


Предиолагая, что прямая, удовлетворяющая усломямъ задачи, выра- 
жается уравненями 


представимь эти усломя слфдующимь образомъ (см. стр. 357 и 368): 


а ОБО 


том 


(пр — рпз) (а — а)  (рте — тр») — 6.) - (тп. — папз) (с — сз) =0. 


Вь силу перваго изъ нихъ второе принимаеть видъ 
(пра — ттз) (@ — пз) | (рить — тр) 6 —)-Р0тт— тт) (е—в)=0- 


ЗдЪеь, какъ извЪетно, величины а, 6, с суть координаты любой точки 
прямой (5) во вслкомъь ея положеши. СлЪдовательно, он суть ко- 
ординаты любой точки искомаго геометрическаго мфста. Это позволяеть 
заключить, что, замбияя въ послЪднемъ равенствЪ а, $, с поелфдова- 
тельно чрезь д, у, 2, мы и получимъ уравнен!е искомаго геометри- 
ческаго м$ета 


% 


(тр: — ть) — а) - (ть — туру — Е отиз— тть)(#— сз) =0. , 


Вь этомъ же не трудно убфдиться, произведя дЪйствительно исклю- 
чеше величинъ а, 6, с изъ предыдущаго соотношен!я и уравнен!й прямой 


а 


т т т 


Полученное уравнеше приводилось выше (см. стр. 368), какъ выража- 
ющеёе плоскость, параллельную первой изъ данныхь прямыхъ и прохо- 
дящую черезь вторую. 

Условя настоящей задачи представляють частный случай опредЪле- 
я цилиндрическихь поверхностей (см. стр. 299). Слдовательно, плос- 
кость можно разематривать, какъ цилиндрическую поверхность, для 
которой управляющая линЁя есть прямая. 


#823 .— 


484. Найти чеометрическов мъсто_ системы прямыть проходящигь 
черезь данную точку и параллельныть данной плоскости. 
Положимъ, что уравнев!е данной плоскости есть к. 


Аж-- Ву-- Се р=0. 


Обозначая черезь д, у:, 21 координаты данной точки, предетавимь 
уравнен!я всякой проходящей черезь нее прямой въ видЪ 


а 


ЕР АВ 
т п А 


дак 
При этомъ услове параллельности ея съ данной плоскостью будеть 
(см, стр. 360 и 361) 
Ат-Е Вв-Р Ср=о. 


Исключая, при помощи этого соотношеня, постоянных т, и, р ИЗЪ. 


уравненй прямой (6), мы получимь уравнеше искомаго тгеометриче-_ 
скаго мфета 


А(х — а) Ву— и) + Ое—а)=0. 
Это есть уравневе плоекости, проходящей черезь данную точку и 
параллельной данной плоскости (см. стр. 336). 


485. Найти звометрическое  мюсто системы прямыхь, проходящигь 
через данную точку и перпендикулярныхь съ данной прямой. 


Положимъ, что данная прямая выражается уравненями 


Уравнен!я всякой прямой, проходящей черезъ данную точку (21, у, &). 
можно представить въ вид 


м _ 
т 


Услоше перпендикулярности этихъ двухъ прямыхъ, какъ мы видфли 
(см. стр. 357), будетъ 
тт, + ит Е ра = 
Е (тиц -- пли совр - (три Е ртн озм | (пр + рт, )е08й = 0 
или 
(ту -- мсове -- лесом) т Е (тисозт -- за Е риеозА) и Е 
-{ нсози - 26031 -- р)р=0. 


ви 


Исключене неопредфленныхь постоянныхь т, ж, р изъ этого соот- 
ношешя и уравнешй прямой (7) дасть намъ уравнене искомаго гео- 
метрическаго м%ста 


(т, -- 1037 - рис0зи)( — 1) + (тисоз» Е т Е рис08й)(у — и!) ты 
-{ (тисози - Е жсозА Е ру — а) =0 


или, вь случаЪ прямоугольной системы координать, 


ти (х — м) т(у— и) + ие —а)=0 


Это есть плоскость, проходящая черезь данную точку и периенди- 
кулярная къ данной прамой (ем. стр. 362). 

486. Если дв данныя прямыя не переефкаются, то прямая лишая, 
пересВкающая ихъ об и проходящая черезъ какую-нибудь данную 
точку, будеть опредЪленная и единственная. 

Въ самомъ дЪлЪ, это будетъ, очевидно, прямая, по которой пере- 
сЪкаются между собою дв плоскости, проходяцйя черезъ данную точ- 
ку и черезь каждую въ отдфльности изъ данныхъ прямыхъ. 

Если даны три не пересфкающуяся прямыя, то будетъ существовать 
безконечное множество прямыхъ, пересфкающихся съ вими одновре- 
менно. Это видно изъ того, что чрезъ каждую точку одной изъ дан- 
ныхъ прямыхъ должна проходить прямая, пересфкающая двЪ друмн. 

Прямая лин! я можеть, слЪдовательно, перемфщаться въ простран- 
ствЪ, пересФкая постоянно три данныя прямыя (скользя по нимъ) и 
описывая нЪкоторую линейчатую поверхность. Эта поверхность, гео- 
метрическое мфето системы прямыхъ, пересфкающихея ©ъ тремя дан- 
ными, не будеть, однако, плоекостью. 

Примем за оси координатъ три прямыя, проходяиия черезь произ- 
вольную точку въ пространств и параллельныя тремъ даннымъ пря- 
мымъ. Въ тажомъ случаЪ уравнешя данныхь прямыхъ будуть послЪ- 


довательно 
1 у=и, 2=а 
2) &=а, Я= 6 
3) д=аз, у=Ь. 
Полагая, что четвертая прямая, выражаемая уравненями 
В дек 
т п 


пересекается съ каждой изъ данныхъ, будемъ имфть, что усломя пе- 
ресъченя заключаются въ сльдующемъ: 


Перемноживъ эти равенства почленно, получимь, по сокращен!и не- 
опредфленныхь постоянныхь тж, п, р, 


(6 -— в (с — сз){а — аз) = (с — аа — аз)® —®). 


ЗдЪеь а, 6, с суть неопредФленныя координаты любой точки прямой 
(8) во всякомь ея положени. Обозначая ихъ, какъ координаты любой 
точки поверхности, описываемой этою прямою, чрезь 2, у, 2, полу- 
чимъ, что уравнеше этой поверхности есть 


(у— (2 — сз) — аз) = (#— о) — ааХу — 1). 


Это есть уравнеше второй степени, потому что, по раскрыт м ско- 
бокъ, въ немъ члены третьяго измфреня сокращаются. 

Отсюда заключаемь, что геометрическое мЪето системы прямыхт, 
пересЪкающихь три кавя-нибудь данныя прямыл, есть нфкоторая по- 
верхность второго порядка. 

Ниже мы ознакомимся подробно со свойствами поверхностей этого рода. 

487. Когда точка въ пространств опредфляется но какимъ-либо 
условямъ, выраженнымъ аналитически, т.е. уравнешями, то для ко- 
ординать ея могутъ получиться выраженя мнимыя. Въ этомъ случа 
сама точка называется мнимою. 

Подобнымь же образомъ для выражешя плоскостей и прямыхъ ли- 
и по даннымъ аналитическимъ усломямъ могутъ получаться уравне- 
н1я съ мнимыми коэффищентами. Плоекости и прямыя линм, выража- 
емыя такими уравнешями, называются также мнимыми. 

Употреблене мнимыхъ выражен! при изучении фигуръ въ простран- 
ств имфеть то же значене, какъ и въ Геометри на плоскости (ем. 
стр. 66). 

Если соотвфтственныя координаты двухъ точекъ суть величины мни- 
мыя сопраженныя, то и сами точки называются сопряженными. 

Полагая, что координаты одной изъ двухъ сопряженныхь мнимыхь 
точекъ суть 


=а- И -т, у=е--аи—=1,  а=е-НГУ 


будемь имЪть для координать другой слфдуюция выраженя: 


—ЧИ-1, г=е- ГУТ 


а=а—/- 


ха вы 
2 а 


Легко вывести, такъ же какъ и въ Геометр!и на плоскости, слёдую- 
‚пя заключеня о сопряженвыхъ мнимыхъ точкахъ: 

1) Средина разстоявя между двумя мнимыми сопряженными точками 
есть точка дЪйствительная. 


2) Прямая, проходящая черезъ дв мнимыя сопряженных точки, есть 
дЪйствительная. 


3) Отношене разстоящя между двумя мнимыми сопряженными точ- 


ками къ разстолью между двумя другими такими же точками есть ве- 
личина дЪйствительная. 


488. Общий видъ уравнев!я мнимой плоскости есть 
(А-- 4У—1=--(В-ВУ-уНОСУ —П--Ф-+-РУ—=0. 


Дв плоскости или прямыя, въ уравнешяхъ которыхъ соотвфтетвен- 
ные коэффищенты суть величины сопряженныя, называются также со- 
пряженными. 


Уравнен!е плоскости, сопряженной съ предыдущею, будеть, слфдова- 
тельно, 


(А-В ВУ=Пу-о-СУ=П-НФ-рУ—=0. 


Очевидно, что оба эти уравненя удовлетворяются координатами. то- 
чекъ дЪйствительной прямой, выражаемой совокупностью уравневй 


Аз Ви + 0=0 


А’ -- Ву- С’ П’=0. 


Это показываеть, что на всякой мнимой плоскости находится без- 
численное множество дъйствительныхь ‘точекъ, именно всъ точки пря- 
мой, по которой эта плоскость пересъкается со своею сопряженною. 

Уравнене всякой плоскости, проходящей черезъ точку (м, И, 21), 
имфеть видь 


4(5 —2)-- Ву—и)--Оё—а)=0. 
Придавая координатамъ этой точки мнимыя значен!я 


и =а-НВИ-Т, и =е-+аИ-Т, а=е-МИ 1, 


будемъ имЪть 


.А(в—а)-+ Ву —д—У=кадь- ва-- ср о. 


Это уравнен!е можетъ представлять дЪйствительную плоскость только 
тогда, когда коэффишенты А, В, С удовлетворяють условю 


‚+ ва-- (=. 


АЕ 
Въ такомв случаЪ эта плоскость, выражаясь уравнешемьъ 
А(#—а)-- Ву—с)--0—9=0, 


проходить, очевидно, черезъ дЪйствительную прямую 


с 


соединяющую мнимую точку (41, и, 21) СЪ ея сопряженною. 
Итакъ, черезь всякую мнимую точку проходить безмисленное множеы 

ство дъйствительныхь плоскостей, которыя проходять въ то же вре 

‚мя и черезь точку, сопряженную съ данной. 
489. Мы видЪфли, что въ уравнешахь прямой 


УИ 


дв изъ постоянныхъ величинъ си р могутъ быть взяты произвольно. | 
Это показываеть, что уравненшя всякой и прямой можно раз- 
сматривать въ видЪ 


2=т--тУ— Пг а «И=0 
у=@-+тур—1.-- 6-50 
Уравнен!я прямой, сопряженной съ этою, будуть 
==:ш—тУ—Пг+(а—@У=0 
У=и—ятУ—1)-+®—5И—И 


Представивъ уравнен!я (9) въ видЪ 


В 


И РЫ|— 


х—т.г—а=И—1 (тра), 
у— па — = УТ (Е -РЬ), 


завлючаемъ, что въ случаЪ, когда эти уравнешя удовлетворяются дЪй- 
ствительными значенями перем нныхъ, должно быть 


тЕ-На =0 и м2 =0 
и, слЪдовательно, т 
НО о 


Легко видфть, что къ этому соотношенйю сводится услове, что пря- 
мыя (9) и (10) пересЪкаются (ем. стр. 368). 
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При условми (11) дЪйствительныя величины рава, удовлетво- 
ряющёя уравнешямъ (9), будутъ, очевидно, 


ат’ — та’ у’ — 
ыы ОИ 


т п 


Этими же величинами удовлетворяются и уравнешя (10). СлЪдова- 
тельно, если мнимая прямая проходить черезь дъйствительную ‘точку, 
зто она пересъкается въ этой точкъ 0 своею сопряженною прямою., 

Помножая уравнения `(9) послдовательно на я’ и т’ и вычитая ре- 
зультаты, получимъ, при услови (11), 


та — ту (пт —ти’)ё Е т’ — ап) =0. 


Это есть уравнеше дЪйствительной плоскости, проходящей черезъ 
прямую (9). 

Это же уравнеше получимъ, при условши (11), поступая такимъь же 
образомъ съ уравненями (10). 

Итакъ, если двъ сопряженныя мнимыя прямыя пересъкаются, то, какь 
точка иль пересьчен1я, такь и плоскость, чрезь них» проходящая, суть 
дъйствительныя. 


ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ. 


ОБЩИЯ СВОЙСТВА ПОВЕРХНОСТЕЙ ВТОРОГО 
ПОРЯДКА. 


$ 1. Опредлене поверхностей второго порядка и ихъ отношенйя 
къ прамымъ линянъ и илоскостяиъ. 


490. Простёйшими поел плоскости алгебраическими поверхностями 
должны быть поверхности второго порядка. 

Общий видъ уравненй второй степени съ тремя неизвфетными, пред- 
ставляющихь поверхности этого рода относительно прямолинейной ем- 
стемы координатъ, есть слЪдующий: 


Аз? -- Вуз-- Са -- Оху-- Ехё -- Еуг-|- @® Е Ниу-НТе- К=0. 


Очевидно, что, не парушая общности этого уразнешя, можно раз- 
сматривать его также въ слфдующемь видЪ: 


Аа -- Ву-- Се --2Олу- 2 Ее -- _ 
-265-+-2Ну-+- 23.4 К=0 а 


что представляеть нфкоторыя удобства для большей простоты тьхъ 
преобразован, которымъ намъ придется подвергать это уравнене вно- 
слЪдетви. 

При неопред$ленныхь значеняхъ постоянных 4, В, О, Л, Е...К, 
уравнеше (1) можеть выражать любую поверхность второго порядка 
относительно любой системы координатъ; поэтому вс заключеня, вы- 
водимыя изъ него въ предположени, что эти постоянныя суть кашя 
угодно дфйствительныя алгебраическая величины, будуть общими свой- 
ствами поверхностей второго порядка. 

491. Такъ какъ оть умножешя уравнешя (1) на какую-нибудь по- 
стоянную величину его геометрическое значеше не измфняется, то видъ 
и расположене поверхности обусловливается лишь отношенями какихъ- 
либо девяти изъ коэффищентовь этого уравнешя къ десятому. Эти 


. 


отношешя могутъ, слЪдовательно, разсматриваться, какъ параметры по- 
верхности, 

Для того чтобы найти поверхность второго порядка по какимъ-ни- 
будь усломямъ, нужно опредфлить по этимъ услошямъ пазванныя де- 
вить отношенй или, что все то же, найти какя-нибудь десять вели- 
чинъ, пропорщональныхь коэффищентамь уравневя (1) этой поверх- 
ности, 

Отсюда слфдуетъ, что девять точекъ, принадлежащихь поверхности 
второго порядка, предетавляютъь услошя, вполиф досталочныя для ея 
опредфлен!я. Иначе говоря, поверхность второю порядка втолнъ опре- 
дтъаяется девятью ея точками. 

ДЪйствительно, полагая, что данныя точки суть (21 ‚У, 21), (2э, Уз, 2), 
(3 уз 20), -- (2, %,2%), будемъ имфть девять равенствъ: 


Аза? -- Ву? -- ба 2 аи 5... 29а-- К=0, 
Аш? - Вуз? -- ба -- ЗО... 27-Е К=о0, 


изъ которыхъ, какъ изъ однородныхь линейныхь уравненй относи- 
тельно десяти неизвзетныхь А, В, О, )...К, получатся единетвен- 
ныя значен!я для отноше между неизвфстными. Самое же уравнен!е 
искомой поверхности получится, какъ результать исключешя этихъ 
неизвёетныхь изъ поелфднихъ девяти уравненй и уравнены (1), въ 
слфдующемь видЪ: 


Ри, п, му, 22, у, 2, у, 2,1 


2, у, 28, д, ма, Ил, 1, У» А» 1 


27, уз, 207, зору, уго, Уоь 2, М, 2, 1 


Оно не будетъ представлять опредфленной поверхности только въ 
томъ случаЪ, когда въ первой части вс опредфлители миноры, соот- 
вфтствуюцце элементамъ первой строки и представляющие коэффиц- 
енты уравненя, будуть одновременно равняться нулю. Такъ какъ это 
значило бы, что между координатами данныхъ точекъ имфеть мфето 
ифкоторая зависимость, то заключаемь, что девять точекъ поверхности 


второго порядка, всегда достаточныя для ея опредфлешя по своему 
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числу, могутъ въ частныхъ случаяхъ быть недостаточны по 
относительному расположению. 

492. Найдемъ точки пересфчен!я поверхности (1) съ 0ью ОХ- 
лагая для этого въ уравнени поверхности у=0, 2==0, получим 


Аа 262 К=О. 


Два значешя х, получаемыя отсюда, будутъ разетоянйя иск 
точекъ оть начала координать. Такъ какъ, въ зависимости отъ к 
щентовь А, @, К, эти значешя могуть быть дЪйствительныя или 
мыя, то и самыя точки переефченшя будутъ дЪйствительныя или ми: 

Принимая во внимаше, что одна и та же поверхность выр: 
уравнешемъ вида (1) относительно всякой прямолинейной системы 
ординатъ и что всякая прямая можеть быть принята за ось ОХ, 
ключаемъ, что поверхность второю порядка переськается всякою 
мою в двухь дъйствительныхь или мнимыть точкаа». 

Въ томъ случа, когда точки пересфченя дЪйствительныя, отр’ 
прямой, заключающийся между ними, называетея хордою. 

Если точки пересфченя совпадають и, слфдовательно, хорда 
няется нулю, то прямая называется хасательною къ поверхности. 

493. Найдемъь лин!о пересБчешя поверхности второго порядка 
плоскоетью ХОТ. Полагая для этого 2 =0, получимъ изъ уравнешя (18 


де -- Ву Озу--об=-- Ну К=о. .... 


Это показываеть, что искомая лишя пересченя есть также второге 
порядка. 

Уравнеше (2), при нЪкоторыхъ значешяхь его коэффищентовъ, мо 
жеть вовсе не выражать дЪйствительной лин!м (см. стр. 131). Такъ 
‚какъ при этомъ всякая прямая, лежащая въ плоскости ХОУ, имфеть 
съ поверхностью (1), а слЪдовательно и съ искомой лишей (2), дв® 
мнимыя общия точки, то говорять, что въ этомъ случа пересЪчене 
происходить по мнимой кривой второго порядка. 

Принимая во внимане неизмфняемость вида уравнен!я (1) для вея- 
ной системы координать, можно, слЪфдовательно, сказать, что иоверт- 
ность второю порядка пересъвается всякою плоскостью по дъйстви- 
эпельной или мнимой лини тою же порядка. у 

494. Извъетно изъ Геометри на плоскости (см. стр. 73), что когда 
коэффищенты уравненя (2) подчинены условию 


или 
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то это уравнене выражаеть совокупность двухъ дЪйствительныхь или 
мнимыхт прямыхъ, проходящихь чрезь дфйствительную точку. Въ 
этихъ случаяхь говорятъ, зто поверхность соприкасается съ плоскостью 
ХОУ и эта плоскость называется хасательною къ поверхности. 

Смотря по тому, будуть ли дв прямыя, выражаемыя уравнешемь 
(2), дЬйствительныя или мнимыя, соприкосновене имфеть двоякЙ ха- 
рактеръ. Въ послфднемь изъ этихъ двухъ случаевь поверхность иметь 
©ъ плоскостью только одпу общую дфйствительную точку, которая и 
вазывается точкою прикосновения. Въ первомь же существуеть безчис- 
‚ленное множество дЪйствительныхь общихъ точекъ, лежащихъ на двухь 
прямыхъ, и точка прикосновеня есть точка пересфчешя этихъ прямыхъ. 
Можно сказать, слдовательно, что въ этомъ послфднемъ случаЪ илос- 
кость соприкасается съ поверхностью и въ то же время пересЪкаетъ ее. 

Если уравнеше (2) выражаеть двф прямыя, совпадающия въ одну, 
то каждая точка этой прамой есть точка касаня. Соприкосновеше по- 
верхности съ плоскостью будетъ въ этомь случа болфе тфеное, чЪфмъ 
вь предыдущихъ. 

495. Возьмемъ какую-нибудь прямую, проходящую черезъ начало ко- 
ординать и выражающуюся уравнешями 


д=тё, а а СС [2 


Исключая хи у изъ этихъ уравненй и уравненя поверхности (1), 
получимь уравнене съ однимъ неизвфетнымъ 


(Ат? Вт О- Отит -- 2-Е ] 
Ч 2(бт-- Ни-- 3) К=о еее) 


корни котораго будуть координатами я точекъ, общихьъ для прямой и 
поверхности. Для того чтобы прямая (3) была касательною въ поверх- 
ности (1), корни послфдняго уравненя должны быть равными, а для 
этого должно быть 
(бт- Ни 7 — 
ЕК Ат? Ви С--Оти--2Бт--2 Е) о] о 


При неопредфленныхь ти п, удовлетворлющихь этому условю, 
уравнен!я (3) выражаютъ, очевидно, систему прямыхъ, образующихъ 
‘ нфвоторую коническую поверхность. 

Чтобы получить уравневе этой поверхности, нужно исключить не-` 
опредВленные параметры жи и изъ уравневй (3) и услошя (5). 

Вь результат будемь имЪть 


(@ж-- Ну-- 22 — | 
— Кая В би 2рау Е -овй-о | *°® 


* 


Такъ какъ это уравнеше второй степени, то заключаемъ, что 
тельныя въ поверхности второго порядка, проходящя черезъь на’ 
координатъ, образуютъ коническую поверхность второго порядка. 

496. Вообще, легко видЪть, что всякое однородное уравнеше съ 
мя неизвЪстными вида 


Азй-- Ву?-- С -- 2Оху | 2Ехг -- 2Еуё=0.. .. 


выражаетъь конусъ второго порядка, вершина котораго находится 
началь координатъ. 

Это слфдуеть изъ того, что такое уравнеше можно разсматривать, 
результалть исключешя параметровъь ти п изъ уравнен!й (3) иу 


Ат? - Вт -- С 2Оти -- 2Ет-- 2Еп =0, 


& потому оно должно представлять геометрическое м®сто системы щ 
мыхъ, выражаемыхь уравнешями (3) при этомъ условии, 

Нужно замфтить, однако, что при нЪкоторой зависимости ме: 
коэффищентами А, В, С...Е послфдиее услоше можеть не удо! 
творяться никакими дЪйствительными значешями тип. Вь э' 
случаЪ говорятъ, что уравнеше (7) выражаеть мнимый конусъ. 

Можетъ также случиться, что первая часть уравнения (7) разлага 
на два множителя съ дфйствительными или мнимыми коэффищен’ 
и, слфдовательно, это уравнеше выражаеть совокупность двухъ д. 
ствительныхъ или мнимыхъ плоскостей, проходящихъ черезь нач 
Само собою понятно, что совокупность двухъ плоскостей можно 
сматривать, какъ коническую поверхность, управляющею которой 
жить совокупность двухъ прямыхъ. 

Веф эти особенности могуть имфть место и для конуса (7), образу 
маго касательными къ поверхности второго порядка изъ начала к 
динать, а такъ какъ велкая точка пространства можеть быть прива 
та за начало координатъ, то можно сказать, что касательныя къ в 
верности второю порядка изъ какой бы ни было точки пространства 
образують дъйствительный или мнимый конусь второю порядка. 

Такой конуеъ называють описаннымь около поверхности, 

497. Уравнеше (6) можеть быть представлено въ вид% 


(б=-- Ну-- Тег КФ К.И. Но = 


гдЪ У есть сокращенное обозначенше первой части уравневя (1) раз 
вматриваемой поверхности. 

Такъ какъ координаты точекъ прикосновешя касательныхь (3) к 
поверхности (1) должны удовлетворять уравненямъ (8) и (1), то эта 
координаты должны обращать въ нуль многочлень 


@.-+ Ну 7=- К. 
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Это показываеть, что точки прикосновешя касательныхь изъ на- 


чала координать, а слЪдовательно и изъ всякой другой точки, лежать 
въ одной плоскости, 


Описанный конус (6) соприкасается, слЪдовательно, съ поверхностью 


(1) по лиши второго порядка, по которой эта поверхность пересВкаетея 
плоскостью 


бз-- Ну К=0. ........ 0) 


Эта лишя можетъ быть разсматриваема, какъ управляющая конуса. 
Понятно, что конуеъь (6) будеть дЪйствительнымь только тогда, 


когда поверхность (1) перес5кается плоскостью (9) по дЪйствительной 
лини. 


498. Если поверхность второго порядка проходить черезь начало 
координатъ, то уравнеше ея (1) не должно имфть постояннаго члена 
К и, слфдовательно, можеть быть представлено въ видЪ 


(да-- Вуз-- Са -- 2ау-- 2 Ее -- ЗЕ | 


.. (0) 
НЕ 2(бд-- Нила) =0 


Этому уравненю удовлетворяють, очевидно, всф значеня неизвфет- 
выхъ, удовлетворяющ!я одновременно уравнен!ямъ 


бх- Ну Леа. (0 


и А?-- В- С --2Плу-|- 2 Еле -- 2Еуг=0. 


Изъ нихьъ первое выражаеть плоскость, проходящую черезь начало 
координать, & второе конусь, имфюпый вершину въ началЪ, Эти по- 
верхности пересфкаются между собою или только въ одной точкф (на- 
чалВ координатъ), или по двумъь прямымъ (образующимъ конуса). СлЪ- 
довательно, и разсматриваемая поверхность (10) имфетъ съ плоскостью (11) 
или только одну общую точку, или двф обпйя прямыя, Это значитъ, 
что плоскость (11) есть касательная къ разематриваемой поверхности. 

Замфчая далЪе, что при К=0 уравнеше (6), выражающее геоме- 
трическое мЪфето системы касательныхь изъ начала, обралцаетея въ 


(б&-Е Ну-- 72 =0, 


заключаемъ, что это геометрическое мфсто есть касательная плоскость (11). 
Итакъ, касательная плоскость въ какой-нибудь эточкъ товерхности 
есть леометрическое мьсто всъхь касательныхь прямыль въ этой точкъ, 
499. Возьмемъ теперь какую-нибудь прямую, параллельную оеи 0 
и, слБдовалельно, выражающуюся уравнен!ями 


ее 


2173905 = 


Для опредЪлен!я координатъ 2 точекъ пересЁчен!я этой прямой ©» 
поверхностью второго порядка (1) будемь имфть уравнене 


Са -- 2(Еа-- Е --Л)ё-- 
+ (да- В 2ра--2ба--2нь--К)=о, 


изъ котораго видно, что прямая (12) есть касательная къ поверхности» 
когда выполняется услоше 


(Еа-- Рь-- 1*— 
С(ла?-- ВЫ -- 2 Рав -- 2ба--2нь-- к)=0. 


Уравнешя (12), при неопредфленныхь аи, удовлетворяющих этому 
условю, выражають систему прямыхъ, образующихь цилиндрическую 
поверхность. 

Замфняя въ послднемь услови а и В чрезъ хи у, получимъ урав 
неше этой поверхности 

(Е&-- Ву — 
— СА -- Ву 2х, 2би--2Ну-- К)=0 


Это есть цилиндръ второго порядка, могущй, очевидно, имЪть та- 
Ея же особенности, какъ и лин, выражаемая тфмъ же уравнешемь 
иа плоскости ХОУ и служащая ему управляющею. 

Такъ какъ всякая прямая въ пространств можеть быть принята за 
‘ось координатъ, то заключаемь изъ сказаннаго, что хасательныя ‘ко по- 
верхности второю порядка, параллельныя какой-либо прямой, образуют» 
цилиндрь второзо порядка. 

Этоть цилиндръ называется оцисаннымь около поверхности. 

500. Придавая и отнимая въ первой части уравнения (13) выражене 


с 26 (Её- ВУЛ, 


. . (3% 


дадимъ этому уравнению видъ, 


(Ез-- Еи- С 9*—0С.У=0, 


гдф У означаеть первую чаеть уравнен!я разематриваемой поверх- 
ности (1). 

Отсюда видимъ, что точки прикосновешя касательныхь, выража- 
емыхъ уравнешями (12), должны удовлетворять уравнен!ю первой степени 


Ее Т=0...,:..., а) 


Это показываеть, что точки прикосновеня везхь касательныхь къ 
поверхности второго порядка, параллельныхь одной и той же прамой, 
лежать въ одной плоскости. Описанный цилиндръ (13) соприкасается, 


А 


вет 


слфдовательно, съ поверхностью (1) по лиши второго порядка, по ко- 
торой эта поверхность пересфкаетея плоскостью (14). Понятно, что онъ 
будеть дЪйствительный только тогда, когда эта лишя дЪйствительная. 

501. Возьмемь опять прямую (3), проходящую черезь начало коор- 
динат. 

Если она встрЁчаеть поверхность второго порядка въ безконечно 
удаленной точкЪ, то въ уравнени (4), опредфляющемь координаты 2 
точекъ пересфчешя, коэффищенть при =? долженъ равняться нулю. Это 
даетъ услове 


Ав -- Ве--С--2Отп-- 2Ет--2Еп=0,. .. . (15) 


которому должны удовлетворять параметры т и п прямой. 
Исключая эти параметры, получимь уравнеше конуса 


Ааа Ву-- С -- 2-2 Еле Е 


съ 5) 


предетавляющаго геометрическое мЪето вефхъ прямыхъ, проходящихь 
черезь начало и встрёчающихъ поверхность въ безконечно удаленных 
точкахъ, 


Если послфднее уравнеше не удовлетворяется дЪфйствительными ве- 
личинами неизвЪетныхь и, слфдовательно, предетавляеть мнимый ко- 
нуеъ, то поверхность (1) не имфеть вовсе безконечно удаленныхь т0- 
чекъ. Тавя поверхности называются эллипсоидами. 

Если уравнеше (16) выражаеть ‘дЪйствительный конусъ, то поверх- 
ность (1) имфеть безконечное множество безконечно удаленныхь то- 
чекъ, которыя лежать на образующихъ этого конуса и сами образуют 
безконечно удаленную кривую второго порядка '). Тавя поверхности 
называются зимерболендами. 

Если, наконець, первая часть уравнения (16) разлагается на два мно- 
жителя первой степени и, слЪдовательно, оно выражаетъ совокупность 
двухъ дЪйствительныхь или мнимыхъ плоскостей, то поверхность (1) 
имфеть или только одну безконечно удаленную точку, или двЪ безко- 
нечно удаленныя прямыя. Поверхности такого рода называются зара- 
болоидами. 


502. Въ случаЪ, когда 0бЪ точки пересфчевя прямой (3) съ по- 
зерхностью суть безконечно удаленныя, въ уравненм (4) и второй ко- 
эффищенть должень равняться пулю, т. е. при услоши (15) должно 
имфиь мфето еще слфдующее 


бт-- НиТ 


1) Въ силу положены, что на прямой лин безконечно удаленная точка единственна. 


299: 


и если послфднее уелове удовлетворяется вефми значешями тит, 
соотвфтетвующими первому, то должно быть 
@=0, Н=о, 4=0. 


Уравнеше (16) будеть въ такомь случа тождественно съ уравне- 
шемь (6). Это значить, что конусъ (16) будеть описанный около по- 
верхности (1), т. е. веф его образующия будуть касательными въ без- 
конечно удаленныхъ точкахъ, 


Такой конусъ называется ассимитотическимь конусомь поверхности. 


$ 2. Центрь, даметральныя плоскости и д1аметры. 


503. Допустимь, что поверхность второго порядка, выражаемая 0б- 
щимъ уравнешемъ 
Аз -- Ву? Е Се -- Рау Ее 2Руе-- | у 
Е2б-Е2Ну--Ль-- Ко ое 
пересфкается прямою линею 
о О АНХ — 


проходящею черезь начало координатъ, въ двухъ точкахъ, симметрич- 
ныхь относительно начала, т, е. находящихся на равныхь оть него 
разстояшахъ. 


Въ такомъ случаЪ въ уравнен!и, опредфляющемъ координаты 2 этихь 
точекъ и имфющемь видь 
(Ат?-- Ви -- С--2Отв-- ЗЕт-- 2Еп)*-- 
— 2(@т- Нв-- = К=о, 
коэффищенть при первой степени неизвЪстнаго долженъ равняться пулю. 
Это даеть услове 
течи == 05 реа (3). 


показывающее, что существуетъ безчисленное множество прямыхъ, обла 
дающихъ указаннымъ свойствомъ и что веЪ эти прямыя лежать въ 
плоскости, выражаемой уравнешемь 


@®-- Ну-- 4: = 


Плоскость эта пересфкаеть, слёдовательно, поверхность по такой ли-_ 
ни, центръ которой находится въ начал координат. 
Если будемъ имЪть 


6-20, Н=о, 9—0, она 


то услоше (3) выполняется независимо отъ значенй тж и пи, сл$дова- 
тельно, прямая (2), при всякомъ своемъ направлени, будеть встрЬчать 
поверхность (1) въ двухъ симметричныхъ относительно начала точкахт. 
Начало координать будеть въ этомь случаЪ срединою везхъ возмож- 
ныхъ проходящихъ чрезь него хордъ поверхности. 


Точка, обладающая этимъ свойствомь, называется центромь поверх- 
ности второго порядка. 


Такъ кавь услове (3) только тогла выполняется при всакихь зна- 
четяхь ти я, когда имЪютъ м$ето равенства (4), то эти послвдня 
предетавляютьъ необходимое и достаточное услоше, для того чтобы на- 
чало координатъ было центромъ поверхности. 

Итавъ, если въ уравнении, представляющемь поверхность второю то- 
рядка, не существуеть членовь съ первыми степенями неизвъстныхь, то, 
начало координать есть центрь поверхности, м обратно. 

504. Чтобы вайти центръ поверхности второго порядка, данной об-. 
щимъ уравнешемъ (1), въ которомъ коэффишенты С, Н, 4 каще-ни- 
будь, будемъ поступать слЪдующимь образомъ, 

Обозначимъ координаты искомаго центра чрезь а, ®, с и сдЪлаемъ 
преобразоване координать, замфняя прежня оси новыми, имфющими 
то же направлен, и помфщая новое начало въ предполагаемомъ центр 
поверхности. Формулы для такого преобразован!я координать будуть: 


У-ЕЬ, 2-е. 


Посредствомъ ихъ уравнеше (1) преобразуется въ 


‚ з=х-а, у 


Аз Вуз багу ЗЕЕ Ру -- 
Наб’ ну ти К=0, 


гдВ коэффищенты членовъ второго измфреня т же самые, какъ и въ 
первоначальномь уравнени, а остальные опредфляютея слфдующимь 
образомъ: 

’ = Аа 1-Е - 

Н' = Ра- ВЬ- ЕСЕН 1. .:... (6) 

9’ = Ед + Е 6 -Т 


К = 


Аа? -- Ви -- Се - 2 ав -- 2Еае -- ЗЕ -- (®) 
Е 2ба--2Нь-+ 2 + К я 


Такъ какъ начало координать предполагается въ центрЪ поверх- 
ности, то должно быть 


ВО 


и, елфдовательно, какъ видно изъ выражен! (5) этихъ коэффищев- 
товъ, координаты центра относительно прежней системы должны удо- 
влетворять уравневшяиь 


Аз Ту Ег- @=0 
Те- Ву- Её НО еее 
Ех -- Ву-- 02 +4 =0 


изъ которыхъ онф опредфляются вполн®. 
Каждое изъ этихъ иослФднихь уравненйЙ выражаеть плоскость, и 
центръ есть, слфдовательно, точка пересфчен!я этихъ плоскостей. 


505. Соотьфтственно различнымь случаямь относительнаго положе- 
ня трехъ плоскостей въ пространств (см. стр. 332) нужно различать 
слфдующя особенности поверхностей второго порядка по отношению 
къ положению центра. 


Если плоскости (7) пересфкаются въ одной точкф, то поверхность 
(1) имфеть единственный опредЪфленный центр. Въ этомъ случа но- 
верхность называется центральною. 


Еели плоскоёти (7) параллельны одной прямой, то центръ находится. 
въ безконечноети. Поверхность называется въ этомъ случаВ не имью- 
щею центра или поверхностью съ безконечно удаленнымь центромо. 


Если плоскости (7) проходять черезь одну прямую, то центръ 6у- 
детъ неопредфленный, ибо третье изъ уравнений (7) не даеть для опре- 
дЪлешя центра условя, отличнаго отъ двухъ первых. Вь этомь слу- 
чаЪ каждая точка прямой, по которой переефкаются плоскости (7), 
‘обладаеть свойствомъ центра. 


Наконець, въ случаЪ, когда всф три плоскости (7) совпадають въ 
одну, центръ будеть также неопрелфленный, при чемъ евойствомъ цен- 
тра будетъ обладать любал точка этой плоскости. 


Легко убЪдитьея изъ простыхъ геометрическихь соображев!й, что въ 
первомъ изъ двухъ послфднихь случаевъ ‘общее уравнеше (1) выра- 
жаеть поверхность цилиндрическую, а во второмъ совокупность двухъ 
плоскостей. 

Извфетно, что уравненя (7) имфють опредфленныя конечныя р®ше- 
Ня только тогда, когда опредфлитель 


4.0, Е 
Гр, в, Е| 
РвдзРтао 


не равнлется нулю. Это есть, слфдовательно, аналитичесвй признак 
или услоше, что поверхность, выражаемая уравнешемь (1), есть цен- 
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тральная. Напротивъ, ‚равенство нулю этого опредфлителя должно слу- 
жить указашемъ, что уравнеше (1) выражаеть поверхность съ безко- 
нечно удаленнымь или неопредфленнымь центром, 

ПослЪднее будетъ, очевидно, имфть мфето только тогда, когда каж- 
дый изъ опредфлителей 


а, о, Е |, @, Е| |4, р, @| 
нови рун ЗОВ Е 
А ГЕО ТЕ Е, Ч 


равняется нулю. Въ случаЪ же безконечно удаленнаго центра по край- 
ней мЪрЪ два изъ этихъ опредфлителей не должны равняться нулю. 

506. Изь предыдущаго видимъ, что если поверхность второго по- 
рядка (1) есть центральная, то посредствомъ преобразовашя коорди- 
нать уравнеше ея можно привести къ виду 


Ал? -- Ву Ое-- ху 2 Ехг-- 2Еуг-- К'=0,. . (8) 


тдф постоянный члень К’ опредфллется равенствомъ (6), Это равен- 
ство можно представить слздующимъ образомъ: 


К’ = (Аа-- 0Ь-- Е + Фа-+(Ба-- ВЫ- Ес + НЬ- 
-- (Ев-Н ЕЬ- Се -- Л)е- (ба- НЬ-- с Ю). 
Такъ какъ 4, 6, с суть координаты центра, то три первые много- 


члена, заключенные въ скобкахъ, равны нулю и, слфдовательно, должно 
быть 


К’ = ба-- Нь-- + К. 


Это показываеть, что координаты центра относительно первоначаль- 
ной системы должны удовлетворять уравненю 


@е-- Ну 72 К— К’ =0. 


Для того чтобы это уравнеше было совмфетимо съ ураввешями (7), 
должно выполняться услоше 


В А ес 
|2, Ви и иН | 
ВЕ Вы 
в, н, т, кк 


5 ЗОВ 


или 
ва Е 
ВР. АН Е 
кр. В, Е 
| Е, Е, С, 41| | 
рен тю В 


откуда К’ опредЪфляется по коэффищентамь первоначальнаго уравнения (1). 
При К’=0 уравнение (8), а слЪдовательно и (1), выражаеть ко- 
нусъ (см. стр. 388). Итакъ, равенство нулю опредфлителя 


не 
ЕС о. 


НОЕ. в 
О.В, Е, Н| 
В Е, 6, 


есть услоше, при которомъ общее уравневе второй степени (1) выра- 
жаетъ коническую поверхность 1), 

507. Возьмемь тенерь какую-нибудь прямую, пересфкающую поверх- 
вость (1) въ двухъ точкахъ, и пусть а, В, с будуть координаты сре- 
дины хорды, образуемой этою прямою. Въ такомъ случаЪ уравнеше раз- 
сматриваемой прямой можно представить въ видф 


тд т, п, р суть, какъ извфетно, величины, опредфляющя направ- 
лене прямой. 

Обозначая черезъ о величину каждаго изъ трехъ отношенй, состав- 
ляющихьъ уравнешя (9), будемъ имфть 


==то--а, у=не-Ь, а=ро-е,..... (10) 


при чемъ всякому положению точки (т,у.2) на ирямой (9) будетъ 
соотвфтетвовать опредфленное значене величины ©, и обратно. 

Чтобы опредфлить точки пересфченшя поверхности (1) съ прямою (9), 
подставимъ послдн!я выражения координать въ уравнеше поверхности 
(1). Въ результатЪ будемъь имЪть уравнеше вида 


Ре 206-— В=0, (....-е. (1) 
1) Это услоше выполняется, какъ видно изь предыдущаго, также и для поверхно- 
стей съ неопредфленнымь центромъ или цилиндрических. Посдфдий, какь слбдуеть 
изъ ихъ опредфлев!я (см. стр. 299), представляютъ частный видъ коническихь, когда 

` вершина есть точка безконечно удаленная. 
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опред$ляющее два значеня о, соотвфтствующия точкамъ пересфченя. 
Въ немь коэффищенты Р, ©, В имютъ слЪдующия значеня: 

Р= Ат?-- Вт? -|- Ср? 2Отп-- 2Етр -- ЗЕтр, 

0= (Ат-- п- Ер)а- (Фт-- Вв-- Ерь- 
+ (Ет-- Е» -- Сруе-- (бт-- Нь- р), 
В = Аа*-- В? -- Се-- 2Таб -- 2Еас - ЗЕ -- 
22а 2Нь- 2 - К. ь 
Обозначая черезь ог и 0. корни уравненёя (11), будемь имЪть 


2 
а+ь=— 1%. 


Если же положимъ, что координаты точекъ пересчевя прямой (9) 
съ поверхностью суть, и, И 2, уз, 22, ТО изъ выражений (10) 
получим 


жа = т(е Е оз) --2а, 
и =» (@& ++, 
я-а р (а Не), 


и такъ какъ а, 6, с суть координаты средины хорды и, слдовательно, 


я-а =2а, и--у =, я-а =, 
то должно быть: 
то --е)=0, ие -е)=0, ре -Нез)=0- 

Замфчая же, что величины ж, в и р не должны равняться нулю 
одновременно, потому что прямая не можеть быть параллельна всфмь 
тремъ плоекостямъ координатъ, приходимъ къ заключению, что должно 
быть (0, -- 0з) =0, т. е. 9=0 или 

(Ат-- рн-- Еда + (Фт-- Вп - Ерь-- (Ет-- Ев- бре-- 
+ (@т-Е Нв- Фр) =0. 

Отсюда видимь, что координаты средины хорды, образуемой прямою, 

удовлетворяють уравненйю 
! Аж ВУ Са --П=0,....... . (12) 
тв 


/ ‘= Ат-Лп-- Е 
В =0т- В-- Ер 
0’ = т-Тт-+ бр 
Т’ = бт-Е Ни-Ё р 


Это уравнеше выражаеть плоскость. 


еек: 


='49 98: .= 


Если положимъ, что прямая (9) перемфщается, сохраняя свое 
правлене, такъ что величины т, п, р ве измЪняются, то и коэффи- 
щенты 1’, В’, 0’, Г’ ве будуть измфваться. Уравнеше (12) выра- 
жаетъ, слфдовательно, геометрическое мфсто срединъ везхъ хордъ, па- 
раллельныхъ между собою. 

Это геометрическое мфето называется 0аметральною плоскостью по 
верхности второго порядка. 

508. Уравнеше (12) только тогда не представляеть виолнЪ опре- 
ДЪленной плоскости, когда 


А’=В =’ =’ =0. 


Въ этомъ случаЪ, какъ видно изъ выражен (13), должно быть 


Ув РЕ |4, р, Е 
ь В. Е =0, |, В. Е =0, 
Е, 2,0. а 


ит. д. 


Это суть услошя, при которыхъ для координать центра поверхности 
получаются изъ уравнешй (7) выражешя неопредЪленныя. 

Слфдовательно, за исключешемъ случая, когда поверхность имфеть 
неопредвленный центрь \), всякому направленю хордъ соотвтствуеть, 
д1аметральная плоскость. 

Если поверхность имфеть безконечно удаленный центръ, то должно 
быть 


февр Фр 
| р, В, Е | =0. 
ру иеьЯ 


По свойству опредфлителей это равенство можно представить въ слф- 
дующемъ видЪ 
| Ат--Т-- Е, О, Е| 
| тв Е, В, Е|=0 
| Ет-НЕп-- Ср, Е, г 


или, что все то же 


А'(ВС— Е?) В(ЕЕ— СР)-- С“ФЕ- ВВ=0. 


Въ послфднемъ видЪ оно представляеть услове параллельноети плос- 
коети (12) съ прямою, выражаемой уравнешями 


1) т.е. когда она цилиндрическая. 
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а ум 2-я 
В0—Е ЕЕ-СР ФЕ-ВЕ` 


тю 


Такъ какъ направлене этой прямой не зависить оть величинъ т, 
®, р, то заключаемъ, что всь диметральныя плоскости поверхности съ 
безконечно удаленнымь центромь параллельны одной и этой же прямой. 


509. Уравнеше даметральной плоскости (12) можеть быть представ-. 
лено еще слЪдующимъ образомъ; 


От-- Ув-- Ир= 


нь 05) 
гдЪ 

П= А+ Ру +В, 

Т= 0 - Ви ЕН, 

= Ез-- Еу-- Сё-НУ . 


Это показываеть, что всъ д/аметральныя. плоскости центральной по- 
верхности второю порядка проходять черезь ея центрь (ем. стр. 344). 

Сами плоскости (7), пересфчешемь которыхъ опредфляется центръ, 
суть даметральныл, такъ какъ уравневя ихъ представляють частные 
случаи уравнешя (12), когда дв изъ постоянныхь т, ®, р равнаются 
нулю. Слфдовательно, эти плоскости проходять чрезъ средины хордъ, 
параллельныхь осямъ координатъ. 

Легко видфть далфе, что всякая плоскость, проходящая черезъ центръ 
поверхности, есть даметральная, ибо уравнеше всякой такой плоскости 
иметь видъ (15). При этом, по данному направленю д1аметральной 
плоекости, опредфляемому коэффищентами А’, В’, С’, направлеше со- 
отвфтствующихь хордъ опредЪлится изъ первыхъ трехъ равенствъ (13), 
дающихъ, въ случаЪ центральной поверхности, для каждой изъ вели- 
чин т, ®, р единственное и опредзленное значеше '). 

510. Прямыя, по которымь пересфкаются между собою даметраль- 
ныя плоскости, называются Фаметрами поверхности. 

Изъ этого опредЪфленя слфдуеть, что веф маметры центральной по- 
верхности проходять черезь центръ, а всф д1аметры поверхности, не 
имфющей центра, параллельны между собою. 


Аналитически всяк д1аметрь можеть быть опредфляемъ двумя урав- 
нешями вида 


От -- Ув -- Ир=0, 
Ит-- У" Ту=0, 


148 0, У, М7 имЪють указанныя выше значения. 


1) Дав поверхности съ безконечно удаленнымь центромь величины т, п, р опре- 
дьлиются какою-инбудь другою спстеною трехъ уравнешй изъ групиы (18). 


а 
Изь этихъ уравненй имфемъ 
Е, т т 
пр —рт  рт—фтр тит 
или х 


Ча Ру ЕВ _ Рё Ву-- Её НН _ Ее Ку С2-ЕТ 
а 7. 7 ы 


тд 


&«=ир'— ри, В=рт—ту, у=тн’ — пт. 


Въ такомъ видф могутъ быть разсматриваемы уравнен!я всякаго да 
метра центральной поверхности, при чемъ отношенйями величинъ е, 8, 7 
опредЪФляется его направлене. э 

Что же касается‘ поверхностей, не имфющихъ центра, то изъ пре- 
дылущаго видно, что д1аметры ихъ выражаются уравнешами (14). 

Даметръ поверхности второго порядка можно также разсматривать, 
какъ геометрическое место центровъ ‘кривыхъ, получаемыхъ при ие- 
ресфчени поверхности параллельными плоскостями. Въ самомъь дфл%, 
это слЪдуеть изъ того, что даметры такихъ кривыхъ, имфюц(е одно 
какое-нибудь направлеше, суть по отношению къ поверхности хорды, 
средины которыхъ должны лежать на соотвфтствующей этому направ- 
леншю д1аметральной плоскости, Другому направлевю даметровъ кри- 
выхъ будеть соотвфтствовать другая даметральная плоскость и, вл- 
довательно, геометрическое мЪето центровъ будеть ливня пересфченая 
дламетральныхь плоскостей. 

511. Не трудно убфдиться, что линйе, по которымь поверхность вто- 
`розо порядка пересъкается параллельными плоскостями, суть подобныя 
между собою. 

Очевидно, что это достаточно доказать только для плоскостей, па- 
раллельныхъ какой-нибудь плоскости координатъ, напр. ХОУ. Всякая 
такан плоскость выражается уравнешемъ 


#=с, 

и если положимъ, что уравнеше разсматриваемой поверхности есть 
Их, у.) =0, 

то будемъ имЪть, что ураввеше 


Ит,у.=0, 


получаемое изъ предыдущихь исключешемъ 2, выражаеть проекц!о ли- 
нши пересфчен!я на плоскость ХОУ прямыми, параллельными оси 07 
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(см. стр. 320), проекщю, очевидно, тождественную съ самой лингей пе- 
ресфченя. 

Примфняя это къ общему уравненшю (1) поверхностей второго по- 
радка, получимъ для проекщи ливни пересфченя уравнеше 

Аа? -- ВУ-- Пхи -- Э(Ее | @)е-- ве -- Ну 
ое К=о0. 

Такъ какъ въ этомъ уравнени коэффищенты членовъь второго измф- 

решя не зависятъ отъ с, то линии, выражаемыя имъ при различныхъ 


значеняхъ с, суть подобныя (ем. стр. 264). Таковыми же должны быть 
и сами лини пересзченя. 


512. Возьмемь двЪ кавя-нибудь дламетральныя плоскости 


чЕ-- Ву б-р =0 
Азж-Е Въу-- ба О. =0 


и положимь, что соотвзтствующя имъ хорды выражаются уравнешями 


#—а _У—@ _#— а 
т т т 


Услоше, при которомъ первая плоскость параллельна хордамъ вто- 
рой, заключается, какъ извЪстно, въ слфдующемъ: 


Ат: Вт Сь=0. 
Услоше же параллельности второй плоскости съ хордами первой есть 
А’,т, -- Вт -Е бт =0. 


Принимая во внимаше значеше коэффищентовь въ уравнешяхъ раз- 
сматриваемыхъ плоскостей: 


Ал = Ат -- От -- Ел, А’, = Ат, Оть -- Ерз, 
В. =ДОт + Вт -Е Ел, В’, = От» -- Виз -- Ев, 
0, =Ет -- Ет-+ Ср, 0%. = Епз-- Ги -- ь., 


легко видЪть, что эти услошя тождественны. 

Итакъ, если одна изь двухъ дламетральвыхь плоскостей параллель- 
на хордамь, соотвЪтствующимь другой, то и другая имфеть то же 
свойство по отношению къ хордамъ первой. 


Тавйя дамехральныя плоскости называются сопряженными. 
Андьккмь. Аналитическая твомития. 26 
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Д!вметры, параллельные хордамъ двухъ сопряженныхь дам 
ныхъ плоскостей, называются также сонряженными. Очевидно, что 
пряженные даметры лежать на сопряженныхь д1аметральныхь, 
костяхъ и, обратно, сопряженныя даметральныя плоскости прох. 
чрезь сопряженные маметры. 

513. Если поверхность центральная, то каждой дламетральной 
кости соотв®тствуеть безчисленное множество сопряженныхь. Это 
всф плоскости, проходяиця черезъ даметръ, параллельный хордамъ 
ной даметральной плоскости. 

Между этими плоскостями, сопряженными съ данной, будеть с: 
ствовать безчисленное множество паръ плоскостей, сопраженныхь м 
собою. 

Три даметральныя плоскоети, изъ которыхь каждая есть сопря: 
ная съ двумя другими, составляютъ систему сопряженныхь дёамет: 
ныхь плоскостей, и три маметра, по которымъ онф перееЪкалотся,: 
систему сопряженныль даметровь. 

Для поверхности, не имфющей центра, всяя дв даметр: 
илоскости, сопряженныя съ одной и той же третьей, параллельны м 
собою, и потому между ними не можеть быть сопряженныхь. 0\ 
слфдуетъ, что для такихъ поверхностей не существуеть системъ т 
сопряженныхъ д!аметровъ '). 

514. Общее уравневе вида (1) выражаеть поверхность второго 
рядка по отношеню къ какой угодно системЪ координатъ. Но изъ п 
дыдущаго легко видЪть, что выборомъ системы координать это у] 
неше можеть быть значительно упрощено. Такъ, если плоскость У! 
совпадаеть съ дмаметральною плоскостью поверхности, а 065 ОХ 
раллельна хордамъ, чрезъ средины которыхъ эта плоскость проход! 
то въ уравнеши поверхности (1) должно быть 


р=0, Е=о, @=0. 


Это слфдуетъ изъ того, что при названномъ расположенши системы 
координать всякимъ произвольнымь значенямъ у и д должны, для те 
чекъ поверхности, соотвфтетвовать два значеня х, равныя по абеолжт= 
нымь величинамъ, но противоположныя по знаку, велдетве чего ура 
неше не должно содержать тфхъ членовъ, въ которыхъ неизвфетное 2 
входить въ первой степени. Въ этомъ же легко убфдиться, припоминая. 
что маметральная плоскость, проходящая черезъ средины хордъ, па- 
раллельныхь оси ОХ (см. стр. 399), выражается уравнешемъ 


Ах-- Фу-- Её @=0, 


*) Собственно говоря, для поверхностей съ безконечно удалениымъ центромъ дж 
‘метральная плоскость, сопряженная сь двумл данными, не параллельными между ее 
бою, есть плоскость, безконечно удаленная всфми своими точками (ем. стр. 328). 


= 403 — . 


а для того чтобы это уравнеше выражало плоскость УОЙ, коэффищенты 
ХФ, Еи С должны равняться вулю. 

Если двф плоскости координать 707 и ХОЙ совиадають съ двумя 
сопряженными даметральными плоскостями, а лежан{я въ нихь оси 
ОХ и ОУ параллельны соотвфтетвующимь имъ хордамъ, то на томъ 
же осповани въ уравнеши (1), кромф упомянутыхь коэффищентовъ, 
должны равняться пулю еще коэффищенты Хи Н, вслЪдетые чего 
уравнеше поверхности принимаетъ видъ 


Аз? -- Ву? -- б--2]--К=о. ..... (16) 


515. Такъ какъ для всякой поверхности второго порядка существуеть 
безчисленное множество паръ сопряженных даметральныхь плоскостей, 
то заключаемь, что къ виду (16) можеть быть приведено уравнеше 
какой угодно поверхности этого порядка. Для этой цфли за плоскости 
У07 и ХОЕ принимають двЪ какя-нибудь сопряженныя д1аметраль- 
ныя плоскоети, & за плоскость ХОУ любую изъ плоскостей, параллель- 
ныхь хордамь, соотвфтетвующимь двумъ первымъ. Въ частности эта 
иослфдняя илоскоеть сама можеть быть д1аметральною, такъ что три 
оси координаль будуть представлять систему трехъ сопряженныхь д1а- 
метровь, и, слдовательно, начало координатъ будеть пентромъ по- 
верхности. Тогда уравнеше (16), какъ не долженствующее содержать 
членовъ первой степени (ем. стр. 393), приметъь видъ 


А ВР ое К=0. ....... 7) 


Понятно, однако, что такой выборъ плоскости ХОУ, будучи всегда 
возможенъ для поверхностей центральных, вовсе невозможенъ для по- 
верхностей съ безконечно удаленнымь центромъ. 

516. Мы вилфли, что услошемь, при которомъ уравнеше (1) выра- 
жалеть поверхность съ безконечно удаленнымъ. или неопредфленнымь 
центромъ, служить соотношене ы 


А, р, Е| 
Обь тВ ее 
РЕ, Е, О | 


которое для уравнешя (16) обращается въ 
АВС=о 


и требуетъ равенства нулю одного изъ трехъ первыхь коэффищентовъ 
этого уравненя. 

Если А=О или В=0, то уравнеше (16) вовсе не будет содер- 
жать одного изъ неизьфствыхь и, слФдовательно, будеть представлять 
поверхность цилиндрическую (см. стр. 317). Это есть случай неопредф- 


ленпаго центра, 
* 


Чо ых 


Слфдовательно, поверхность съ безконечно ‘удаленнымъ центром» 
деть выражаться уравнешемъ (16) только тогда, когда въ немъ @ = 
т. е. когда оно имфеть видъ 


Ааа Ве 27: К=о. 


Если при этомъ начало координать будеть находиться на самой 
верхности, то уравнеше пе будеть содержаль постояннато члена 
слфдовательно, обратится въ 


А-В Е 2 =0: ....... 


Очевидно, что такой выборъ начала координать, при указан 
выше направлеши илоскости ХОУ, всегда возможенъ, ибо, какъ 
изъ предыдушаго уравнен!я, на оси 07 существуетъ опредфленная 
ствительная точка, припадлежащая поверхности. 


Такъ какъ при 2=0 уравнеше (18) обращается въ 
Аа-- Ву? =0 


и выражаеть на плоскости ХОТ совокупность двухъ проходящихь зе 
резъ начало прямыхъ (дЪйствительвыхь или мнимыхт), то заключаем. 
что эта плоскость для поверхности, выражаемой уравненемъ (18), есть 
касательная и начало коордивать есть ея точка прикосновешя. 

517. Изъ сказаннаго видимъ, что всЪ возможных поверхности второге 
порядка могутъь выражаться уравнешями видовъ (17) и (18). Именно. 
велкая центральная поверхность выражается уравнешемь (17), когда 
за плоскости координать будуть привяты три какя-нибудь сопряжев- 
выя д1аметральныя плоскости. Всякая же поверхность съ безконечае 
улалепнымь центромъ выражается уравнешемь (18), когда за двЪ плое- 
кости координать будутъ приняты дв как-нибудь сопряженныя да- 
метральныя илоскоети, а за третью илоскоеть касательная къ поверх- 
ности въ точкЪ пересфчешя ея съ даметромъ, по которому пересфка- 
ютел двЪ первыя. 

КромЪ того, этими же уравненями выражаются въ частности поверх- 
ности второго порядка коничесыя и цилиндричесвя. Такъ, уравнеше 
(17), при К=0, выражаеть конусъ, а, при равенствЪ нулю одного 
изъ трехъ первыхъ коэффищентовь, цилиндръ эллиптичеснй или ги- 
перболическй (см. стр. 300). 

Уравнеше же (18), при 4 =0 или В=0, выражаетъ цилиндръ па- 
раболичесй. 


$ 3. Главныя д1анетральныя плоскости. 


518. ДЛаметральная плоскость пазывается злавною, когда она перпен- 
дикулярна къ соотвфтетвующимь ей хордамъ. Очевидно, что отноеи- 
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тельно такой плоскости точки поверхности второго порядка располо- 
жены симметрично, 

Займемся разыскавшемъ главныхь плоскостей для поверхности второ- 
го порядка, произвольно взятой и выражаемой по отношенйо къ прямо- 
угольной систем координать общимъ уравнешемь 


да? Ву?-- С -- ›Пзу-- Еле ЭРуе + 
Еве -РоНи-- зле Е К=о 


Предположенемъ, что система координатъ прямоугольная, очевидно, 
не нарушается общность изелвдовашя самой поверхности, & между тфмЪ 
имъ достигается большая простота этого изслфдованя, тажъ какъ усло- 
ме периендикулярности въ случаЪ прямоугольной системы координать 
проще, чфмъ при косоугольной. 

Положимъ, что уравнеше главной даметральной плоскости есть 


Де Ву- б8--Г=0,........ (2) 


6-05) 


и пусть уравнешя 


выражаютьъ прямую, параллельную хордамъ, которыхъ ередины лежать 
на этой плоскости 

Въ такомь случаЪ, по условшю перпендикулярности, будемь имфть 
(см. стр. 360) 


или, по замЪн А’, В’, С’ ихъ значении, какъ коэффищентовь въ 
уравнени дламетральной плоскости поверхности (1) (ем. стр. 397) 


ат-- Фв-Е Ер — т = В"-ЕЕр _ Ет-- ЕЕ бр 
т п р 


- (4) 


Такъ какъ положеше главной плоскости вполнЪ опредфляется на- 
правлешемь соотвЪтствующихъ ей хордъ, т. е. величинами, пропорц!о- 
нальными т, п, р, то послфдшя равенства служать вполн® доста- 
точными услошями для аналитическаго рЪшен!я вопроса, ибо, по уничто- 
женш знаменателей, они представять относительно неизвфетныхь, т, 
п, р систему двухь однородныхь уравнешй второй степени. 

519. Если обозначимъ- черезъ 8 величину каждаго изъ отношен!й (3) 
или (4), то будемъ имЪть 


А'=тб, В-=иб, С'=р8 


= 1406: —= 
или 


({А—5)т-- Рв-- Е=0 
Тт--(В— 5 - Ер=о0 
Ет- Ев-- (6—5) =0 


и уравнению главной плоскости (2) можно будеть дать видъ 
(тг -- пу-Е рг)-- @т-- Ви-Нр=о..... 


Нахожденю отношевй между т, п, р значительно упрощается, вот 
да будеть извфетна величина 5, такъ какъ въ такомь случа эти отве- 
шен!я опредфлятся изъ двухъ какихъ-нибудь уравненй группы (5% 
которыя всЪ суть первой степени, Но для того чтобы опреджлить 8. 
нужно только исключить т, пир изъ всЪхъ трехъ уравнений (5). В» 
результат получится уравневе еъ одною неизвЪстною 


4—8, 2, Е | 
ВА о 


или 


(4А—5)(В—5)(С—8)—ЕА—5)-Е{В—5)—106—5)- | 
--2РЕР=О 


или, по раскрыт скобокъ и изм5нени знаковъ вефхъ членовъ, 


5 (афв-оя-- (АВ 46+ Вб—Р:— Е — 13) 
(АВС--ЗРЕЕ— АЕ*— ВЕ— 010) =0 зе 


Это уравнеше третьей степени, и потому имЪфеть три ршеня ила 
корня. 

Каждому изъ этихъ рЬшенй соотвфТствуеть особая главная плос- 
кость, опредфляемая соотвЪтетвующею ему системою величинъ %, и, р- 

Такимь образомъ видимъ, что для всякой поверхности второю поряд= 
ка существуютъ, вообще зоворя, три злавныя Фаметральныя плоскости. 

520. Постараемся доказать, что всф три корня уравнешя (7) или (8} 
суть всегда дЪйствительные, 

Это обнаруживается весьма просто въ томъ случа», когда между коэффи- 
щентами р, Е, Е существуютъ равные нулю. Такъ, если вс три эта 
коэффищента равны нулю, то уравнеше (7) обращается въ 


(А—5(В—5)(6—8)=0, 


и корнями его будуть величины 4, В, С. 
Если два изъ названныхъь коэффишентовъ, напр. Л) и Е, равняются 
нулю, то уравнеше (7) обращается въ 
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(А/В —5)(©—8)— Е =0, 
откуда видно, что одинъ его корень есть А, а два друме суть корни 
квадратнаго уравнешя , 
8°—(В-- 05-(В0- Е) =0 
‘именно 


= В-О--УВ=С стар, 


величины, очевидно, дЪйствительныя. 

Если только одинъ изъ коэффищентовь Ш, Е, Е, напр. О, рав- 
няется нулю, то, обозначая первую часть уравнен!я (7) чрезъ Г, бу- 
демъ имЪфть 


У=(А—5)(В—80—5) -Е\А—5)— Е%ВЬ—5).. (9) 


или 


2 Е? 
7=(А—5)(В ве—9| в-90-9 @—50-= 5): 


Допустимъ, что А < В. Въ такомъ случа, какъ видно изъ выра- 
жешя (9), величина У, при $= А, получаеть отрицательное значеше 


—ЕВЬ—А), 
& при $ = В, положительное 
Е«В— А). 
Кром того изъ выражевшя (10) видно, что, при 5 = — со, величина 


У обращается въ -|--<2, а при 8 =-- <, вь — со. 

Если предположимъ, что 5 измфняется непрерывно, получая вс воз- 
можныя значеня отъ — со до -|- < и переходя нослЪдовательно черезъ 
значеня 

—©<, д, „В, о, 


то будемь имЪть, что и У измфияется непрерывно, получая послЪдо- 
вательно значеня, которыхъ знаки суть 


+, +, =. 


Такъ какъ конечная величина можеть перейти непрерывно изъ ио- 
ложительнато значеня въ отрицательное, или обратно, не иначе какъ 
сдЪлавшиеь сперва равною вулю, то заключаемъ, что въ трехъ проме- 
зкуткахъ между названными четырьмя значевами $ должны существо- 
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вать таыя дЪйствительныя величины, при которыхъ выражеше У’ 
щается въ пуль и которыя суть, слфдовательно, корни уравневйя ( 
ТЪ же соображеня примфнимы и въ предположени, что А’> В- 
Если же А= В, то уравнеше (7) обращается въ 


(А— В(аА— 5) (6—8) — Е*— Е =0, 
причемъ очевидно, что однимъ его корнемъ будеть А, а двумя 
гими дфйствительные корни квадратнаго уравнешя 
8 — (А+ 5-Е (46 — Е*— Е) =0. 


521. Обратимся теперь къ случаю, когда ни одинъ изъ коэффи 
товь 0), Е, Е не равняется нулю. 
Обозначимъ чрезь Г, М, № разности 


РЕ ре ЕЕ 
пр ОНИ 


А 


имЪюния, очевидно, величины конечныя. Въ такомъ случа буд: 
имфть 


РЕ ЕЕ 
=. СМ 


А В+, В=мМ- 


Подетавивъь эти выражешя въ уравнеше (7) и измфнивъ въ немь. 
знаки, получимъ 


Рив 


2{5-—г Е 2 м 28-м) 


—2РЕЕ=0 


или, по перемножеши и сокращени, 


(5— 7(8— Мф № 
ЕЕ Е о ‚ПЕ а 
278-18 —М)— 5 (8—18-№— у (5— М8ф№=0 
или, наконецъ, 


Р(8— 145 — М8 — №Ь— 


—_6—95-М) _6-05-№_6-мМ8-М_, |. а) 
1: т НЫ . 


1 
тдв _Р означаетъ ТЕР" 


ен Е 


ПослЪ такого преобразовашя уравнены, опредфляющаго 5, обозна- 
чимьъ его первую часть черезь У, т. е. положимъ 


У= 25 — Г)(5— М8— №— 


(9 — 1) (5 — М) _ ($— Е №_($—м)8—№) |. 42) 
ИВ 4 т о 


‘или 


и - : ин 1 "| 


18—=№) Е\5—М) ЕВ 


Допустимъ сперва, что между величинами Г, 4, № нётъ равныхъ, 
’и пуеть 
Тт<М< Ум. 
Въ такомь случа, какъ видно изъ равенства (12), величина У бу- 
детъ имфть, при $ = и при 5 = №, отрицательных значен!я 
(= Мю (и— Тим) 
Е Ебыы Та , 


а, при 5 = М, положительное 


(МГУ М). 
Ден 


Кром того, изъ послЬдняго выражешя для У видно, что, при 
8 = —с2, эта величина обращается въ 00, а при 5 = -- ©, въ ==, 
гдЪ верхше знаки соотвЪтетвують случаю, когда Р < 0, а нижше 
случаю, когда Р>о0. 

Поэтому, если положимъ, что 5 возрастаеть непрерывно, получал вс% 
возможныя дЪйствительныя значешя оть — со до-- 02 и переходя по- 
слЪдовательно черезъ значеня 


В В, В АЕ (18) 


то будемъ имЪть, что Т, измнялеь также непрерывно, получить рядъ 
зваченй, коихъ знаки чередуются слфдующимъ образомъ: 
Е НН, =. 

Отеюда заключаемъ, что, при Р<.0, должны существовать въ трехъ 
. первыхь промежуткахь между пятью величинами (13) таюя значешя 
В, которыя обращають У вь нуль и которыя, слфдовательно, суть 
корни уравнены (11) или (8). Если же РО, то тоже самое должно 
быть сказано о трехъ послфднихъ промежуткахъ между величинами (13). 

Само собою понятно, что приведенныя соображешя имфють силу 
при всякомъ порядкЪ неравенства величинъ 1, М, №. 


7 — 


Если дв изъ этихъ величинъ равны между собою, напр. / = №. 
то, какъ видно непосредственно изъ уравнешя (11), одинъ изъ ее 
корней будеть 5=Г, два же друме будуть корнями квадралнате 
уравненя 


в ив (ы+н)8-№м-0. 


Что они дйствительны, слфлуетъ уже изъ того, что первая часть этого. 
поелфдняго уравнешя имфетъ разные знаки при 9 = Г и при 5 = №. 

Итакь, во всфхъ возможныхъ случаяхъ уравнене, опредвляющее 5, 
иметь три дФйствительные корня. Это значить, что три змавныя да- 
ъметральныя тлоскости поверхности второю порядка вседа дъйстви- 
тельныл. : 

522. Чтобы опредЪлить по данному значению 5 соотвфтствующее на- 
правлеше главной плоскости, т. е. величины т, п, р, можно поступать 
слфдующимъ образом. 

Умноживъ два первыя изъ уравневйй (5) послфдовательно на Ки Е 
и вычтя результаты, получим 


(а—5)Е— РЕт— [(В—ЗЕ-—ШЕт=0. 


Точно также; исключивъ эн изъ двухъ послёднихь уравнен (5) 
получимъ 


(В -ЗЕ— РЕв—[(0—5))0— ЕЕ р=о0. 


Эти равенства можно представить въ видЪ 
Е(5— Гт= ЕбЬ— М = (5 — Мр- 


Слфдовательно, величины т, ®, р пропорщональны произведениям, 


РЕз—мМ)(5— М), РЕБ Г)($— №), ЕЕБ--Г)(8— М). 


523. Будемъ обозначать корни уравнен!я (7) чрезь 5, 5, б, н 
пусть ‘соотвфтетвующия имъ значешя т, %*, р будуть послфдовательно 
т, Ж, а, та, па, рэ, тз, 7з, рз- 

Въ такомъ случаф, въ силу соотношений (5), будемъ имфть слВдующия 
группы равенетвъ: 


бт: = Ат -- Фа -- Ел Выте = Ать -- Оиз-- Ерь 
бт = Дин + Вы + Ем |› — @т, = т, Ви, Еь | - 
Вт = Ет, + Ри + Сы | Бр» = Ето -Н Еть -- Ор 


Если умножимь равенства первой изъ этихъ группъ посл®довалель- 
но на из, и, ро, а равенства второй группы на ин, т, м, и изъ 


ОЧ — 


суммы первыхъ произведешй вычтемъ сумму вторыхъ, то, очевидно, 
получимъ 


(5, — 8з)(инть Е тижь Е зи) 


Подобнымъ же образомъ найдемъ 


(5, — бить -- тив -- 213) =0 
и (5, — бз)(тьть -- пзиз Е рзрз) = 0. 


Отсюда видно, что за исключешемъ случая, когда между величинами 
Я, 5, 8: существуютъь равныя, каждыя дв злавныя Одаметральныя 
плоскости перпендикулярны между собою, & это значить, что он® с0- 
пряженныя. 

Дламетры, по которымъ он пересЪкаются, называются злавными 0%4- 
метрами или осями поверхности: 

Итакъ, три главныя плоскости составляютъ систему трехъ сопряжен- 
ныхь даметральныхь плоскостей, перпендикулярвыхь между собою, а 
три оси систему трехъ сопряженныхь маметровъ. 

Такая система, какъ мы видфли выше, можеть существовать только 
для поверхности центральной. 

524. Если поверхность не имфеть центра, то одна изъ главных 
плоскостей будетъ безконечно удаленная вефми своими точками и, слф- 
довательно, геометрически вовсе не можеть быть разсматриваема. 

Въ самомъ дфлф, поверхность (1), какъ извЪстно, не будетъ цен- 
тральною, когда имфетъ мЪфето равенство 


|4, р. Е| 
в 
[Е #, 06| 


или 


АВО--2РЕЕ— АР? — ВЕ*— 61° 


, 


т. е, когда уравнеше (8), опредфляющее 5, не имфеть постояннаго, 
члена. Въ этомь случаЪ одно изъ значешй 5 должно равняться нулю 
и потому, какъ видно изъ уравнен (6), соотвфтствующая этому зна- 
чен!ю главная д1аметральная плоскость будетъ безконечно удаленною 
(см. стр. 328). 

Не принимая во вниман!е безконечно удаленной плоскости, можно, 
слфдовательно, сказать, что. поверхность, не имъющая центра, иметь 
зполько двъ злавныя даметральныя плоскости. 

525. Посмотримъ теперь, какъ можеть быть найдено уравпеше по- 
верхности по отношению къ систем координать, плоскости которой 
совпадають съ ея главными плоскостями. 
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Положимъ сперва, что разематриваемая поверхность есть цент 
ная, и пусть ея уравнеше относительно какой-нибудь прямоуголь 
системы координатъ, начало которой находится въ центр, будеть 


Аз? -- Ву?-- СР -- 2Олу -- 2Елё - Ецёе-- К=0. 


Обозначимь черезь си, 41, 7, углы, составляемые съ осями коорде- 
нать одною изъ осей поверхности, чрезъ ©», В», 7. другою и чрезь 
&з, Вз, 7з третьею. Въ такомъ случаЪ формулы преобразован!я коорди- 
нать будуть 

2 = 2'с036 + у’созс, - #'с08аз , 
у = 203, | у’созвь -- 2'созв: , 
= 'с057, -- ус0зуз - ='037з , 


и уравнене поверхности преобразуется въ 


да -- Вуз СТ Еее + К=о. 


Такъ какъ новыя оси координать суть сопряженные даметры, то 
коэффищенты О’, Е’, Е’ должны равняться вулю (см. стр. 403). Что же 
касается остальныхь коэффищентовь, то изъ нихъ первый выражается 
слфдующимь образомъ: 

А’ = Асоз?а, -- Всоз?В, -- Ссоз?у, -- 
= 2еозе созй, -- 2 Есозеу созу, -- 2 Есозё, со! 


Но изъ равенствъ (5) имземъ 


Ат, -- От -- Ей = Эт , 
т -- Вт -- Кр = т , 
^ Ет Е Ет -- Ор = Я. 
Раздфливь каждое изъ этихъ равенствь ва Уж? Е ?, по- 
лучимь 
Асоза, -- Гсозв, -- Есозу, = 8160541 , 
Феозаи -- Всозв, -- Есозу! = 816038! , 
Есова, -- Есозё, -- Осозу, = Аисози . 
Отсюда же, по умножеши послфдовательно на с050и, созЁ\, с0871 и 
сложеши результатовъ, найдемъ 
Асоз?а; -- Веоз? 8, -- Сеоз?и, -- 
-Е 2 еоза сов, - 2 Есозаи созу, -- 2038 с0871 = А! - 


— \8-— 


СлЪдовательно, 
АЯ. 
Подобнымь же образомъ убфдимея, что 
В’ = 8 и С=8.. 
Итакъ, уравнен!е поверхности, отнесенной къ ея осямъ, будеть, 
Буа? Е бьу? -- бе -- Ко... (14) 


526. Положимъ теперь, что разематриваемая поверхность имфеть 
безконечно удаленный центрь и выражается относительно прямоуголь- 
‚ной системы коордивать уравнешемъ вида (1). Въ этомъ случа одинъ 
изь корней уравнешя (3), напр. &з, равняется нулю. 

ИзмЪнимъ направлеше- осей координатъ такъ, чтобы двЪ изъ нихъ 
были перпендикулярны къ двумъ главнымъ плоскостямь, соотвфтствую- 
щимъ корнямъ А! и 5, а третья параллельна ихъ лини пересфчешя, 
т. е. даметрамъ, Формулы для такого преобразованя булутъ тЪ же, 
какъ и вь предыдущемъ, и потому изъ такихь же соображешй убЪ- 
ждаемся, что преобразованное уравнене поверхности будеть 


бла? - 56° -- Иж. у, 2) =0, 


тд№ ((2.у,=) означаеть сумму всЪхъ членовъ уравнев!я, начиная съ 
третьяго. 


Если посл этого перемфетимъ систему координат, не измфняя на- 
правлен!я осей, такъ чтобы двЪ плоскости координатъ совпадали съ 
названными главными плоскостями, а начало было бы точкою поверх- 
ности, то уравнев!е поверхности, какъ мы видЪли (см. стр. 404), при- 
меть видъ 


А ВР =0. 


Но такъ какъ отъ такого преобразованя коэффищенты членовъ вто- 
рого измфрешя не измфняются (см. стр. 393), то будемь имфть 


А=8 и В=8. 
СлЪдовательно, уравнеше поверхности будетъ 
ба -- бу? -- 92 = 


Итакъ, относительно прямоугольной системы коордиватъ, плоскости 
которой совпадають еъ главными плоскостями поверхности второго по- 
рядка 1), уравнеше этой поверхности приводится къ виду (14) или (15), 
тдЪ коэффишенты членовь второго измрен!я суть корни уравнешя (8), 


Не. 


2) Веб три дая центральной поверхности и деф для не пифющей центра. 
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составленнаго по коэффищентамь первоначальнаго уравнешя той 
поверхности относительно какой-нибудь прямоугольной системы. 

527. Если два корня уравневия (8) равны между собою, напр. 8! = 8» 
то уравнеше поверхности (14) принимаеть видъ 


(а? у) 5:2 - К=0. 


Легко видфть, что эта поверхность веякою плоскостью, перпендикуляр- 
ною къ оси ОЙ, пересБкается по кругу, имфющему центръ на этой оси. 
ДЪйствительно, уравнене такой плоскоети есть 


#=с, 


и потому находимъ, что уравнеше проекщи лини пересфчен!я на плос- 
кость ХОУ, будеть 


(а? у?) -- 5-5 К=0, 


а это есть уравнене круга, центръ котораго въ начал координатъ. 

Поверхность, обладающая такимъ свойствомь, можеть, очевидно, 
быть разематриваема, какъ описываемая кривою линей, вращающеюся 
около оси 0Й. 

Это относится и къ поверхности, выражаемой уравнешемь (15) при 
8 = 8». 

Вслкую поверхность, которая можеть быть описана какою-нибудь 
лишей, вращающеюся около неподвижной прямой, называють яовера- 
ностью вращеня, причемъ эта неподвижная прямая носить назваше 
оси вращешя. 

'Изь сказаннаго видимъ, чт0 въ случаЪ сущеетвованя равныхъ кор- 
ней уравненя (8), опредфляющаго &, поверхноеть второго порядка, 
выражаемая уравнешемъ (1), есть поверхность вращеня. 

528. Мы видфли, что три корня уравненя (11) заключаются въ трехъ 
послфдовательныхь промежуткахь между величинами 


—©, Г, м, м, о. 


Это показываетъ, что два послфдовательные корня раздфлены одною = 
изь величинь Г, М, М и потому могутъ быть равны между собою, не 
иначе какъ равнялсь этой величин$. Слфдовательно, въ случа суще- 
ствовавя равныхъ корней уравненя (11) эти корни равняются одной 
изъ величинь 1,, М, М. 


Но если въ уравнеши (11) положимь 5 = Г, то будемъ имфть 
((— М)(Г— №) =0 


и, слфдовательно, должно быть Г. = М или [= М. 


== 815 


При Г= М первая часть уравнешя (11) разлагается на два мно- 
жителя (8 — Г) и 


1 1 1 
В8— 1)(5— м-в (в н)6 м. 
Для того чтобы и второй множитель обращался въ нуль при 8=Г, 


необходимо имфть Г, =М, и потому уравнеше (11) обращается въ 


а ... 6) 


Итакъ, если два корня уравнен!я, опредЪляющаго $, равны между 
собою, то должно быть 


Г=М=\М 
те 
РЕБ: ое 
О. 0 


Это есть, такимъ образомъ, услове, что поверхность (1) есть поверх- 
ность вращешя. 

Если веф три значеня 5 равны между собою, то, какъ видно изъ 
(16), должно быть & 


и, слфдовательно, 
а=вВ=сС. 


При ЭТихЪ условяхъ, какъ увидимъ ниже, уравнеше (1) выражаетъ 
сферу. 

529. Можно считать геометрически очевиднымъ, что для поверхно- 
сти вращеншя всякая плоскость, проходящая черезъ ось вращеня, иметь, 
свойство главной даметральной плоскости, а для сферы этимъ свой- 
ствомъ обладаютъ вс даметральныя плоскости. Аналитически же это 
обнаруживается изъ того, что въ случаЪ, когда 5 есть одинъ изъ рав- 


ныхъ корней уравненйя (11) и когда, слЪдовательно, въ силу услошй (17), 
должно быть 


каждое изъ трехъ. равенствъ (5) представляеть одно и то же услоше, 
‘именно 


РЕт-- ОЕп- ЕЕр =0. 


и“ 
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Это уелоые; очевидно, недостаточное для полиаго опредфленйя 
правлен!я главной плоскости, показываетъ только, что она должна 
перпендикулярна къ плоскости, выражаемой уравнешемъ 


РЕзг-- ОЕу- ЕЕ: =0. 


Въ случаЪ равенства вефхъ трехъ корней уравневшя (11) и эта 
саЪдняя плоскость будеть неопредфленною. 


$4. Каеательныя и полярныя плоекости. 


530. Мы видфли выше (см. стр. 389), что касательная плоскость 
какой-нибудь точкЪ поверхности второго порядка есть геометрич 
мфето вефхъ касательныхь прямыхь въ этой точкЪ. Основываясь 
этомъ, не трудно найти уравнеше касательной плоскости къ по 
ности, выражаемой общимьъ уравненемь 


Аа -- ВР СР Та оз --ЗЕуё-- 
Е2бх--2Ну-+ 29=- К=о0 : 


въ какой угодно ея точкЪ. 


о. 


Положимь, что (21. /и.2) есть данная па поверхности точка, 
пусть уравненя какой-нибудь прямой, проходящей черезъ эту точ 
будуть 


зе Ее ть ЕЖЕ АЮИЕ 
т п р 


Обозвачал черезь о величину каждаго изъ трехъ отношенй, состав- 
ляющихъ эти уравневя, будемъь имфть 


«= то--а, ужпе-и, г=рора..... (8) 


причемь каждому положению точки (2,у,2) на прямой (2) будеть 
соотвфтетвовать опредфленное значене о, и въ частности, при 2 =, 
у=и, 2=а, будемь имфть о =.0, и обратно. 

Величины ©, соотвфтствующ!я точкамъ пересфченя прямой (2) съ 
поверхностью, опредфлимъ, исключая т; у, # изъ уравнешй (1) и (3). 
Въ результат исключевя, какъ показано выше (см. стр. 396 и 397), 
будемъ имЪфть 


Ро 200-- В—=0, 


тд Р, Ои Е ныфють слфдующйя значен!я: 


= 4 
Р= Ат? -|- Ви?-|- С-- 2Рт-- 2Етр-- ЭЕпр, 


© = (Аж -- Ри - Ел -- @)т- (Фа -- Ви + Еа -- Ни-- 
- (Еа -- Ел -- ба -Н Ль, 


Л= Аа? -- Вл? -- Са*-- ЗБ 5 2Ела -- 2 ия Е 
+ 26а + 2Ни 27а -+| К. 
Такъ какъ по предположению точка (21, и, #1) принадлежить поверх- 


ноети (1), то должно быть В =0, и для другой точки пересфченя 
прамой (2) съ поверхноетью будемъ имЪть 


ЩЕ. 
ВЕЕР 


Если прямая (2) есть касательная, то и это значеше о будетъ рав- 
няться нулю и, слфдовательно, должно быть 9 =0. 
Такимь образомъ получаемъ услоше 


(Аз -- и + Еа + @)т- (ра - Ви -Е Еа -- Нж-- 


Е Ри б-р о `; © 


ири которомъ прямая (2) касается поверхности въ точЪ (21, /, 21). 

Исключая т, п, р изъ этого усломя и уравненй (2), получимъ, 
очевидно, уравнеше геометрическато мфета вефхъ касательныхъ въ этой 
точкЪ, т. е. уравнене касательной плоскости 


(Аз -- Ри -- Ел -- @\— 2) (Фа Ви 5 Еа -- Н\у— у) 
-- (Ея - Ри -- ба )ё—а)=0. 


Легко видфть, раскрывъ скобки, что въ этомъ уравнеши сумма чле- 
новъ, не зависящихь оть перемвнныхь х, у, 2, будеть равняться 


ва -- Ни + 9а--КЫ— В, 


и такъ вакъ В==0, то заключаемь, что уравнене касательной илос- 
кости можеть быть представлено въ видь 


‘2 Кри Ея ва рат Ви РА Ни 
Ва Ки бя (бани Ю-| *® 


581. ПослЬднее уравнеше, при всякихъ значевяхъ координать а, 
и, а, представляеть вполнф опредфленную плоскость, исключая того 
случая, когда эти координаты удовлетворяють одновременно уравненамъ, 
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хан: 


их Ту- Ег-- @=0, 
Тэ-- Ву Её Н=0, 
ЕЕ-Е Ву ЕЛ, 
бе Ни -- К=о, 


т, е. когда 
Ки 1 
рвом 
Я о 
Ге К 


Въ этомъ случаЪ, какъ мы видфли выше (см. стр. 396), разематри- 
ваемая поверхность есть коническая или цилиндрическая. 

Итакъ, за исключещемь конусовь и цилиндровь, всякая поверхности 
второю порядка имъеть въ каждой своей точкъ вполнт опредъленную 
и единственную касательную плоскость \). 

532. Услоше (4) можеть быть представлено въ вид% 


(Ат-- Ри-- Ерд -- (Фт-- Вп-- Еруи Е (Ет-- Е - бра -- 
+ (бт Н-- =. 


Такъ какъ это есть результать подстановки координать аа, У, 2% 
въ уравненше дламетральной плоскости, проходящей черезь средины 
хордъ, параллельныхь прямой (2) (см. стр. 397 и 398), то заключаемъ, 
что всякая маметральная плоскость, соотвфтетвующая хордамъ, парал- 
лельнымь касательной плоскости (5), проходить черезъ ея точку при- 
косновешя. 

Это свойство можеть быть выражено еше слфдующимь образомъ. 

'Двъ баметральныя плоскости, изь которыть одна параллельна каса- 
тельной плоскости, а друзая проходить черезь ея точку прикосновеня, 
суть сопряженныя. Е 

533. Прямая, проходящая черезъ точку прикосновешя касательной 
плоскости и периендикулярная къ ней, называется нормалью къ по- 
верхности. 

Въ силу этого опредфлев!я заключаемъ, что пормаль къ поверхности: 
(1) въ какой-нибудь ея точкЪ (21, у, 21), въ случаЪ прямоугольной систе- 
мы координат, выражается слфдующими уравнешями (см. стр. 361 и 362): 


1) Вершина конуса есть точка, въ которой касательная плоскость неопредфленная, 
ибо вслкая плоскость, проходящая черезь вершину, имфеть съ конусомь дв общая 
дЪйствительныя или мнимыя прямыя, и потому должна быть разематриваема, какъ ка- 
сательнал. Для цилиндра это свойство принадлежить безконечно удаленной точк® 
всфхъ образующих. 


ех 999— 


фм ум 2 а 


Ао Ри--ЕА Ба-Ви-ЕРА--Н Еи-ЕРи+ ба” 


Подобнымь же образомъ легко составить уравнешя нормали и въ слу- 
ча косоугольной системы координат. 

534. Уравнеше (5) предетавляеть опредфленную плоскость также и 
тогда, когда 2, и, @ означаютъ координаты точки, данной какъ- 
нибудь въ пространствф. Плоскость эта называется въ такомъ случа 
полярною плоскостью данной точки, а данная точка называется ея 
полюсомь. 

Всякая точка имфетъ, слЪдовательно, по отношению къ поверхности 
второго порядка опредфленную полярную плоскость, и всякая плоскость 
опредфленный полюсъ. Для точки, лежащей на поверхности, полярная 
плоскость есть касательная и, обратно, полюсъ касательной плоскости 
есть ея точка прикосновеня. 


Если илоскость дана уравнешемъ 


Те-- Му №-Р=0...... о. . (6) 


и, требуется найти ея полюсъ, то обозначая координаты его чрезъ 
я, и, а, будемъ имЪть, что козффищенты Г, М, №, Р должны 
быть пропорщювальны коэффищентамъ уравневя (5). Это даетъ условя 


Аз, -- Ти -- Ел -- @ = 
Ра-- Ви -- Еа -- Н=ЕМ 
Ел -- Ри -- ба-НУ =&М№М 
ба -- Ни -- Та К=®Р 


ис нанЕКО) 


тд% Ё величина неопредЪленная. 

Изь нихъ для каждой изъ координатъь 21, /:, 21 получается един- 
ственное и опредфленное значеше, если только поверхность (1) не есть 
коническая или цилиндрическая. 

Если данная плоскость есть касательная, то координаты искомаго 


полюса должны удовлетворать ея уравнен!ю. СлЪдовательно, долж- 
но быть 


Та - Му + Ма -НР=о0. 


Исключая изъ этого равенства и условй (7) величины 21, и, д, # 
получимъ услоше соприкосновеня плоскости (6) съ поверхностью (1) 


въ вид = 


535. Обозначая черезъ хо, уз, 2» координаты какой-нибудь 10’ 
лежащей на полярной плоскости точки (21, /,2), и подставляя эти 
ординаты въ уравнеше (5), получимъ тождество 


(А -- Ри -- Ел -- бд -- (Фа -- Ви -- Еа-Е На - 
+ (Ев, -- Еу -- Са Е 7) -Е (бла Е Ни 5 Та -- К) =0. 


Такъ какъ оно симметрично относительно координать 2, и, м № 
2:, уз, 2., ТО заключаемь, что точка (21, /,2) лежить также на ве 
лярной плоскости точки (25, уз, 2э). 

ДьЪ точки, изь которыхь каждая лежить на полярной плоскоета 
другой, вазываются сопряженными. Точно также и двЪ плоскости, из» 
которыхъ каждая проходить черезъ полюсь другой, называются 
пряженными. 

Понятно, что полюсы вефхъ плоскостей, проходящихь чрезъ какую 
нибудь данную точку, будучи точками сопряженными съ данной, доля 
лежать на ея полярной плоскости, и точно также полярвыя ч1лос- 
кости вефхъ точекъ, лежащихьъ на какой-нибудь данной плоскости, б- 
дучи сопраженными съ нею, проходять черезъ ея полюсъ. 

536. Если какая-нибудь прямая Г проходить черезь двЪ данных 
точки, то всякая ея точка будеть сопряженною со веЪми точками пря- 
мой Г/, по которой переефкаютея полярныя плоскости дапныхъ точекъ- 
Полярных плоскоети вефхъ точекъ одной изъ этихъ прямыхъ прохо- 
дать черезь другую, и полюсы всфхъ плоскостей, проходящихь через» 
одну изъ этихъ прямыхъ, лежать на другой. Тавя двЪ прямых, чте 
вс№ точки одной суть сопряженныя со вебми точками другой, назы- 
заются взаимно-полярными. 

Если двф взаимно-полярныя прямыя переефкаются, то точка их 
перееВченя есть полюсъ плоскости, черезь пихъ проходящей, Эта плос- 
кость есть, слЪдовательно, касательная. ь 

Понятно также, что прямая, соединяющая дв какя-нибудь точки 
поверхности, и прямая, по которой пересфкаются касательных нлоскости 
вЪ этихъ точкахъ, суть взаимно-полярныя- 

537. Всякая точка касательной плоскости есть сопряженвая съ ея 
точкою прикосновеня. Отсюда заключаемь, что точки прикосновенйя 
вебхъ касательныхь плоскостей, а слфдовательно и касательныхь пря- 


а Ей 


мыхъ, проходящихь черезъ данную точку, лежать на полярной плос- 
кости этой точки, 

Касательныл прямыя, проходян!я черезъ данную точку, образуютъ, 
какъ мы видЪли (см. стр. 388), ковусъ, описанный около поверхности, 
Лишя, по которой этоть конусъ соприкасается съ поверхностью, есть, 
слфдовательно, лиши пересфченя поверхности съ полярною плоскостью 
его вершины. 

738. Четыре плоскости, изъ которыхъ каждая есть сопряженная съ 
тремя остальными, составляють такъ называемый полярный знетраэдуь. 
Каждая вершина такого тетраэдра есть полюсъ противоположной грани. 
Каждые два противоположные ребра суть взаимно-полярныя прямыя. 

Для всякой поверхности второго порядка полярныхъ тетраэдровъ су- 
ществуеть безчисленное множество. Одна вершипва такого тетраэдра 
можетъ быть взята совершенно произвольно. Другая можеть быть взя- 
та произвольно на полярной плоскости первой. Третья и четвертая суть 
двф кавя-нибудь сопряженных точки на прямой изаимно-полярной съ 
прямою, проходящею черезъ двф первыя. 

539. Если положимъ, что въ уравнения (5) эл, и. и, означають ко- 
ординаты центра поверхности, то, какъ извфстно (ем. стр. 394), долж- 
но быть 


Ам -- Ли -- Ед + @=0, 
Ри + Ви Ка И=0, 
Ба -- Ри + ба 9 =0. 


Въ такомъ случаЪ плоскость, выражаемая этимъ уравненемъ, будетъ 
безконечно удаленною. Слфдовательно, центрь есть полюсь безконечно 
удаленной плоскости. 

Если положимъ, что точка 21, уг. д лежить на прямой, выражаемой 
уравненшемъ 


то уравнению полярной плоскости (5) можно дать видъ 
(Ат-- Оп Ер)з - (Фт-- Вп- Еруу- (Ет- Ев - Ор)=-- 
| (Ст -- Ни4- р - (Ел ю=0. 
й 


При 2! =2, это уравнеше обращается въ уравнеше д1аметральной 
плоекости, проходящей черезь средины хордъ, параллельныхь прямой 
(8). Отсюда заключаемъ, что Огаметральная плоскость есть полярная 
плоскость безконечно удаленной точки, принадлежащей соотвътетвую- 
щимь ей хордамь. 


— 422 — 


Изъ сказаннаго видимъ также, что система трехъ сопряженныхь 
метральныхъ плоскостей вмфетЪ съ безконечно удаленною илос! 
предетавляеть полярный тетраэдръ. 

540. Если точка (м,у,2) находится въ началЪ координат, то 
неше полярной члоскоети (5) принимаеть видъ 


@ж-- Ну-- 72- К=о. 


Полагая здфсь 2==0, получимь уравнеше лиши ‘пересфчешя 
плоскоети съ плоскостью координать ХОУ 


бх- Ну К =0. 


Вь то же время уравнеше лиши пересфченя самой поверхности 
съ тою же плоскостью координать будеть 


А-а рзу-- ВР 26-Е 2Ну- к: 


Первое изъ этихъ двухъ уравнешй представляеть поляру начала 
ординатъ относительно кривой, выражаемой вторымъ (см, стр. 126). 

Отсюда убЪждаемся, что прямзя, по которой произвольная сЪку 
илоскость, проходящая черезь данную точку, пересЪкаеть поля 
плоскость этой точки, есть поляра той же точки относительно 
пересфчешя сЪкущей плоскости съ самою поверхностью. 

Это позволяеть заключить, что полярную плоскость можно опре, 
лять, какъ геометрическое мфсто точекъ, которыя вмфетЬ сь дан! 
точкою дфлять гармонически хорды, образуемыя прямыми, проходания 
ми черезь эту точку (см. етр. 129). 


ГЛАВА ПЯТАЯ. 
СФЕРА. 


$ 1. Уравнеше сферы. Касательная илоскоеть. 


541. Сфера или шаръ опредфляется геометрически, какъ поверх- 
ность, вс точки которой находятся на одномъ и томъ же разетояи 
отъ одной данной точки, именуемой ея цептромъ. 

Изь этого опредфлев!я елЪдуеть, что по отношешю къ прямоуголь- 
ной систем координать всякая сфера выражается уравнешемъ 


(ва) (уе 6—=0,,.... @) 


тдЪ а, В, с суть координаты ея центра, а х радусь. По отношению же 
кь косоугольной системЪ уравневе сферы будетъ (ем. стр. 299) 


(ха - Ри (2 — © 2 — а(ё— 60+ 
- 2 —)( — одвози- 2(х — а) (у — В)еовт — 7? =0 


5 * (2) 


тДВ А, и, ? суть углы между осями координаль, а ирочя постоянныя 
имбють то же значене, какъ и при прямоугольной систем координать, 

Сфера есть, слФдовательно, поверхность второго порядка. 

Хотя въ аналитическомъ изучени сферы отдфльно оть тЪхЪъ поверх- 
ностей второго порядка, къ которымь она относится, какъ частный 
видъ, и не представляется необходимости, но, велфдстве простоты урав- 
нешя (1), въ особенности же простоты и наглядности геометрическаго 
значешя его постоянныхъ, является возможность простого аналитиче- 
скаго рёшеня многихъ вопросовъ, относящихея къ сферЪ и системамь 
сферъ. Краткому обзору иЪкоторыхъ изъ такихъ воиросовъ посвящается 
настоящая глава. 


542. Если общее уравнене второй стёпени 


АЕ Ву?-- Се-- 2Плу 2 Еля-- ЭРув- 


+2024. 2Ни-- 292 КО еек”) 
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выражаеть относительно прямоугольной системы координатъ сферу. 
коэффищенты его должны быть пропорщюнальны коэффищентамь, 
нешя (1), т. е. должно быть 


А В С р Е Е [23 Н ра 
т 1 50 0 о —а -Ь —с 


Отсюда виДИмМЪ, что необходимым и достаточнымь ‘услошемтъ, 
общее уравнеше (3) представляло сферу, служать равенства, 


Сльдовательно, уравнеше всякой сферы можеть быть разсматриваемив 
вЪ видь 


Ау =) Р2б&-- Ну 27. К=о, ...- 6% 


причемъ координаты центра и радусь опредфлятся по его коэффи- 
щентамъ слфдующимъ образомъ: 


с Н ра 


С УбЕН-ЕЛЕАК. 
` ЕЕ 3 

Подобнымь же образомь легко получить усломя, при которыхъ урав- 
неше (3) выражаетъ сферу относительно косоугольной системы коор- 
динатъ. 

Такъ какъ уравнеше (4) содержитъ только пить коэффищентовь, то’ 
сфера вполнф опредзляется четырьмя принадлежащими ей точками или 
какими-вибудь четырьмя равнозначущими имъ геометрическими дан- 
выми. 

Уравнеше сферы, проходящей черезъ четыре данных точки (2, /, 2), 
(22. 2,23), (жд, Уз, 23), (а, , 24), получимъ, очевидно, исключая коэф- 
фищенты А, @, Н, 9, К изъ уравненя (4) и изь четырехь то- 
ждествъ, получаемыхь при подстановвЪ въ это уравневше координать 
данныхъ точекъ, 


Результать исключеня будетъь имЪть видъ 


а у”, зу, й, 
жену ай, м, И, 
ера, 2, №, а, 
жи -Руе-Р ай, дз, У, #8, 1 
д-ра, 24, и, в, 1 | 


543. Полагая въ уравненм (1) 2=0, получимъ уравнеше ливзи пе- 
ресЪчен1я сферы съ плоскостью ХОУ въ видЪ 


(х— а --(у— = 


Оно выражаеть круРь, дЪетвительный только тогда, когда с <». 
Если же с=, то плоскость ХОУ имфеть со сферой только одну 
общую точку и есть, слфдовательно, касательная. 

Отсюда заключаемъ, что сфчешя сферы вефыи возможными плоскос- 
тями суть круги (лЪйствительные или мнимые) и что разстояве вея- 
кой касательной плоскости оть центра сферы раввяется ея радусу. 
Очевидно также, что ражусь сферы, проходящий черезъ точку прикое- 
новешя, какъ кратчайшее разстояне оть центра до касательной илос- 
кости, первепликулярень къ ней. 

Плоекости, проходяшия черезь центръ сферы, суть ея д!аметральныя 
илоскости. Круги, по которымъ овЪф пересфкають сферу, называются 
обыкновенно ея большими крушми. 

544. Если положимъ, что 2, и, 2: Суть координаты какой-нибудь 
точки, лежащей на сферЪ (1), то ураввеня проходящаго черезь эту 
точку радтуса будуть 

и) 
д—@ и— я 


Отсюда слфдуетъ, что уравнеше касательной плоскости въ точкЪ 
(д, и, =), какъ перпендикулярной къ этой прямой (ем. стр. 362), 
будетъ 


(#— ж)(а —а)-- (у—ии— В @—аха— 9 =0. 


При этомъ, такъ какъ точка (м. и,а) принадлежить сферЪ, то 
должно быть 


(м — а) (и — 5-Е (а — =, . . (6) 
велфдстые чего послфднему уравненио можно дать видъ 


(баб и—би—Э-е—ди-д-п=о.. (9 


Это уравнеше могло бы быть получено, какъ частный видъ общаго урав- 
нен!я касательной илоскости къ поверхности второго порядка (см. стр. 417). 


= 426 — 


Принимая во внимане равенство (6), а также очевидныя тожд 


(1 — а) -- (2 — а) — 2( — а) — а) =(е— 0), 
(у— 5-Е и — 6)" — 29 —и—В = и», 
(2—6 (ие) — (8 — в (а — с) =(@2— а), 


можно уравненю (7) дать еще слВдующий видъ 
(да-да ф уу -@-—а\- 


. Здфеь первая часть тождественна съ первою частью уравненя (1% 
самой сферы, вторая же часть выражаеть квадрать разетоян!я ка; 
нибудь точки (7,у,2) каеательной плоскости оть точки прикоснове 
ня, иначе говоря, квадрать длины касательной изъ точки (2, у,2). 
Это показываеть, что веб касательныя къ сферВ изъ какой-нибудь 
данной точки имфють одну и ту же длину и что эта длина опреде 
ляется авалитически, какъ корень квадратный изъ результата подета- 
новки въ первую часть уравнешя сферы координать данной точки. 
545. Если въ уравнеши (7) величины 2\,/,2 означають коорди- 
наты какой-нибудь точки въ пространств, то выражаемая имъ плос- 
кость есть полярная плоскость этой точки, а сама точка есть ея ио- 
люеъ (см. стр. 419). Такъ какъ при вслкихъ значеныхь координать 2 > 
у, = плоскость (7) перпендикулярна къ прямой (5), то заключаем, 
что для сферы полярная плоскость всякой точки перпендикулярна &® 
дШаметру, проходящему черезь эту точку. ДалЪе, обозначивъ черезь # 
разстояв!е полярной плоскости (7) оть центра (а,Ъ,с), будемъ, оче- 

видно, имЪть 
й 3 7" 


Ума а о Т’' 


тдЪ Г означаеть разстояве точки (2,/,2) отъ центра. Отсюда ви- 
димъ, что для сферы рад1усъ есть средняя геометрическая между раз- 
стояшями оть центра до какой-нибудь точки и ея полярной плоскости. 

Если точка (д, /и,2) дана внЪ сферы, такъ что разстоян!е ея оть 
центра болЪе радтуса, то ея полярная плоскость, очевидно, перес®каеть, 
сферу по дЪйствительному кругу. Точки этого круга, какъ видно изъ урав- 
ненйя (7), суть точки прикосновешя касательныхь плоскостей, & слф- 
довательно и касательныхь прямыхъ, проходящихъ черезь данную 
точку (21, и, 21). Вс тавя касательвыя прямыя образуютъ описанный 
конусъ, для котораго этоть кругъ служить управляющей или оенова- 
шемъ. Всяк конусъ, описанный около сферы, есть, слЪдовательно, 
прямой круглый конусъ 1) (см. стр. 240). 


1) Иначе говоря, конусь вращеня. х 


= вау те 


$ 2. Системы еферъ. 
546. Положимъ, что вамъ даны дв сферы, выражаемыя уравнешями 
(2 му (убив) — п =0 ) 
и (гаек о Г" 


Обозначивь черезъь 51 и А. первыя части этихъ уравнен!й, а черезь 
какую-нибудь постоянную величину, будемъ имфть, что уравнеше 


В — а = 0 не ь Ва, 2) 


выражаеть также сферу и, притомъ, такую, которая проходить черезь 
вс точки, обиця двумъ даннымь сферамъ, т. е. черезь лин!ю ихь 
пересфченя. 

Шри неопредЪленномъ Ё уравнеше (2) предетавляеть цфлую систему 
сферъ, называемую пучком». Это есть система одного измфревя. Каждая 
принадлежащая ей сфера вполн опредфляется значешемь поетояннаго %. 

Координаты центра сферы (2) будуть, очевидно, (см. стр. 424) 


Такъ какъ они, при всякомъ значеши #, удовлетворлють уравнешямъ 


| ИЕ ББ И аи 


и | 
а—м в—и @©-а (8) 


прямой, проходящей черезъ центры данныхъ сферъ, то заключаемь, что 
центры везхъ сферъ пучка лежать на одной прямой. 
547. При &=1 уравнене (2) обращается въ 
Я =... 
или 


(аз — ш)ж-Е (6, — ы)и-{ (© — вё--®=0, 
тд 


В ера т) — (а -Е с" — #9). 
2 


Это уравнеше выражаеть плоскость, которая называется радикальною 
плоскостью данныхъ сферъ. Какъ видно изъ самаго уравневя, эта 
илоскость перпендикулярна. къ прямой (3), соединяющей центры. 

Равенство (4) показываеть, что радикальная плоскость есть геомет- 
рическое мфсто точекъ, касательных изъ которыхь къ обфимь даннымь 
сферамъ равны между собою. 


22-428 =— 


Если данныя сферы пересфкаются между собою, то лин!я ихъ 
сфчешя лежитт. въ радикальной плоскости. Слфдовательно, дв 
пересфкаются между собою по кругу, по которому каждая изъ 
пересфкается ихъ радикальною плоскостью. 

Если данныя сферы соприкасаются, то радикальная плоскость 
ихъ общая касательная плоскость въ точкЪ соприкосновенйя. 

548. Если прзьмемъ двф как я-нибудь сферы, принадлежащия пу 
(2), наприм5ръ 


Я—=0 и 9—5 = 


то уравнеше ихъ радикальной плоскости будеть 


Я—#5 _ "5 
1—# 1—#` 


Очевидно, что оно выражаетъ ту же самую плоскость, какъ и урав- 
неше (4). СлЪдовательно, всф еферы пучка (2) имЪютъ одну и ту же 
радикальную плоскость. 

Послфднее равенство показываеть, что касательныя изъ какой-нибудь 
точки радикальной плоскости ко вефмъь сферамъ пучка равны между 
собою. Точки прикосновешя вефхь этихъ касательныхь лежать, слф- 
довательно, на одной и той же сферЪ, пересЪкающейся прямоугольное 
со веБми сферами пучка. 

549. Если система координать выбрана такъ, что ось ОХ совпадаеть 
съ лишей центровъ пучка (2), а плоскость УОЙ съ радикальною плое- 
костью, то уравнеше всякой сферы, принадлежащей пучку, можеть 
быть представлено въ видЪ 


(паи и— 


ИЛИ 
а 2 — аз, 


тдЪ и? = а —? есть, очевидно, величина постоянная, т. е. одна и та 
же для вефхъ сферь пучка, такъ какъ она означаеть квадратъ длины 
каждой изъ касательныхь къ этимъ сферамъ изъ начала координат. 
Величиною же а вполн% опредЪляется каждая сфера. 

При а==Е п будемь имфть ”=0. Въ этомь случаЪ сфера обра- 
щаетел въ точку. Такимъ образомъ видно, что на лини центровъ, на 
разетолни п отъ радикальной плоскости, находятся дв точки, которыя 
можно разематривать, какъ безконечно малыя сферы, принадлежащя 
пучку. Эти точки называются предъльными точками пучка. ОнЪ суть 
дЪйствительныя только тогда, когда сферы не пересфкаются, ибо въ 
противномъ случа » есть величина мнимая, 


"РИИЧИРОИРЧ Ач 


2 480 


550. Уравнене полярной плоскости для какой-нибудь точки (21, и, 21) 
относительно сферы (5) есть, какъ мы знаемъ, 


(д—а)( — а) ум га —*=0....... (6) 
или 


2 жа 5 ум Е 2а — ава)? 


При веякомъ а это уравнеше выражаеть плоскость, проходящую че- 
резъ линшю переефчешя двухъ плоскостей 


аля ул га т =0 и эра =0. 


Слфдовательно, полярныя плоскости точки относительно пучка сферъ, 
составляють также пучекъ. 

Если точка (м,/,&) лежитъь на радикальной плоскости, то лия 
пересфчешя ея полярныхъ плоскостей будетъ лежать на этой илоскости. 

Если точка (2\,/,,21) совпадаеть съ одной изъ предЪльныхъ точекъ, 
такь что 


то уравнеше (6) обращается въ 
(а==п)(#= п) =0 


и при всякомь а представляеть плоскость, проходящую черезъ другую 
предЪфльную точку и параллельную радикальной плоскости, 

Слфдовательно, для каждой изъ предфльныхь точекъ полярная плос- 
кость ееть одна и та же по отношению везхъ сферъ пучка. 

Изъ всего сказаннаго видимъ, что свойства пучка сферъ предетав- 
ляютъ полную аналогию со свойствами пучка круговъ на плоскости 
(см. стр. 160—168). 

551, Положим, что намъ даны три как-нибудь сферы, не принад- 
лежания одному пучку и выражаемыя уравнениями 


(в— м) ив @—а)*— п? =0 
(т — в - уфе т=о Г... (1) 
(2 — в) + (уф -@—в) т = 


Обозначая черезъ 5,, 5», 5з первыл части этихъ трехъ уравненй, 
& черезь № и 1 двЪ постоянныя величины, будемъ имфть, что уравнеше 


8: — #5; —18: = 


ЛЬ] 


выражаеть также сферу и, притомъ, такую, которая проходить черезь 
точки, общия тремъ даннымъ сферамъ. 


480: — 


При неопредфленныхь Ё и 1 уравнеше (8) выражаеть цлую 
сферъ, называемую сьтью или связкою. Это есть система двухъ 
рей, такъ какъ каждая сфера опредфляется въ ней двума 
метрами # и 1. 

Координаты центра сферы (8) будуть, очевидно, 


— м — а — № ы — 4: —1№ _ а — а — 
ТЕ * 34 


Е р т.47 аи 


Исключивъ изъ этихъ равенствъ & и 1, получимь соотношеше 


|2. у, я, 1 
о 9745609 1| 
а, в, в, 1 ь 
| В, в 1| 


показывающее, что этотъ центръ находится на плоскости, проходящей: 
черезь центры трехъ данныхь сферъ (см. стр. 333). 

СлЪдовательно, центры вефхъ сферъ, составляющих связку, лежать 
въ одной плоскости. 

552. Радикальныя плоскосфи каждыхь двухъ изъ данныхъ сферъ (7% 
выражаются уравненями 


Я =, =, =... ... . 9 


изъ которыхъ видно, что эти плоскости проходять черезъ одну прямую» 
Эта прямая называется радикальною осью данныхъ сферъ. 
Изь равенствъ (9) слфдуеть, что касательныя изъ всякой точки ра 
дикальной оси ко вефмъ тремь даннымъ сферамъ равны между собою. 
553. Возьмемъ двф как-нибудь сферы, принадлежания систем (8). 


Я —#5 —15:=0 и 9 —#1"5. —Г5: =0. 
Ихъ радикальная плоскость будеть выражаться уравнешемь 


Я — #5: — 158 _ & — #5 — [8 
р О По дн Ы 


которое, по ‘уничтожен и знаменателей, можетъ быть представлено въ 
видЪ 


(9, — 5)" — №) (9 — 83) — Г) - (8, — 88 ЕР — 1) =0. 


Такъ какъ это уравнеше, при всякихъ значеняхь Х, й", Г, Г, удо- 
влетворяется значенями неизвфетныхь, удовлетворяющих уравненямъ 
(9), то заключаемъ, что оно выражаеть плоскость, проходящую черезъ 

` радикальную ось давныхъ сферъ. 


т 


Это показывает, что радикальныя плоскости везхъ сферъ, принад- 
` лежащихь систем$ (8), проходать черезъ одну прамую, общую ради- 
кальную ось этихъ сферъ. 

Послфдняя есть, слЪдовательно, геометрическое мфето точекъ, каса- 
тельных изъ которыхъ ко вефмъ сферамьъ системы (8) равны между 
собою. 

Такъ какъ каждая радикальная плоскость двухъ сферъ перпендику- 
лярна къ лиши ихъ центровъ, то очевидно, что лин! я пересфчен!я та- 
кихЪ плоскостей, т. е. радикальная ось, перпендикулярна къ плоскости, 
въ которой лежать центры вефхъ сферъ системы. 

554. Если радикальную ось сферъ, составляющихъ связку, примемъ 
за одну изъ осей координать, напр. ОЙ, а плоскость, въ которой ле- 
жать центры этихъ сферъ, за плоскость ХОУ, то уравнене системы 
этихъ сферь можеть быть представлено въ видЪ 


(2— а Бибби 


а 
или 


д --у-- 2 — 245 — бу--п* 


Здфеь а и 6 суть параметры, опредфляющие каждую сферу системы, 
& п величина постоянная для всфхъ сферъ, такъ какъ она предетав- 
лнеть длину касательныхъь къ сферамъ изъ начала координатъ, ибо 


па — и. 
Если параметры а и 6 удовлетворяють уравненю 
аут, 


то г==0. Слфдовательно, каждая точка круга, выражаемаго поелфд- 
нимьъ уравненемъ на плоскости ХОУ, можеть быть разсматриваема, 
какъ безконечно малая сфера, принадлежащая системЪ (10). Этотъ кругь 
называется предъльнымь. Очевидно, что онъ только тогда дёйствитель- 
ный, когда сферы не пересЪкаются радикальною осью и между собою. 

Такъ какъ касательныя изъ какой-нибудь точки радикальной оси къ 
сферамъ системы (10) равны между собою, то точки ихъ прикосновеня 
лежать на сферЪ, которая пересфкаеть всф сферы системы прямоуголь- 
но и проходить черезъ предфльный кругь этой системы. Ве точки 
радикальной оси служатъ центрами безчиеленнаго множества такихь 
сферь, которыя, очевидно, составляють пучекъ, находящийся съ систе- 
мою (10) въ такой зависимости, что предфльныя точки одной изъ этихь 
двухъ системъ суть точки обийя сферамъ другой, и обратно. 

555. Полярная плоскость точки (2, /,2) относительно какой-либо 
сферы системы (10) выражается, какъ мы знаемъ, уравнешемъ 


(2 —а)а —й и —и-—Э-+м—п=0 


— 4324 — 


или 


(ая ии Е да — аж а) — Му у) =0 
или 


(и — ае-На)- (и — Буи) а = ди — ий. 


Отсюда видимъ, что полярныя плоскости всякой точки отноеи’ 
связки сферъ составляють связку плоскостей. При этомъ легко вид: 
также, что полярных илоскости всякой точки, лежащей на радикаль- 
ной оси, пересЪкаются между собою на этой оси, и что для вея 
точки предфльнаго круга полярныл плоскости проходять черезь 
и ту же прямую, пересфкающую этоть кругь и параллельную 
кальной оси. 

556. Положимъ теперь, что даны четыре сферы, не принадлежащее 
одвой связкЪ, и пусть уравненя ихъ будуть 


$ =0, 8&=0 


5: =0, 


Въ такомъ случаЪ уравненя радикальныхь плоскостей этихъ сфер» 
будуть 


Я =5:, Я =, =: 


И. 
5: =5:, 5=5:, 5: =: ы. 


Такъ какъ координаты, удовлетворяющ!я тремъ первымь изъ этих 
уравненй, удовлетворлютъь и остальнымъ, то заключаемъ, что ради- 
кальныя плоскости каждыхъ двухЪ данныхь сферъ, а слфдовательно. и 
радикальныя оси каждыхъ трехъ изъ нихъ, проходять черезь одну 
точку. 

Эта точка называется радикальнымь центромь данпыхъ четырехь 
сферъ. 


557. Легко убфдиться, что уравнеше, 


Я: — #5 — 15; — 154 = 0, ее, + (12 


ГВ №, 1, т суть неопредфленныя постоянныя, выражаеть систему 
еферъ, имфющихь обийй радикальный центръ. 

Въ самомъ дЪл», радикальная плоскость двухь какихъ-нибудь сферъ. 
этой системы будетъ выражаться уравнешемь 


в — 15—59" "5;—т" 5 
М Е 
которое, по уничтожении знаменателей, принимаеть видъ 


(9 — $) — №) (9, — 5 — Р-Н (8 — 8) — т") 
-| (8-Е) (8, — бт —т к") (5—5) тт), 


— 433 — 


& это есть уравнен!е плоскости, проходящей черезь точку пересфчешя 
плоскостей (11). 

Такъ какъ каждая сфера системы (12) опредфляется значен!ями трехъ 
параметровь &, 1, ж, то это есть система трехъ измёревй. 

Изъ того, что уравнеше (13) удовлетворяется координатами ради- 
кальнаго центра при всякихь значенмяхъь постоянныхь |’, Г, ти, 
Г, т’, заключаемь, что касательныя изъ радикальнаго центра ко всвмь 
сферамтъ системы (12) равны между собою. Точки прикосновеня этихъ 
касательныхъ находятся, слФдовательно, на сфер, имфющей центръ 
въ радикальномъ центр системы и пересфкающей всф сферы системы 
прямоугольно. 


- 558. Положимъ, что ‘уравнене 


(2 — а (уе —т=0 


выражаетъ сферу, принадлежащую систем (12) и пусть 20, %, 2% бу- 
дуть координаты радикальнаго центра, & ® длина касательной изь не- 
то къ сферамъ системы. Въ такомъ случаф должно быть 


(2 — а) (% — В) -Е (6 — в) — 


ие 4) 


Это есть соотношеше между координатами центра и радусомъ для 
каждой сферы, принадлежащей системЪ. Изь него видимъ, что если 
а, 6, с удовлетворяютъ уравнению 


(2— хо уф @—м)— 


век ьои(А В 


выражающему сферу, на которой лежать точки прикобновешя каса- 
тельныхь изъ радикальнаго центра, то х = 0. СлФдовательно, всф точки 
этой сферы могуть быть разематриваемы, какъ безконечно малыя сфе- 
ры, принадлежащия систем$. 

Изъ соотношешя (14) видно, что величина и, а слдовательно и 
сфера (15), можеть быть дЪйствительною только тогда, когда радикаль- 
ный центръ находится внЪ вефхъ еферъ системы, Если п =0, то во№ 


сферы системы имфютъ общую точку, которая и есть ихъ радикаль- 
ный центръ. 


$ 3. Центры подобя еферъ. 


559. Извфетно изь Геометри на плоскости (см. стр. 164), что на 
прямой лиш и, соедиплющей центры двухъ круговъ, существують двЪ 
опредфленных точки, называемыя центрами подоб1я, которыя дфлятъ 
разстолье между центрами круговь въ отношени, равномъ отпошенйюо 
ихь радйусовъ, и суть не что иное, какъ точки пересфченя общихъ къ 
нимъ касательныхъ. 
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< [2 Е «5 <: \ 30 


== 48: — 


Еели двЪ какя-нибудь сферы пересфчемъ плоскостью, прохода’ 
черезъ центры обфихъ, то центры подобя большихъ круговъ, ш 
емыхъ въ сфчени, будуть имфть опредфленное положеше, не 38] 
щее оть направлен!я еЪкущей плоскости, такъ что, при врацени 
кущей плоскости около лини центровъ еферъ, эти центры подобя 
будуть измфнятьея и будутъ, очевидно, вершинами двухъ кону 
описанныхь одновременно около обфихъ данныхь сферъ. Ихъ 
вають центрами подобая сферъ. 

Очевидно, что центры подобя двухъ данвыхъ сферъ вполиф 0 
дВляются, какъ точки, лежашйя на лини ихъ центровъ и дфля: 
разетояше между послдними въ отношени, равномь отношению 
даусовъ. Поэтому, полагая, что сферы даны уравненами 


(2 — мифа — я =0 


(2 — виа —в— п =0, 


будемт имЪть, что координаты внфшняго центра подоб1я суть 


тза! — таз тэ — 71» Ре Лени. 


О —м *' "—т 


а внутренвяго 


—_ за -- па» аз ЗЕ — ва яе. 


и ' у и’ т” 


Если сферы соприкасаются, то одинъ изъ центровъ подоб1я есть их 
точка прикосновеня, а соотвЪтствующй ему описанный конусь обра- 
щаетсл въ общую касательную плоскость. 

Если сферы пересекаются, то одинъ изъ центровъ подоб!я находит- 
ся внутри обфихь сферъ и, слфдовательно, соотвфтствуюний ему опи- 
санный конусъ есть мнимый. 


Если одна изъ еферъ помфщаетея внутри другой, ‘то оба описанные 
конуса мнимые. 


560. Когда даны три сферы, то существуеть шесть центровь подо- 
бя. Это суть, очевидно, центры подобрг трехъ большихъ круговъ, по 
которымъ данныя сферы пересфкаются плоскостью, проходящею черезъ 
ихъ центры. Извфетно, что они расположены на четырехь прямыхъ 
линяхъ, по три на каждой (см. стр. 167). Эти прямыя называются 
осями подобя трехъ данныхъ сферъ. 

Когда даны четыре сферы, то существуеть двЪнадцать центровъ по- 
добя: шесть выфшнихь и шесть внутреннихъ. Они расположены по два 
на каждомъ изъ шести реберъ тетраэдра, имющаго вершинами центры 
сферъ, и по шести на каждой его грани. 


= 0-— 


Кром того эти центры будуть лежать по три на шестнадцати осяхЪ 
подобя, которыя сами расположены по четыре ва каждой грани па- 
званнаго тетраэдра. 

Если возьмемь три центра подобя, не лежаше на одной прямой и 
не находяицеся на одной плоскости съ центрами сферы, то каждая изъ 
прямыхь, соединиющихь эти центры подобя, будучи осью подо@йя, 
должиа имфть па себф еще одинъ цевтръ подобя, Отсюда видно, что 
кромф плоскостей, составляющихъ грани вазваинаго тетраэдра, суще- 
ствуютъ еще плоскости, на которыхъ центры подоб1я четырехъ сферъ 
расположены по шести и оси подобя по четыре. 

Эти плоскости называются плоскостями подобя. Ихъ восемь, и онЪ 
различаются между собою слфдующимъ образомъ, 

Одна проходить черезъ шесть внфшнихъ центровъ подойя и потому 
называется вифшнею плоскостью подобя. Относительно нея центры 
всЪхь четырехъ сферъ лежать по одну и ту же сторону. 

Четыре плоскости нодобя расположены такъ, что каждая отдфляеть 
одинъ изъ центровь сферъ отъ трехъ остальныхъ и, слфдовательно, про- 
ходить черезъ три внутренне центра подобя и три внфшие. 

Три поелЪдейя плоскости расположены такъ, что отдфляютъ два изъ 
центровь сферъ оть двухъ другихъ и, слфдовательно, проходятъ черезь 
четыре внутренне и два внёшие центра подоб1я. 

Если одна изъ четырехъ сферъ соприкасается съ тремя остальными, 
то плоскость, проходящая черезь три точки прикосновешя, будетъ плос- 
кость подобя и потому должна проходить черезь одну изъ осей подо- 
бя этихъ трехъ сферъ. 

561. Положимъ, что требуется найти сферу, соприкасающуюся съ 
четырьмя данными сферами, 

Соприкосновеше сферъ, такъ же какъ и круговъ, можеть быть двоя- 
каго рода: внфшнее, когда разстояше между центрами сферъ равняется 
сумм ихъ рад1усовъ, и внутреннее, когда это разстояне равняется раз- 
ности радлусовъ. 

Пусть уравнешя данныхъ еферъ будуть 


(#— а ив е—а т =0 
(2 — ау в —т=0 
(2— в Нов -Н@— в) — т =0 
(2 — 4) (уф в (&— с — ий = 


ЕЙ 


Если обозначимь черезь у радусь искомой сферы, черезь а, 6, с 
координаты ея центра и черезъ 4, 43, 4з разстояшя этого центра отъ, 
центровь данныхь сферъ, то услошя задачи выразятся слфдующимь 


образомъ: 
* 
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Ч (ии), аи), Ч (т), Че (Ед 


Здфеь могуть быть допущены ве возможныя сочетан!я знаковъ, 
и—во вторыхъ частяхъ. Такъ какъ этихъ сочетанй шестнадцать, 
вопросу, вообще говорз, удовлетворяють шестнадцать различных» сфе] 

Одна изъ нихъ имфеть со всбми данными сферами внЪфшнее сопра- 
косновеше и одна впутреннее. Восемь изъ искомыхь сферъ таковы, чт 
съ одною данною сферою имфють внутреннее соприкосновене, а с. 
остальными внЪшнее, или обратно. Наконець, шесть изъ искомыхь. 
сферъ имфють внутреннее соприкосновеше ©ъ двумя изъ данныхъ в 
внфшнее съ двумя другими. 

562. Если обозначимь первыя части уравненй (1) черезь 51, &. 
бз, ба, то будемь имфть 


Ч. — (а— а) (6 — в) -- (© — «= (5-Е м?, 


тАЪ (9) ееть результать подстановки въ выражене 5, на м%ето 2, у.= 
координать центра искомой сферы. Отсюда заключаемъ, что четыре 
искомыя величины а, В, с, х удовлетворяють слБдующимъ четырем 
уравнешямъ: 


Я =(=2") 
и 
8: = ИЕ 29) 
бин) 


которыми эти величины и опредфляютея вполн%. 

Каждое изъ этихъ послфднихь уравневй есть второй степени, не 
три изъ нихъ могуть быть замфнены тремл уравнешями первой сте- 
пени, которыя получаются изъ нихъ по вычитани. Таковы три урав- 
пеня: 


Я — 5, = 2 Е т) 
Я — а Е) еее. (8) 
Я —& 
ПростЪйшее аналитическое рёшене задачи будеть состоять, слфдо- 
вательно, въ совмфстномъ рфшеши системы трехъ уравнешй (3) съ 
однимъ изь уравненйй (2). При этомъ, для каждаго изъ сочетавй зна- 
вовъ во вторыхь частяхъ получаются заразь двЪ сферы, которыя мо- 
туть быть или дЪйствительныя или мнимыя. 
Рьшеше задачи построешемъь можеть быть также выведено аналити- 
чески подобно тому, какъ это сдфлано въ Геометр!и на плоскости для 
построен!я круга, касающагося трехъ данныхъ круговь (см. стр. 169). 


2\я =) 


ГЛАВА ШЕСТАЯ. 
ЦЕНТРАЛЬНЫЯ ПОВЕРХНОСТИ. 


$ 1. Эллиисоидъ. 


563. Займемся теперь болфе подробнымь изслфдовашемь централь- 
ныхъ поверхностей, исходя изъ ихъ простЪйшаго уравневя 


Е Ву барк о........ а) 


Кь такому виду приводится, какъ извфстно (см. стр. 403), уравне- 
ше всякой центральной поверхности, когда за плоскости координать 
принимаются три сопряженныя д!аметральныя плоскости. При. этомъ, 
въ немъ ни одинъ изъ коэффищентовь А, В, С не долженъ равнять- 
ся нулю. 

Булемь предполагать, что система коордивать прямоугольная, т. е. 
что плоскости координатъ суть главныя даметральныя иплоскоети, и 
ограничимся сперва случаемьъ, когда въ уравненш (1) коэффищенты 
А, В, О имЪють одинаковые знаки. 

Если положимъ, что коэффищенть К имЪетъ тоть же знавъ, какъ и 
коэффищенты А, В, 0, то уравнеше (1) вовсе не будетъ удовлетво- 
ряться дЪйетвительными значенями перем$нныхь х, у, 2. 

Если К=0, то уравнене (1) будеть удовлетворяться только при 
2=0, у=0, #=0. 

СлЪдовательно, дЪйствительная поверхность выражается этимъ урав- 
нешемьъ только тогда, когда К имЪеть знакъ, обратный знаку коэф- 
фищентовь А, 2, С, т. е. когда отношешая 


ив" +6 
К ЖЕ 
имфютъ значешя отрицательных. 
Такъ какъ въ такомъ случаЪ мы можемъ положить 


48 — 


тдЪ а, Ь, с суть нфкоторыя дФйствительных конечныя величины, то 


уравнен!ю (1), по раздфленши объихъ его частей на К, можно дать 
видъ 


ит ОН 


Изь Этого уравнешя имфемъ 


ао 
а? АВГ 


или ' 


ро 


откуда видно, что координаты х, у, 2 точекъ, принадлежащихь поверх- 
ности, не могуть быть болфе, по абсолютнымь значешямъ, соотвфт- 
ственныхъ `величинъ а, В, с. СлЁдовательно, поверхноеть, выражае- 
мая уравнешемъ (2), не имфетъ безконечно удаленныхь точекъ или, 
какъ говорятъ, не простирается въ безконечность. Такая поверхность 
называетея эллипеоидомъ (см. стр. 391). 
564. Если положимь въ уравнени (2) у=0, 2=0, то будемь 
имфть г =-Еа- Это показываеть, что а есть разстояве отъ начала, 
координатъ точекъ Аи А’ (фиг. 110), 
въ которыхь эллипеоидъ пересъ- 
кается главнымь даметромь или 
осью его, принятою за 0вь ОХ. 
А Эти точки называются вершинами 
-Х эллипеоида, а разстояше АЛ’, рав- 
ное За, есть длина его оси, 


Подобнымъ же образомъ легко ви-^ 

дЪть, что разстолья ВВ и 00’ 

Фиг. 110. между точками, въ которыхъ эллип- 

соидъ пересфкается съ осями ОУ и ОХ, равняютея послЪдовательно 

Би 2. Эти разстояшя суть также оси.эллипсоида и точки В, В’, 
С, С’ его вершины. 


Такъ какъ каждая изъ осей эллиисоида можеть быть принята за 


какую угодно изъ осей координатъ, то обыкновенно принимають, что 
ось АА’ есть наибольшая, а ось СС’ наименьшая, т. е. что | 


а>ь>с- 


Лин, по которымъ поверхность второго порядка пересфкается ея 
главными илоскоетями, называются злавными съчешями поверхности. 


—-. 439 


Полагая въ уравнени (2) послфховательно 2=0, у=0, 2=0, по- 
лучимъ, что три главныя сфчешя выражаемаго имъ эллинеоида пред- 
ставляются на плоскостяхъ координать уравнении 


пни иен и. 
о нЕ © ПВР 


1: 


Это суть эллипсы, вершины которыхъ суть вершивы самого эллипсоида. 

565. Форма эллипсоида обнаруживается лучше всего изъ раземотр®- 
н!я ли пересЪченя его различными плоскостями. Положимъ сперва, 
что ефкущая плоскость параллельна плоскости ХОУ и выражается 
‘уравнешемь 


#=й. 


Линя пересфченя будеть выражаться совокупностью этого уравнешя 
съ уравпешемъ эллипсоида (2). Исключая же = изъ обоихъ уравненй, 
. получимъ уравнеше проекщи этой лиши на плоскость ХОУ, проекщи, 
очевидно, тождественной съ самою лишею пересёченя. 
Это уравнеше будетъ 


{ 
2 
га 


Помноживъ обЪ части на 


и полагая для краткости 


— м 
ауе—№ _ “ 


с 


дадимъ ему видъ 


Это есть уравпеше эллипса. 
Изь равенствъ (3) видимъ, что 


и притомь а’и 6’ будуть имфть дЪйствительных значеня только тогда, 
когда по абсолютной величин й < с. 

Слдовательно, плоскости, параллельныхл главной плоскости ХОУ, пе- 
ресфкаютъ эллинсоидь по подобнымъ эллипеамь, и притомъ дЪйстви- 
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тельное пересфчене будетъ происходить только тогда, когда с 
плоскость ветрёчаеть ось 0 между вершинами Си С”. 

То же самое имфеть мфето и для плоскостей, параллельныхь, 
тимъ главнымъ плоскостямъ. Понятно, что тЁ изъ нихъ, которыя в 
ходятъь черезь вершины, суть касательныя къ эллипсоиду въ 
точкахъ. 

Изъ сказаннаго видно, что эллипсоидь вефми своими точками п 
щается внутри параллелепипеда, образуемаго плоскоетлми, касающим: 
зь его вершинахъ, и что эту поверхность можно разематривать, 
описываемую измфвяющимел эллипсомъ Д.21” (фиг. 110), плоскость 
тораго остается параллельною одной изъ главныхъ плоскостей, а 
шины перемфщаются по эллипсамь АСА’ и ВОВ’, по которымъ 
верхность пересекается двумя другими главными плоскостями, 

566. Еели въ уравнеши (2) эллипсоида двЪ постоянныя аи Ь 
между собою, то веф сфчевя этой поверхности плоскостями, пар: 
ными плоскости ХОУ, будуть круги. Въ этомъ случаЪ поверхн 
называется эллипсоидомь вращеня, ибо она можетъ быть разематриваеа» 
какъ описываемая постояннымъ эллипсомъ, вращающимся около одной 
изь его осей. Можно различать два рода эллипеоидовъ вращения: эллив- 
соиды, для которыхь ось вращенйя есть наименьший изъ даметровъ, в 
таве, для которыхъ эта ось есть наибольший д1аметръ. 

Понятно, что сфера или шаръ есть такой эллиисондь, вс три ое 
котораго равны между собою. 

567. Поемотримъ теперь, по какой лини эллицеоидь можеть пересф= 
каться произвольно взятою плоскостью. 

Пусть уравнеше плоскости будеть 


Ах-- Ву Ор =0.....-... (4) 


Линйя пересфченя выражается совокупностью этого уравнен!я съ 
уравнешемъ (2). Исключивъ изъ нихъ 2, получимъ уравнеше проекция 
этой лиши на плоскость ХОУ. Это уравнене будеть 


(А=-- Ви р _ 
+ Е Се т 


или 


р = ВУ» 
т 


— (1=0. 


‚ Раскрывъ скобки и соединивъ подобные члены, дадимьъ ему видъ 


А’ - Взу-+ Су--Пз-ЕУЕ=О,.... . (5) 


тдЪ положено 


ве и: 
и аб аа 
2—- (120? 
р-зАР, к-оВР 10% 
, 6 > < 
Отсюда находимъ 
В —4А'0'=-—$ Сон + В + ©). 


Такъ какъ вторая часть этого равенства есть величина всегда отри- 
Цательная, то заключаемъ, что лишя, выражаемая уравнешемъ (5), мо- 
жеть быть только эллипсъ. Таковою же должна быть и искомая ли- 
н!я пересфчевя (см. стр. 301), которую можно разематривать, какъ 
опредфляемую аналитически совокупностью уравненй (4) и (5). 

Итакъ, ефчешя эллиисонда веми возможными плоскостями суть эл- 
липсы, ` 

568. Если плоскость (4) касаетсн эллииеонда, то уравнеше (5) должно 
удовлетворяться координатами только одной точки, & это, кавъ из- 
вфетно (см. стр. 132), возможно только при услови 


ри: ГА 


или 


0. 


(ВГЕ—АЕ*— 010) —(В—44'0°) Е’ 


Подетавляя сюда предыдущя выраженя для А’, В’, 
Чимъ 
„Аза? -- В 028 — 1 =0. 
При этомъ услови уравнешямъ какъ эллипсоида (2), такъ и плоско- 
сти (4), будуть удовлетворять величины 


Аа? Ве: ‚С 
ров р 


Это суть, елфдовательно, координаты точки прикосновешя. Обозна- 
чая ихъ чрезъь я, у, 2, будемь имЪть 


Ра Фи у ИГ 
С, ВЕ, б=—-а,, 


А 
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велфдетве чего уравнен!е касательной плоскости къ эллипеоиду (2) 
лучить видъ 


ар ие 22: 


Это уравнеше можно было бы получить изъ общаго уравненя 
тельной плоскости, выведеннаго выше для поверхвости, выра: 
общимь уравнешемь второй степени (ем. стр. 417). 

Уравнен!я нормали къ эллипсоиду (2) въ точкЪ 2, и, 2, какъ 
мой, проходящей черезь эту точку и периендикулярной къ плое: 
(6), очевидно, будуть 


ат — т) у) _ ве — а) 
Ел д я 


Если въ уравнеши (6) м, и, означають координаты какой-! 
будь точки въ пространств, то выражаемая имъ плоскость есть 
лярная плоскость этой точки. 

569. Обозначимь чрезъ а, В, 7 углы нормали (7) къ эллипсоиду 
чрезь р длину периендикуляра изъ начала координат на касатель 
плоскость (6). Въ такомъ случаЪ уравненю этой плоскости можно д: 
ВиДЪ Ч 


2соза —- усозВ -|- 26057 =р, 


причемъ будемь имфть 


асов — 676088 — 66087 
я ЕД Я 


откуда 


асоза, РВ 


ра Е 2 
7 У Феоз , с = 097. 


Возвысивъ эти равенства въ квадратъ и сложивши, получимъ 


7 = а2с032е —- 9250328 -- ссоз?у , 
выражеше, опредфлающее разстолье касательной плоскости къ эллии- 
соиду оть его центра черезъ углы, составляемые ею съ его главными 
плоскостями. 


Если возьмемъ три какя-нибудь касательныя плоскости, уравненя 
которыхъ суть 
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асозеи —- усозё + 26087, = д 

лсоза» - усозВь - 260875 = 5}, ... (8) 
асозаз —- усо58з -- 260373 = рз 


то для каждой изъ нихъ будемъь имфть 


11? = а?воз? а -- Без? А! -|- савоз?у! , 
а?созза —- 63603? -|- сзсозЗу. , 


23° = а?с03?аз -- со? 8, -- с’созуз, ^ 


и если каждыя двЪ изъ разсматриваемыхъ плоскостей перпендикулярны 
между собою, то должно быть 
созе - соз?а» -- соз?аз =1, 
60328, -- с03?, -{- 603; =1, 
воз?у, -- соз?у» - соз?уз =1. 
Сл довательно, 
ое. .:.... 0) 
Итакъ, сумма квадратовь перпендикуляровь, опущенныхь изъ центра 


эллипсоида на три какя-нибудь перпендикулярных между собою каса- 
зпельныя плоскости есть величина постоянная. 


Въ случаЪ перпендикулярности каждыхъ двухъ изъ плоскостей (8) 
должны еще имфть мЪфето соотношен!я 
6036 05, -- созаз созй | 605@3 6038 = 0, 
60564 с0зу, Е соза созу» -- 6036360573 =0, 
воз созу, - созъсозуь -- с03836087з =0. 


ВелЪдете этого, возвысивъ уравнешя (8) въ квадрать и сложивши, 
получимь, въ виду равенетва (9), 


я -уане-и-е. 


Этому уравнению должны, очевидно удовлетворять координаты точки, 
принадлежащей воезмъ тремъ разсматриваемымь плоскостямъ (8). Оно 
выражаеть сферу, которой центръ находится въ началЪ координатъ, 
а радуеь равняется 
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`Тавимъ образомъ видимъ, что зеометрическое мъсто вершины пр. 
трираннало уала, стороны которало касаются  эллипсоида, есть с 
концентрическая съ эллипсоидомь. 

570. Уравнев!е эллипсоида (2) можно представить въ видЪ 


(+=) ей 


или, отнимая отъ обфихь частей выражене (2*--2?) и измЪняя зваюв 
вевхъ членовъ, : 


а 
(-.)= } (. 5)" ауры 


или, наконецъ, 


ЗдЪеь первая часть есть произведеше двухъ множителей первой сте- 
нени съ дЪйствительными коэффищентами 


т 
ви Иа 


3 Я 
Г 2 У 


Поэтому заключаемь, что уравненю эдлиисоида должны удовлетво- 
рять тавя значешя 2, у, 2, которыя удовлетворяють одновременно 
ураввенио сферы 


Оу е а « (10) 
и уравнению какой-либо изъ плоскостей 
И Ия 


ЧИ уй—@=0 


=0 


Это поБазываетъ, что эллинсоидъ пересфкается каждою изъ послфд- 
нихъ плоскостей по той же линти, какъ и сфера (10), т. е. по кругу» 
Тавя плоскости называются ялоскостями круювыхь съченйй. 

Очевидно, что плоскости (11) суть Маметральныя и, притомъ, прохо- 
дятъ чрезъь ось ОУ, т. е. среднюю по величинЪ ось эллинсоида. Такъ 
хакъ всякая поверхность второго порядка пересфкается параллельными 
плоскостями по подобным кривымъ, то вез плоскости, параллельныя 
плоскостямъ (11), суть также плоскости круговыхь сЪченй. 

571. Чтобы убфдиться, не существуютъ ли еще друмя плоскости, 
пересфкающя эллипсоидъь по кругу, вообразимъ, что нЪфкоторая д!а- 
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метральная плоскость, не проходящая черезъь ось ОУ, пересфкается 
съ плоскостями ХОУ и УОЙ по прямымь ОС и ОН (фиг. 111), ась 
самимъ эллипеоидомъ по кривой @Н. Центръ эллиисоида будетъ, оче- 
видно, центромъ этой кривой, и такъ какъ 
О ОН, ибо ОВ есть наименышй полу- 
даметръ для эллииса АСВ и наибольший 
для эллипса ВНО, то заключаемъ, что эта 
кривая не можеть быть кругомъ. 

Итакъ, даметральная плоскость, пересф- 
кающая эллипсоидъь по кругу, должна не- 
премфнно проходить чрезъ ось ОУ: 

Если положимъ, что К есть точка пере- Фиг. 11. 
сЪчен!я такой плоскости съ эллипсомъь А1/С, по которому эллипсоидь 
пересЪкается главною плоскостью ХОЙ, то должно быть 


ОК=оОВ=Ь. 


СлФдовательно, даметральныя илоскости круговыхъ сфченй прохо- 
дать чрезь точки Ки Г, въ которыхъ эллииеь АМС пересфкается 
съ кругомъ, описаннымь изъ его центра рад1усомъ 5. 

Если обозначимь черезь ф уголь наклонена плоскости ВОК къ плос- 
кости ХОУ или, что все то же, уголь между прямыми ОК и ОХ, 
то координаты точекъ Ки Г, будуть 


д==Моф, у=0, 2=0щ9. ..... . (12) 
Подставивъ ихъ въ уравнеше (2) эллиисоида, получимъ 


$2с05?ф 9% оз ф 


а? ео $ 
откуда находимъ 
2 Е 
не 98 Г. 7. совр ===“ г СЫ 
И — с уе —@ 


и слЪдовательно 


Эти выраженя получаются и изъ уравнешй (11). Слдовательно, 
плоскоети, выражаемыя этими уравневлми, суть единствевныя дйа- 
метральныя плоскости круговыхь сЪчешй, 


Если положимь а=Ь, то будемь имфть зшф =0 и созф === 1. 
Если же 6 =с, то ЗШф = Е 1 и созф =0. Это показываеть, что для 
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эллипеоида вращен1я не существуеть другихъ плоскостей кругов 
сЪченй, кром$ плоскостей, перпендикулярныхь къ его оси вращеня. 

572. Между плоскостями, параллельными плоскостямь (11), сущее 
ствуютъ касательныя къ эллиисоиду. Точки прикосновен!я такихъ плое= 
костей называются точками окруменя или точками сферической кри- 
визны. Очевидно, что такихъ точекъ на эллииеоидВ четыре; он пахо- 
дятея на плоскости ХОЙ и касательныя въ нихъ къ эллипсу АМС 
(фиг. 111) параллельны прямымь ОК и ОГ. 

Если положимъ, что 2 есть точка округлешя, такъ что касательная 
ММ параллельна ОГ., то прямыя ОМ и ОГ, суть сопряженные дйа- 
метры. Поэтому, обозначая координаты точки Г чрезь м, и, а, 
з координаты точки М чрезь 2, №, 22, будемъ, какъ извфетно 
(см. стр. 193), имЪть 


Е: а 


а г: 


Но изъ равенствъ (12) и (13) для координатъ точекъ Ки Г полу- 
чаемъ выраженя 


573. Возьмемъ на эллипсоид% три кавя-нибудь точки Л, №, №» 
и пусть координаты ихъ будуть послфдовательно (21,1 ,#1), (2, Уз, #2), 
(хз, Уз, 23). Въ такомъ случаЪ должно быть 


Е аа 


и даметры, проходяце черезь эти три точки, будуть выражаться 
уравнешями 


зо т 2’ 3 5 4 


Если эти даметры сопряженные, то каждые два изъ нихъ должны 
быть параллельны касательной плоскости въ конц% третьяго (см. стр. 418) 


ЗЫ бак 


Выражая касательных плоскости въ точкахъ 20), 1., № уравнешями 
вида (6), будемъь имЪфть, что это геометрическое соотношеше выразится 
слфдующими равенствами: 


22 ‚ 223 ат: Е: 
но о, я С о, 
< ы 2:28 
г 9 + 2228 
п Г та =9° 
или 
6036160563 |, 60581 035 | ово: 
а = р т с? 
6036160363 ‚ 605816053 , 6037160373 
0 
а? Ея [2 ар Е С 
а. ее +. 6057560873 |) 
с , 
с 


тдф @, В, 7, 4%, 2%, 73, @з, Вз, 7з суть углы составляемые тремя 
сопряженными даметрами съ осями эллипсоида. 


574. Изъ двухъ первыхъ соотношешй (15) находимъ 


2 ия р 
и из 8 
пая) [ам _ма) [мо ши) 
с се ь са ас аь а 


Какъ видно изъ равенствъ (14), сумма предыдущихь членовъ этихь 


трехъ отношенй равняется единицЪ. Что же касается суммы послЪ- 
дующихь, то она приводится къ виду 


ЕР ? т 2 
(Е: Бе ++ = ен | 


и, въ силу соотношенй (14) и (15), также должна равняться единиц. 
Поэтому заключаемъ, что 


Я 2 2 2 Уз И — № 28 а 2 
Розе Г НЫ оо Ы 
55 «(18 
Я — 28 
. аб а’ 


Это суть равенства, опредфляющя координаты одной изъ точекъ 
М,, М», М; чюезъ координаты двухъ другихъ. 
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Если помножимъ равенства (16) послЪдовательно на и ы 


и результаты сложимъ, то получимъ 


2и(узаз — 2зуз) Г (ть — аз) -- (зу — Уаз) 


абс 
или 
ра, и, м| 
22, У, 2 | =аб. 
|2, №» 28| 


Первая часть этого послфдняго равенства представляеть, какъ из- 
вфетно (см. стр. 340), ушестеренный объемь тетраэдра, вершины кото- 
раго суть точки №, М., М; и начало координать, или, что все то 
же, объемъ параллелепипеда, ребра котораго суть ОМ, ОМ., ОМ;- 
Что же касается второй части, то она, очевидно, равняется объему 
прямого параллелепипеда, ребрами котораго служать полуоси эллипео- 
‘ира. Такимъ образомь получаемъ слфдующее предложен!е, представляю 
щее аналогию съ одной изъ теоремь Аполлошя для эллииса. 

Объемь параллелепипеда, построенназо на трель сопряженныхь дамет- 
рать эллитсоида, есть величина постоянная, равная объему паралаелепи- 
педа, построеннало на ео осях. 

575. Такимъ же точно образомъ, какъ выведены выраженя (16) изъ 
соотношешй (14) и (15), можно вывести выражения координать каждой 
изъ точекъ №, и №, черезъ координаты двухъ другихъ. Такъ, меж- 
ду прочимъ, получимъ 


а: Е С ИВТ и 
АНТ с с ь’ а 


42 1: 
Помноживъ эти равенства послёдовательно на г -3 и сложивши 


- „ получимъ 


съ первымъ изъ равенствъ (16), помноженнымь на = 


аа а 24? абуеа — азиз) Е (узи: — яви) Е из (ине 919з) 
а? афе 


Такъ какъ вторая часть, на основав! и предыдущаго предложен, 
равняется единицф, то будемь имфть : 


эй жа? = а. 
Подобнымь же образомъ найдемъ 

иен =, 

де - а -- 23 ==. х 


аб абв ваньа 
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СлЪфдовательно, * 
(азиз аи ао ид а-и-а 
или 
аа: ..:.. 2:8) 


гда, В, с означають половины даметровъ, проходящихъ черезь 
точки М, №, М. 
Итакъ, сумма квадратовь трель сопряженныхь даметровь эллит- 
соида есть величина постоянная, равная суммъ квадратовь езо осей. 
576. Помноживь равенства (17) послфдовательно на ауз, ауз м сло- 
живши съ первымъ изъ равенетвъ (16), помноженнымь на ау: , получимъ 


ау -- уз Е зуз = 0 
Велфдетые этого будемъ имфть 
(де а? аа?) би® -- уз? -Е уз?) — (ил зу Е уз) == 46°, 
а это можно представить слфдующимъ образомъ 

(луз — ут Е (вуз — уз) Е (аауз — узла = 0967. 
Подобнымъ же образомъ найдемъ 

а о м 

(уу — 21уз)* Е (уз — луз) - (узез — 2:уз)* = 0%. 


Очевидно, что разности 


(пу — из), (йа — аа), (ив — ау) 
предетавляють двойныя площади проекщй треугольника МОМ. на 
три плоскости координатъ. Олфдовательно, сумма 


(луз — уаз) - (плз — о Е (ие: — и 


представляеть ‘учетверенный квадратъ площади этого треугольника (см. 
стр. 338). 

Поэтому, обозначивь площади треугольниковь 2.0М., МОМ, 
МОМ. чрезь л, 0, Оз, будемъ имЪть, по сложеши предыдущихь 
равенствъ, 


4( 02-Е бо -{ 03°) = а а". 


Такимьъ образомъ видимъ, что сумма квадратовь площадей паралле- 
лораммовь, построенныхь на сопряженныхь Фаметрать эллитсоида, есть 
величина постоянная, равная суммь квадратовь площадей прямоуюльни- 
ковъ, построенныхь на ею осять 

Андериюь. Аналитичисвая громит. 29 
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Послфдн!я предложетя, иредставляющ!я ‘свойства сопряжен 
иаметровъ эллипеоида, можно было бы вывести геометрически изъ 
мфнешя теоремь Аполлошя къ сфчешямъ эллипсоида д!аметральны! 
плоскостями, какъ это будеть показано для другихъ центральн! 
поверхностей (см. стр. 478 и 479). 

577. Между сопряженными маметрами эллипсоида могуть быть раз 
ные по величинф. Если положимъ, что таковы веф три сопряженные 
Маметра, проходянце черезь точки №, 24, М., то булемъ имфть 


а Ра лоу? д? = аа? Ну аа?. 


Эти два равенства вмЪстЪ съ равенствами (14) и (15) представляють 
зависимость между координатами концовъ равныхъ сопряженныхь да- 
метровъ. Такъ какъ всфхъ этихъ равенствъ восемь, а координать то- 
чекъ М,, М., М; девять, то заключаемъ, что должно существовать 
безчисленное множество системь равныхъ сопряженныхь д1аметровъ. 
Полагая, что 2а’есть величина одного изъ такихь даметровъ, полу- 
чимъ изь соотношешя (18) 


Чыи, 


3 


Отсюда видимъ, что веб равные сопряженные дламетры суть образу- 
ющн конуса, управляющею которато служить лишя пересфченя элли- 
псоида со сферою; выражаемою уравнешемъ 


зи ани а. 


Лин эта, очевидно, всегда дЪйствительная. 


$ 2. Однополый гинерболоидъ. 


578. Мы разсматривали въ предыдущемь только тая центральныя 
поверхности, которыя выражаются простьйшимъ ихъ уравнешемъ 


Ааа ВА к=0.....:...а) 


въ предположени, что всф три коэффищента А, В, С имфють одина- 
ковые знаки (см. стр. 437). Перейдемъ теперь къ случаю, когда два изъ 
этихъ коэффищентовь имфютъ знаки, противоположные знаку третьяго. 
Будемъ предполагать, что система координать прямоугольная, т. е, что 
за оси координатъ приняты оси поверхности. Такъ как при этомъ лю- 
бая изь трехъ осей поверхности можетъ быть принята за каждую изъ 
осей координать, то допустимъ, что выборъ послфдиихъ сдфланъ та- 
кимъ образомъ, чтобы одинаковые знаки принадлежали. двумъ первымь 
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коэффищентамь уравненя (1). Имфя же въ виду, что знаки вебхь 
коэффищентовъ въ уравнени могуть быть измфнены, будемь предпо- 
лагать, что Ди В суть величины положительныя и, слфдовалельно, С 
отрицательная. 

Что касается постояннаго члена К, то онъ можеть быть какъ поло- 
вительнымь, такъ и отрицательнымъ, а также можеть быть равенъ нулю. 


Если онъ не равевь пулю и мы обозначимь абсолютныя величины 
отношен1й 


послфдовательно черезъ 4”, 02, с*, то при положительномъь К уравне- 
неше (1) приметь видъ 


Поверхности, выражаемыя какъ тфмъ, такъ и другимь изъ этихъ 
уравнен!, простираютея въ безконечноеть, такъ какъ оба уравнешя 
могуть быть удовлетворяемы сколь угодно большими дЪфйствительными 
значешями координать 2, у, я. ОнЪ называются мимерболоидами (см. 
стр. 391). Сперва мы займемся разсмотрьшемъ только тфхъ изъ нихъ, 
которыя выражаются уравнешемъ (2). 

579. Когда въ уравнен!и (1) постоянный членъ К равняется нулю, 
го выражаемая имъ поверхность есть, какъ извфетно (см. стр. 388), 
коническая. Принимая во внимане сказанное выше о выбор системы 
координатъ, мы можемъ и въ этомъ случаЪ допустить, что коэффиц1- 
енты Аи В положительные, а С отрицательный. Велфдств!е этого должны 
существовать такя дФйствительныя величины а, ®, с, что-бы было 


Отсюда заключаемь, что уравнеше всякаго конуса второго порядка 
можеть быть разсматриваемо въ видЪ 


2? у? 
а ео 


580. Обращаясь къ изслЪдованию поверхности, выражаемой при дан- 
выхь а, 6, с уравнешемь (2), найдемъ сперва ея вершины, т. е. точки 
пересчен1я съ осями. 

* 
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Полагая для этого у=0, #=0, получимь 2==-Е а, Полагая 
2—0, 2=0, будемъ имфть у=-ЕЬ. СлЪдовалельно, ось ОХ в 
чаетъь поверхность въ двухъ точкахь 
и А’ (фиг, 112), отстоящихь отъ цен’ 
на разстояше а, а ось ОУ въ точкахь 
Ви В’, отстоящихь оть центра на 
стояше 5. Если же положимъ въ уравне- 
ви (2) х=0, у=0, то получимь 


== —1, 


откуда заключаемъ, что поверхность во- 
все не пересЪкается съ осью ОХ. ПослЪд- 
няя называется поэтому мнимою осью 
поверхности. Гиперболоидь, выражаемый 
Фиг, 112. уравнешемь (2), имфеть, слфдовательно, 
только четыре вершины А, А’, В, В. 
Чтобы получить главныя сфчен!я разсматриваемаго гиперболоида, по- 
ложимъ въ его уравнеши послфдовательно 2=0, у=0, х=0. Въ 
этихъ предположеняхъ будемъ имфть 


а ЕН я 
а аа ь ета ВАСЯ 


Отсюда видимъ, что плоскостью ХОУ поверхность пересфкается по 
эллииеу, вершины жотораго суть вершины самой поверхности. Плос- 
кости же ХОЙ и УОЙ пересфкаютьъ поверхность по гиперболамъ, ко- 
торыхь вершины также находятся въ вершинахъ поверхности и для 
которыхъ ось 0 есть общая мнимая ось. 

581. Возьмемъ теперь какую-нибудь плоскость, параллельную илос- 
кости ХОУ и выражаемую уравнешемъ 


#=». 


Линн пересВченя этой плоскости съ гиперболоидомъ (2) будетъ то- 
ждественна съ ея проекщею на плоскость ХОУ. Уравнене же этой про- 
екщми, очевидно, будетъ 


или 


62а 


аще ем) 


или, наконецъ, 


гдф положено, 


такъ что 


Уравнеше (3) выражаеть эллипеъ, оси котораго 2а’и 265’ дЪйстви- 
тельны при всякомъ значенм й и безпредфльно возрастаютъ при воз- 
расташи абсолютной величины #. 

Это показываеть, что вс безъь исключешя плоскости, периендику- 
лярныхя къ мнимой оси поверхности, переефкають ее по дЪйствитель- 
нымъ и подобнымъ эллипсамъ, безпредЪльно увеличивающимся по мфрЪ 
удалевя сфкущей плоскости оть центра поверхности, Очевидно, что 
наименьший изъ всЪхъ этихъ эллипсовь есть тотъ, по которому по- 
верхность пересЪкается своей главной плоскостью ХОУ. Онъ назы- 
вается зорловымь эллипсомь. 

582. Изь сказаннаго видимъ, что поверхность, выражаемая уравне- 
немъ (2), состоить изъ одной сплошной и простирающейся въ безко- 
нечноеть полости. На этомъ основани ее называютъ однополымь зипер- 
болоидомь. Очевидно, что она можеть быть разсматриваема, какъ опи- 
сываемая изм5няющимея эллиписомъь ГГ” (фиг. 112), плоскость кото- 
раго остается параллельною одной изъ главныхъ плоскостей, а вершины 
перемфщаются по двумъь гиперболамъ, лежащимъ въ двухъ другихь 
тлавныхь плоскостяхь и имъющимь общую мнимую ось. 

Если въ уравнени (2) постоянныя а и ® равны между собою, то веЪ 
сфчешя выражаемой имъ поверхности плоскостями, параллельными плос- 
кости ХОУ, будуть круги. Въ этомъ случаЪ поверхность называется 
однополымь зитерболоидомь врашеня, ибо она можеть быть разсматри- 
ваема, какъ описываемая постоянною гиперболою, вращающеюся около 
ел мнимой оси. 

583. Веяый даметръ гиперболоида (2), какъ прямая, проходящая 
черезь начало координатъ, выражается уравнешами 


за 


У инь И 
® р 


Обозначая черезъ о каждое изъ отношенй, составляющихъ эти урав- 
нения, будемь имЪть 


2=то, У=но, в=20. че. 2 (6) 


8 


Чтобы опредфлить координаты концовь даметра, подставимъ эти вы- 
ражешя въ уравнеше (2). Въ результатЪ получимъ 


эп? 2 2 
(и ы)-ь о. 
откуда 
ЕЕ 
й тот р 
як я 


Слфдовательно, величина о, а вмфетв съ тфмь и искомыя коорди- 
наты (5), будуть дЪйствительными только тогда, когда угловые пара- 
метры т, #, р въ уравнеши д1аметра (4) удовлетворяютъ условию 


т р 

эти а”“ 
Если же 

т? п? Г 

Гы а 59, 
то даметръ (4) не пересЪкается съ гиперболоидомъ, Таве даметры 


называются инимыми. Къ числу ихъ принадлежить и мнимая ось 0. 
Въ елучаЪ, когда 


координаты концовь дмаметра будуть безконечно большя. Слфдова- 
тельно, маметры, удовлетворяющие этому послЪднему условю, ветрЪ- 
чаютъ типерболоидъ въ безконечности. Очевидно, что они образуютъ 
коническую поверхность, уравнеше которой получимъ, исключивъ па- 
раметры т, п, р изъ уравненй (4) и этого усломя. Это уравнеше 
будеть 


2 
о... . о В (8) 


584. Если обозначимь черезь 2, И, я координаты какой-нибудь 
точки М,, лежащей на гиперболоидЪ (2), а черезъ хз, Уз, 2 коорди- 
паты точки №, лежащей на конус» (8), то будемъ имЪть 


2—2, уу м 
а 


ое 


Полагая же, что 22 == и = и, т. е. что точки № и М, ле- 
жать на одной прямой, параллельной оси ОЙ, получилъ 


или 


Отсюда видимъ, что разность (2. — 21) безпредЪльно уменьшается при 
возрастанм 21 и 22. Это показываетъ, что точки гиперболоида безире- 
дфльно приближаются къ точкамъ конуса (8) по мфрЪ удалемя ихь 
въ безконечность. 

Конусъ (8) имфетъ, слфдовательно, такое же отношеше къ гипербо- 
лоиду, какъ ассимитоты къ гиперболЪ. На этомъ основави его назы- 
вають ассимптотическимь конусомь зиперболдида. 

Такъ какъ при услови (7) два значеня 0, опредфляемыя изъ урав- 
неня (6), становятся равными, то образующя ассимптотическаго кону- 
са могуть быть разсматриваемы, какъ касательных къ гиперболоиду, 
самый же конусъ, какъ описанный около поверхности, т. е. соприка- 
саюцийся съ нею по ливш, вс точки которой находятся въ безко- 
нечноети (ем. стр. 392). 

585. Ливя пересвченя однополаго гиперболоида съ какою-нибудь 
плоскостью выражается совокупностью уравнен! (2) съ уравнешемь 
первой степени. 


Аз- Ву--с&-+О=о....... Г.) 


Исключая изъ этихъ уравнешй одну изъ перемфнныхъ, подучимъ 
уравнене проекщи сфченя на одну изъ главныхь плоскостей. Такъ, 
проекщя сЪчен!я на плоскость ХОУ будеть выражаться уравнешемъ 


Са, Оч? (де ВУ ОР 


а. 5 @=0 
или 
А’ -- Взу-- О у--О«--ЕУ-Е'=0, .... (10) 
тдЪ 
аи Сы: 
“= быта 
ро Р р О ши д-й 
её 


Отсюда находимъ 


В" —44'0'=4 АЗа*-|- В? — (0%) 


п 
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Вторая часть этого равенства можетъ быть и положительною, и 
отрицательною, и равною вулю. СлЪдовательно, въ пересфчени гипер 
болоида различными плоскостами могутъ получаться вс возможные 
вривыя второго порядка (см. стр. 139). 

Координаты центра проекщи (10) будуть, очевидно, ; 


207—ВЕ’_ — Ара? 
9 — е—4А'б’ А-В — 0: Г. 
лев о -.. 2 


м — Вафа дер В — 08 


Эти выраженя будуть представлять также дв координаты центра 
самой лини пересъченя. Третья же координата этого центра опред®- 
лится по нимъ изъ уравнен!я {9) слЪдующимь образомъ 


Мы Вир _ ое. 
в Ва В — 0% 


я нь — 


586. Такимъ же точно образомъ можеть быть найдена ливня пере- 
сфченшя плоскости (9) съ ассимптотическимъ конусомъ (8), При этомь 
легко видЪть, что уравнене проекщи этой лини ва плоскость ХОУ 
будеть отличатьея отъ уравненя (10) только постояннымь членомъ. 

Отсюда заключаемъ, что линёя пересъченя зиперболочда и ео ассимп- 
тотическою конуса одною и тою же плоскостью суть подобныя, по- 
90бно расположенныя и концентрическя. 

Если сЪкущая плоскость есть даметральная, то она имфеть съ 
ассимптотическимь конусомъ или только одну общую точку, или дв 
различныя общя прямыя, или, наконецъ, дв совпадаюция обийя пря- 
мыя, Въ первомъ изъ этихъ случаевь должно быть В? —44А'0'’<0, 
во второмь В’? —44’0’> 0 и въ третьемъ В'3 —44'’0' =0. Поэтому, 
принимая во внимаше, что всякая поверхность второго порядка пере- 
сЪкаетсл параллельными плоскостями по лишямъ подобнымь (см. стр. 
400), приходимъ къ слфдующему выводу. 

Ве плоскости, параллельныя такимъ даметральнымь плоскостямъ, 
которых имфють съ ассимитотическимь конусомъ только одну общую 
точку, пересфкаютъ какъ гиперболоидъ, такъ и этотъ конусъ по эллипеамъ. 

Веф плоскости, параллельныя даметральнымь илоскостямъ, пересф- 
кающимъ ассимптотичесяй конусъ по двумъ образующимъ, пересЪкають 
06% поверхности по гиперболамъ. 

Наконець, всф плоскости, параллельныя тавимъ даметральнымь  илос- 
костямъ, которыя соприкасаются съ конусомъ по образующимъ, перес%- 
каютъ обЪ поверхности по параболамъ. 

КромЪ того, изъ сказаннаго слфдуеть, что обф образующия, по ко- 
торымъ д1аметральная плоскость переефкаеть ассимптотичесьй конусъ, 
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суть ассимптоты гиперболы, по которой эта плоскость перес$каетея съ 
гиперболоидомъ. ВелЪдетые этого на ассимптотическй конусъ однопо- 
лаго гиперболоида можно смотрЬть, какъ на геометрическое мЪето, 
ассимитоть вефхъ гиперболъ, получаемых въ сфчен!и этой поверхности, 
даметральными плоскостями. 

587. Если плоскость (9) касается гиперболонда (2), то уравнеше (10) 
должно выражать совокупноеть двухъ дЪйствительныхь или мнимыхь 
прямыхъ (см. стр. 387), а это, какъ извфстно, будеть тогда, когда 
имфеть место соотношеше 


(ВЕ —А'Е*— 013) —(В*—з4А'0)Е =0. 


Внеся сюда значешя коэффищентовь 4’, В’, С’..., получим 


Аза -- В? — (38 — 11=0......-. (13) 
Велфдетые этого будемъь имЪть 
‚ 621 
В —44А'0'=4— аа" 


Такъ какъ эта величина положительная, то заключаемъ, что всякая 
касательная плоскость къ однополому зитерболомду имтъеть съ этою тпо- 
верхностью двъ обийя дъйствительныя прямыя. 

Координаты точки пересфченя этихъ прямыхъ, т. е. точки прикос- 
новеня плоскости, опред$лятся выражешями (11) и (12), которыя, въ 
силу соотношения (13) обращаются въ 


ы Аа? _ В и С° 
и р’: р“ р’ 
откуда паходимъ з 
Та 
А= аа, , 


велВдетые чего уравнеше (9), по раздфлеши вефхъ членовь на — ЛД, 
обращается въ 


И аыа.. ваавино ит) 


Это есть уравнене касательной плоскости къ гиперболоиду въ дан- 
ной на немъ точкЪ. 

Если 2), и, 2 означають координаты какой-нибудь точки въ иро- 
странствВ, то плоскость, выражаемая этимъ уравненемъ, есть поляр- 
ная плоскость этой точки. 
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^ Изъ поелфднаго уравнев!я находимь, что нормаль къ гиперболоиду 
(2) въ данной на немъ точкЪ выражается уравнешями 


4(# м) _Бу фи) са) 
ра к т 


588. Уравнеше касательной плоскости къ гиперболоиду (2) можно 
также представить въ вид 


асоза -- усозВ -|- 26087 = р, 


гд$ р означаеть длину перпендикуляра изъ центра поверхности на эту 
плоскость, а <, В, у углы этого перпендикуляра съ осями. 
Сравнивая послфднее уравнеше съ уравненемъ (14), получимъ 
а?созе _ В еозВ 62057 _ 


, 
откуда 


= == ас034, Ее — 6038 , — — — 66037, 


и слЬдовательно 


203? -- 62е0328 


Уравнению (14) можно поэтому дать слёдуюцщий видъ 
зеоза -|- усозВ -|- 26057 = И а®соз?а Е ФЯсоз2 — се 0389. 


Это есть уравнеше касательной плоскости къ гиперболоиду, перпен- 
дикулярной къ данному направленю. Пользуясь имъ, не трудно дока- 
зать такъ же, какь и для оллинсоида слфдующйя предложен!я (ем. 
стр. 443 и 444). 

1) Сумма квадратовь перпендикуляровь, опущенныхь изъ центра липер- 
болоида на три какёя-нибудь перпендикулярныя между собою касатель- 
ныя плоскости, есть величина, постоянная. ‘ 

2) Геометрическое мъсто вершины прямою трираннао ума, зрани 


которало суть касательныя плоскости къ зитерболоиду, есть сфера, кон-, 


центрическая съ зиперболоидомь. 

589. Въ числ плоскостей, пересфкающихь гиперболоидъ по эллии- 
самъ, могуть быть тавя, сфчен которыхъ суть круги. Чтобы обна- 
ружить ихъ существоваве, представимъ уравнеше гиперболоида (2) 
въ вид 
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НЕА МАРК 501) 


причемъ будемъ предполагать, что $ > а. 
Первая часть этого уравненйя разлагается на два линейные множи- 
теля съ дЪйствительными коэффищентами 


УН-Я—т Иа и тУатуй —а. 


Поэтому его можно разематривать, какъ результать перемножешя 
двухъ слВдующихь уравненй: 


РУ-Я— Ув ОИ УАй (6) 


ура утаниича-и. 


Лин!я пересфченя поверхностей, выражаемыхь этими уравнешями, 
должна, слБдовательно, находиться на гиперболоидЪ. 

Но изъ послЗднихъ двухъ уравнен!й первое выражаетъ плоскость, а 
второе сферу (см. стр. 494) и потому лия ихъ пересфченя есть кругъ. 

Такъ какъ это справедливо при всякомъ значени постояннаго #, то 
заключаемъ, что уравнеше (16) при неопредфленномъ & представляеть 
систему параллельныхь плоскостей, пересфкающихъ гиперболоидь по 
кругамъ. 

Уравнеше (15) можеть быть разсматриваемо также, какъ резуль- 
тать перемножен!я двухъ слЪдующихъ уравнен!й: 


ИЕ У ОЕ аа (17) 


“ура Мунланачичи-ы, 
которыл также выражаютьъ плоскость и сферу. Слфдовательно, первое 
изъ нихъ при неопредЪленномъ { представляеть тоже систему илос- 
костей, пересфкающихъ гиперболоидъ по кругамъ. 

Итакъ, для однополаго гиперболоида существують двф системы плос- 
костей круговыхъ сЪченй, выражающяся уравнешями (16) и (17). Вев 
эти плоскости параллельны оси ОУ, т. е. большой оси горлового 
эллипса, 

590. Въ существовани только двухь найденныхъ системъ круговыхъ 
сфченй можно удоетовфритьея изъ сл$дующаго геометрическаго анализа. 
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Г Еели положимъ, что ОВ (фиг. 113) есть половина большой оси гор- 
лового эллипса, такъ что ОВ > ОЛ, и вообразимъ, что какая-нибудь 
даметральная плоскость, не проходящая черезь эту ось, пересЪкается 
съ главными плоскостями ХОТ и УОЙ по пря- 
мымь ОС и ОН, асъ гиперболоидомъ по кри- 
вой СН, то будемъ имфть ОС < ОН, ибо ОВ 
есть наибольший изъ полудаметровъ эллипса 
АСВ и наименьшй изъ полудаметровъ гипер- 
болы ИВМ. Отсюда заключаемъ, что кривая НИ 
не можеть быть кругомъ и что, слёдовательно, 
аметральная плоскость, дающая въ сфчеши 
Фиг. 113. кругъ, должна проходить черезъь ось ОУ. 

Прямая линя, по которой всякая такая плоскость перескаетен съ 
плоскостью ХО7, будеть даметромъ лини пересфченя и, для того», 
чтобы эта линЁя была кругъ, этоть даметръ долженъ быть дЪйстви- 
тельнымь даметромъ гиперболы КАГ,, по которой гиперболоидъ пере- 
сЪкается плоскостью ХОЙ, и притомъ равнымъ д1аметру ОВ. 

Сл довательно, даметральныя плоскости круговыхъ сВчешй должны 
проходить черезь точки К и Г, въ которыхъ гипербола КАГ, пересф- 
кается съ кругомъ, описаннымь изъ ея центра рад1усомъ, равнымь 6. 

Обозначая черезъь ф уголь прямой ОК съ осью ОХ, будемь нмЪть 
для координатъ точекъ К и Г, слфдуюция значения: 


&=05ф, у=0О, === 9. 


Такъ какъ эти координаты должны удовлетворять ‘уравнен!ю гипер- 
болоида (2), то получимъ 


52с09ф зи 


т. 
откуда 
т — а 1 
зшф = , созф ===“ р ая 
вузе уе - с 


и, слЪдовательно, 


Эти же выражен!я можно было бы получить изъ уравнений (16). и (17). 
591. Такъ какъ лини пересфчен!я гиперболоида и его ассимитоти- 
ческаго конуса одною и тою же плоскостью суть подобныя, то заклю- 
чаемъ, что и конусъ (8) пересфкается плоскостями (16) и (17) по кру- 
гамъ. Но уравнешемь (8) выражается, какъ мы видфли (см. стр. 451), 
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вся конусъ второго порядка. Поэтому заключаемъ, что всяк такой 
конусъ можеть быть разсматриваемъ, какъ имфющий управляющею кругЪ, 
т. е. какъ наклонный ковуеъ съ круглымъ основашемъ, 

Положимъ, чтож , у, суть координаты нфкоторой точки № ассимп- 
тотическаго конуса, и пусть 1 будеть разстояе О.М этой точки отъ 
его вершины, & р: И рз длины перпендикуляровь изъ этой точки на 


двЪ даметральныя плоскости круговыхьъ сфченй. Въ такомъ случав 
будемъ имЪть 


Ва -у-Еа* 


аи вуй- пи - р вуй— 
а а 


с с: 
ука '® НЕЕ 


ас ас 


т- 


Перемноживши послЪдья два выражешя, получимь 


2) 


а) _ ай — 
с а? 


$2 (а - с*) 


142? 


рирз —= 
или 
Е 
рирз ца) О 
Такъ какъ отношешя в и =: равняются синусамъ угловъ, состаз- 
ляемыхь прямою ОМ съ плоскостями круговыхъ сЁченй, то, обозна- 
чая эти углы чрезъ 0: и 0», будемъ имфть 


Я ы а? 
5101319» = я-а 

Такимъ образомъь получаемь слфдующее общее свойство конусонь 
второго порядка. 

Произведение синусовь улловъ, составляемыть образующею конуса съ 
плоскостями круповыть съченй, есть величина постоянная. 

592. Изъ того, что всякая касательная плоскость къ однополому ги- 
перболоиду имфетъь съ нимъ двф обиця дЪйствительныя прямыл, слф- 
дуеть, что на этой поверхности существуеть безчисленное множество 
прямыхъ лин и что, слЪдовательно, она привадлежить къ числу ли- 
нейчатыхь поверхностей, 1. е. такихь, которыя могуть быть описы- 
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ваемы движущеюся прямою (ем. стр. 375). На этомъ основан{и прямыя, 
помфщаюнщияея на гиперболоидЪ, называются его прямолинейными обра- 
зующими. 

Еели уразнене гиперболоида представимъ въ видЪ 


по его можно будетъ разсматривать, какъ результать перемноженя 
двухъ слфдующихъ уравневй первой степени: 


гдЪ № есть неопредфленный параметръ. 

Совокупноеть послфднихь уравненй при всякомь  представляеть 
прямую, и такъ какъ всЪ значешя х, у, 2, имъ удовлетворяюния, 
должны удовлетворять и уравнению (18), то эта прямая лежить на ги- 
перболоидЪ. Слфдовательно, при неопредленномъ # уравнен!я (19) вы- 
ражаютьъ цфлую систему прямолинейныхь образующих гиперболоида. 

Но уравнеше (18) можно также разсматривать, какъ результать пе- 
ремножен!я двухъ слфдующихъ уравнен!й: 


Е)-(5) 
(-)-99) 


которыя, при неопредфленномъ значеши параметра 1, представляють 
другую систему прямолинейныхъ образующихъ гиперболоида. 

593. Въ существоваи для всякато однополаго гиперболоида двухъ 
различныхь системь прямолинейныхь образующихь можно убЪдиться . 
еще слфдующимъ образомъ. 

Возьмемь какую-нибудь прямую въ пространствЪ, и пусть уравнешя 
ея будуть 


д=тЕ-и, ужи... ...... (20) 


Исключивъ изъ этихъ уравненй и уравненя гиперболоида (2) пере- 
мЪнныя хи у, получим 


р 


НИ 
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или 


® С] 1 { 2 2 
(ро) 


Величины #, опредфляемыя отсюда, суть координаты точекъ пере- 
сЪфчешя гиперболоида съ прямою (20). Если эта прямая лежитъ всфми 
своими точками на гиперболоидЪ, то поелфднее уравнеше должно удов- 
летворяться при всЪхъ возможныхь значешяхь 2,.& это будеть только 
тогда, когда всВ коэффищенты поелфдняго уравнен!я равняются нулю. 

Такимь образомъ видимъ, что необходимыми и достаточными уело- 
вями, при которыхъ прямая (20) есть прямолинейная образующая ги- 
перболоида (2), служать равенства 


т? т? | 


йо 

ИТ и 

= Ща) 
и? 5? 

ис! 


Этими усломями устанавливается зависимость между четырьмя па- 
раметрами т, ®, ми ф прямой, и такъ какъ ихъ только три, то одинъ 
изъ этихъ параметровъ совершенно произволенъ. Это и доказываеть су- 
ществоване безчисленнаго множества прямолинейныхь образующихъ. 

594. Въ уравненяхъ прямой (20) величины и и ® означаютъ коор- 
динаты хи у точки пересфченя этой прямой съ плоскостью ХОУ. 
Такъ какъ послёднее изъ условй (21) представляетъ результатъ под- 
становки этихъ координать въ уравневе горлового эллипса, то оно вы- 
ражаетъ лишь то, что вс№ прямолинейныя образующия гиперболоила 
пересфкають плоскость ХОУ въ точкахъ горлового эллипса, обетоя- 
тельство геометрически очевидное. 

Прямая линя, проходящая черезь начало координать и параллель- 
ная прямой (20), выражается уравнешями 


ж=та, у= пл. 


Такъ какъ результать исключешя ти » изъ этихъ уравнешй и пер- 
ваго изъ равенствъ (21) есть уравнеше 


представляющее ассимптотичесвйЙ конусъ, то заключаемь, что послд- 
няя прямая есть образующая этого конуса. 
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Первое изъ услов!й (21) озвачаеть, слфдовательно, что вс прямоли- 
нейныя образующий гиперболоида параллельны образующимь его ас- 
симптотическаго конуса, 

595. Второе изъ равенствъ (21) можеть быть представлено слфдую- 
щимь образом: 


откуда находимъ 
Е ЕЕ 
О ‘а @ 6] в] 


ВелЪдете перваго и третьяго изъ услошй (21) послФднее отноше- 


1 
не равняется а, и потому будемъ имЪть 


[0 ат _ 
И с ° 
СлЪдовательно, 
аг я 
в 


причемъ верхнему знаку одного выраженя соотвфтетвуеть верхий же 
знакъ другого и нижнему нижн!й. 

Такимъ образомъ видимъ, что прямолинейныя образующия однопо- 
лаго гиперболоида должны быть раздфляемы на дв системы, изь ко- 
торыхь одна выражается уравненами 


= аи: у=——=-ь,.... . (22) 


& другал уравненями 


аа аи, 


У Ве) 


Здесь м и о суть неопредЪленныя величины, связавныя между ©о- 
бою услошемъ удовлетворять уравнению горлового эллипса. 

При всякомъ частномьъ значени этихъ величинъь уравнешя (22) и 
(23) представляютъ дв опредфленныя различных между собою прямыя. 
Отсюда, завлючаемъ, что чрезъ всякую точку горлового эллипса про- 
ходить одна прямолинейная образующая каждой системы. 


21485 -3— . 


596. Возьмемь дв каюя-нибудь прямолинейныя образуюция, при- 
надлежашйя разнымь сиетемамъ, и пусть Ри (фиг. 114) будуть точ- 
ки горлового эллипса, черезь квоторыя онф 
проходять. Если положимъ, что координа- 
ты этихъ точекь суть х=щ, у=и и 
&=щ4, У=чз, то уравнешя разематривае- 
мыхъ образующихь будутъ 


Исключивъ изъ нихъ хи у, получимь Фиг. 114. 


г (ш Е из)2, 


а . 
из ш = (2 и)2,  и— 
Вс 


откуда, по исключени 2, найдемь 


штш а Ри). 


м ши) 


Имфя въ виду, что координаты точекь Ри © удовлетворяютъ урав- 
пению горлового эллипеа, легко видфть, что послфднее равенство то- 
ждественно. 


Это доказываеть, что всяк?я дю прямолинейныя образуюиия, принад- 
дежащя разнымь системамь, переспкаются между собою. 
Если возьмемъ двф прямолинейных образующия, ироходяшуя черезъ 


точки Ри О и принадлежания одной и той же системЪ, напр. пер- 
вой, то уравненя ихъ будутъ 


о ВЯ 
о у ше" 


ь 


} 
т 


и 2=--Т Ем, увы. 


Исключивъ изъ нихъ 2, у их, получимъ 


(из 


ш р ни 


что возможно только при совиадени обфихь прямыхъ. 

СлЪдовательно, прямолинейныя образуюция зиперболоида, принадле- 
жаиия одной и той же системъ, не пересъкаются. 

Авдикезь. АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИИ. 30 


=-7866 


597. Чтобы получить уравневе проекщи прямолинейной образующей 
на плоскость ХОУ, нужно, какъ извфетно, исключить изъ ея уравие- 
н! перемфивую 2. 


Умножая дла этого первое изъ уравнешй (22) ‘на т а второе ва 


Ф 
3: # свавдываа результёты, получимъ 
й 


Дл аа 
Гы 


или 


Это есть уравнеше касательной къ горловому эллиису въ точк% (и, г). 

То же самое мы получили бы, исключая 2 изъ уравненй (23). 

Итакъ, проекщя всякой прямолинейной образующей гиперболоида, 
на плоскость ХОУ есть касательная къ горловому эллипсу въ т096% 
пересфченя его съ этой! образующей. 

Основываясь на этомъ свойств$, легко найти построешемъ прямолиней- 
ныя образующя, проходяшя черезъ какую-нибудь точку 1/ (фиг. 114), 
данную на гиперболоидЪ. Для этого нужно только опустить изъ точки 2 
периендикуляръ на плоскость ХОУ и чрезъ его основане № провести 
касательныя къ горловому эллипеу. Прямыя, соединающя точки при- 
косновешя Ри © съ данною точкою М, имфя эти касательныя сво- 
ими проекщями, будутъ образующия гиперболонда. 

Такъ какъь горловой эллипеъ есть наименьшй изъ эллипсовъ, полу- 
чаемыхь въ сфчеши гиперболоида плоскостями, параллельными плое- 
кости ХОУ, то проекщя М всякой точки, лежащей на гицерболоид®. 
должна находиться внЪ горлового эллипса. Вслфдетые этого касатель- 
ныя МР и №0, а съ тёмь выфетЪ и искомыя образующ!я, суть всег- 
да дЪйствительныя. 

Итакъ, черезь всякую зпочку однополаш зиперболоида проходять дв 
прямолинейныя образующая этой поверхности. 

598. Если дв прямолинейныя образующия разныхъ системъ, выра- 
жаемыя уравневями (24), параллельны между собою, то должно быть 


ай | и ‚ 66 
МР И ве Гас 
или 


=—я и 


— аб 


Это показываеть, что тавя двЪ образующёя пересфкаютъ горловой 
эллипеь въ двухъ маметрально противоположныхь точкахъ и, слфдо- 
вательно, лежетъ въ одной д1аметральной плоскости. 

Что же касается прямолинейныхь образующихьъ одной и той же сис- 
темы, то очевидно, что между ними не можеть быть параллельныхъ, 
такъ какъ услове параллельности такихъ образующих приводится къ 


2=и и Ши, 


что означаеть совпадеше ихЪ. 

Легко видЪть также, что между прямолинейными образующими од- 
ной и той-же системы не можеть быть болфе двухъ параллельныхъ 
одной и той же плоскости, ибо въ противномъ случаЪ въ числ обра- 
зующихь ассимптотическаго конуса было бы болфе двухъ, лежащих 
въ одной плоскости. 

599. Если дв праямолинейныя образующия разныхъ системъ, выра- 
жаемыя уравненями (24), перпендикулярвы между собою, то должно 
быть 


МИ г #1525) 


Положимъ, что вь уравневшяхъ (24) величины =, у, 2 суть коорди- 
наты общей точки такихъ образующихъ. Изъ уравненй первой обра- 
зующей будемъ имЪфть 

2? 
ишемии и фи = 


а 


УЕ 
О а 
ас? 


или 


(2—ш) = я (. а и (ув = ее (. "=. 


Такъ какъ тЪ же самыя соотношеня получимъ для величинъ и и 
ч» изъ уравнев!й второй образующей (24), то заключаемъ, что ши № 
суть корни сафдующаго квадратнаго ураввеня 


(2-Е = )и? — 262ги + (6827 — а*2?) =0, 


аи и 42 сл6дующаго 
(наи — эс? ур - (су — 922) =0. 


Отсюда видимъ, что 


2? — а? и #\ да пи азс? 
аа о] а-я 


168 


и 
у 2? с? Е Ве? 
+ ина ти- ен 
Подставивъ эти выражены въ услоше перпевдикулярности (25), 
демъ имЪть 


я-а 


откуда раскрывь скобки и уничтоживъ знаменателя, получим 
ии а. 


Это показываеть, что точки пересфченя перпендикулярныхь между 
собою ‘образующихъ однополаго гиперболоида (2) находятся на кривой, 
по которой эта поверхность пересЪкается концентрическою съ нею ефе- 
рою, радусъ которой равняется 


Ч 


Слфдовательно, однополый гиперболоидъ (2) только тогда имфеть 
перпендикуларныя прямолинейныя образуюцщия, когла въ его уравнения 
с не болБе, нежели большая изъ величинъ а и 6. То же самое отво- 
сится, очевидно, и къ конусу (8). 


Велфдетые подобя лин пересфчешя поверхностей второго порядее 
параллельными плоскостями, ве плоскости, параллельныя двумъ вза- 
импо периендикулярнымь образующимъ гиперболоида, переефкають кавъ. 
эту поверхность, такъ и ея ассимитотическй конусъ по равносторон- 
НИМЪ гиперболамъ. 

600. Плоскость, проведенная произвольно черезь какую-нибудь пря- 
молинейную образующую однополаго гиперболоида, имфя съ этой по- 
верхностью одну общую прямую, должна совмфщать въ себф другую 
прямую, принадлежащую также поверхности, Послфдняя прямая есть, 
очевидно, образующая другой системы, а плоскость касательная къ по- 
верхности. 

Итакъ, всЪ плоскости, проходяшия черезь одну и ту же образую= 
щую однополаго гиперболоида, суть касательныя къ нему въ различ- 
ныхь точкахъ пербсфчешя этой образующей съ образующими другой 
системы. 

Изъ сказаннаго видно, что всЪ прямолинейныя образующия однопо- 
лаго гиперболоида покрывають эту поверхность на подобе ткани, со- 
ставленной изъ двухъ системь витей (фиг. 115). ВеЪ нити одной сие- 
темы КК’, Г1/... не ветрЪчаются между собою, но каждая изъ нихь 
встрфчается со всфми нитями ММ’, М№'... другой системы. 
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На этомъ основываетен построеше модели однополаго гиперболоида, 


устраиваемой изъ нитёй, которыя назягиваются надлежащимь 0бра- | 


зомь между точками двухъ равныхъ эллипсовь КЁ и К°, на- 
ходящихея ина параллельвыхъ плоскос- 
тяхъ и служащихъ ортогональными про- 
евкщями одинъ другому. 


601. Выше было показано (см. стр. 379 
и 380), что геометрическое мфето системы 
прямыхь, перееЪкающихь одновременно 
три данныя прямыя, есть поверхность 
второго порядка, которую можно поэтому 
разсматривать, какъ опиеываемую праямою, 
скользящею по тремъ даннымъ прямымт. 
Однополый гинерболоидь принадлежить, Фиг. 115. 
очевидно, къ числу поверхностей, образуемыхь такимъ образом, при 
чемъ направляющими это движеме прямыми служать три кавя-ви- 
будь образующия одной и той же системы, а движущаяся прямая при- 
нимаеть положенше всъхъ образующихь другой системы. 

Отсюда видимъ, что однополый гиперболоидь опредфляется вполн® 
тремя данными образующими одной и той же системы, что предетав- 
ляетъ частный случай опредзленя поверхности второго порядка де- 
вятью ея точками (см. стр. 385), когда эти точки расположены по три 
на трехъ прямыхъ '), ь 


$ 3. Двуполый гиперболоидъь. 


602. Обратимея теперь къ раземотрнию послфдней изъ централь- 
выхъ поверхностей, гинерболоида, выражаемаго уравнешемъ (см, стр. 451) 


Полагая въ этомъ уравнеши х=0, у=0, получим 2 === с. СлЁ- 
довательно, поверхность пересекается осью 07 въ двухъ точкахъ Си 
С’ (фиг. 116), отстоящихъ отъ начала коордивать па разстояне с. Если 
же положимь у=0, 2==0 или х=0, 2=0, то получимъ для треть- 
ей координаты мнимое значеше. Это показываеть, что оси ОХ и оу 


1) Изь предыдущаго слёдуеть, что три данвыя прямыя ие должны быть параллельны 
одной и той же пдоскоети. Въ противномъ случаф, какъ увидимъ ниже (см. стр. 501), 
образуемая поверхность иринаддежить къ числу не ныфющихь центра. 


с 
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не пересфкають поверхности. Послёлняя имфеть, слфдовательно, ода? 
дфствительную ось и дв мнимыя. Точки Си С’ суть ея вершины. 


2 'Уравнен!я главныхъ счений поверхноети 
=: получимъ, полагая послфдовательно 2=0, 
у=0, х=0. Эти уравнения будуть 
м ГЕ В 1 Га ЕЕ 2 ыы 
ати ‘аа тит 
С р 
- г Изъ вихъ два послЬдьйн предетавляють 


52 х на плоскостяхь ХОЙ и УОЙ двЪ гипербо- 
лы, имЪющуя обийя вершины въ точкахъ 
Си С’; первое же не удовлетворяется во- 
все дЪйствительными координатами хи у 
и потому не имфеть дЪйствительнаго гео- 

метрическаго значемя. СлЪфдовательно, 
2! плоскость ХОУ не пересфкаеть поверх- 
Фиг. 116. ности. 


603. Если положимъ въ уравненш (1) 2=%, то будемъ имЪть 


—е 


или 


ав? — сз) 


Это есть уравнеше проекши на плоскость ХОУ лини пересфченя 
поверхности (1) съ плоскостью, параллельною плоскости ХОУ и от- 
стоящею оть начала координать на разстояне, д. Проекщя эта т0- 
;ждественна съ самой лишей перес$чешая. 

Полагая 


8—6 ЕЕ 
«УЕ гк 8 


в 


ь, 


дадимъ послёднему уравненю видъ 


2 у 
а 


Отсюда слЪлуетъ, что плоскостями, параллельными плоскости ХОУ, 
поверхность пересфкается по эллинсамъ. Но такъ какъ выражешя для 
а’и’ принимаютъ- дЪйствительныя значеня только при > с, а 
при # ==Ес они обращаются въ нуль, то заключаемъ, что дЪйстви- 
тельнаго пересфчешя вовсе не будетъ, если ефкущая плоскость встр- 


Ч: 


чаетъ дЬйствительную ось 02 между вершинами Си С’. ТЪ же плос- 
кости, которыя проходать черезъ эти точки, суть касательных въ нихъ 
къ поверхности, 

Въ пространств, заключающемея между этими послфдними илос- 
костями, не будетъ, слфдовательно, находиться ни одной точки по- 
верхности. 

604. Такимъ образомь видимъ, что поверхность, выражаемая урав- 
нешемь (1), состоить изъ двухъ отдфльныхь частей или полостей, про- 
стирающихся въ безконечность. Моэтому она называется двуполымь, зи- 
перболоидомь. Каждая изъ ея полостей можеть быть разсматриваема, 
какъ описываемая перемфннымъ эллипсомъ МТ” (фиг. 116), илоекость 
котораго остается перпендикулярною къ дЪйствительной оси поверх- 
ности, & вершины перемфщаютея по двумъ гиперболамъ, предетавляю- 
щимъ ел главныя сфчентя. 

Если въ уравнени (2) постоянныя а и 6 равны между собою, то 
всф еБченя поверхности плоскостями, параллельными плоскости ХОУ, 
будуть круги. Въ этомъ случа поверхность можеть быть разематри- 
ваема, какь описываемая постоянною гиперболою, вращающеюся около 
ея дЪйствительной оси, и потому называется двуполымь типерболоидомь 
вращеня. 

605. Представляя уравнешя какого-нибудь даметра гиперболоида 
(1) въ видь 


= -ь. Е тЫ 


получимъ для опредфлен!я величины о, соотвфтствующей концамъ этого 
дЛаметра, соотношеше 


Сл довательно, 


Отсюда видимъ, что даметры (2), для которыхъ угловые параметры 
т, ®, р удовлетворяють условию 


т? п? Уз 
+ т <9, 


пересфкаютъ поверхность. Напротивъ, тв даметры, для которыхъ 


ЧИ < 


не имфють съ ней общихь точекъ и потому называются мнимыми. Къ 
числу послфднихъ принадлежать и двЪ мнимыя ови ОХ и ОУ, ь 
Если же имфемъ 4 


ЕВ 
а? Ь? с? 


то координаты концовъ ламетра (2) будутъ безконечно `большия. 
Исключая т, пир изъ этого поелфдияго услошя и уравненй (2), 

получимъ уравнеше геометрическаго мЪста безконечно большихъ л- 

метровъ 

ых 

ее 


у 
т -е те 


О 


Это уравнеше выражаеть конусъ, который можеть быть разематри- 
ваемъ, какъ описанный около поверхности, ибо образующя его суть 
касательныя къ поверхности въ безконечно удаленныхъ точкахъ. Онъ 
называется ассимптотическимь конусомь. Легко убфдиться такъ же, 
кавъ было показано для однополаго гинерболоида (ем. стр. 454), что 
точки поверхности безпредфльно приближаются къ точкамъ этого ко- 
нуса по м$рЪ удалевя ихъ въ безконечноеть. 

606. Два гиперболоида однополый и двуполый, выражаемые урав- 
нешями 
9 


т, 
тя 


2 
7 

= СЕ 
р 


въ которыхь а, В, с имфють одинаковыя значен!я, пазываются сопря- 
женными. Изъ предыдущаго видимъ, что таве гиперболоиды имфють = 
обиЦй ассимитотическй конусъ’ (3) и, притомъ, всф мнимые даметры 
одного суть дЪйствительные другого и обратно. 

Какая-нибудь плоскость 


Ас Ву =0...,.....@ № 


перес\каеть двуполый гиперболоидъ (1) по лиши второго порядка, 
проекщя которой на плоскость ХОУ выражается уразнешемь 


7 
Е. Ви о 


а в? с? 


или 


Ай - Взу-- бу Пе Ву 0,.....) 


тдЪ коэффищенты А’, В’,...Е’ имфють слдуюцщия значеня: 


А ть 
< 
р 
р о 


Сравнивая эти коэффищенты съ коэффищентами уравневя, имфю- 
щаго такое же значеше для однополаго гиперболоида (ем. стр. 455), 
замфчаемь, что различ состоить только въ значешихь постояннаго 
члена Е’. Это позволяетъ заключить, что 0ва сопряженные литербо- 
лоида пересъкаются одною и тою же плоскостью по лишямь подобнымь, 
10добно расположеннымь и концентрическимь. 

Отсюда слЪдуетъ, между прочимъ, что двуполый гиперболоидъ, по- 
добно другимъ центральнымь поверхноетямъ второго порядка, имфеть 
круговыя сфчешя и что сиетемы ‘плоскостей круговыхъ сфчешй для 
него тЪ же самыя, какъ и для сопряженнаго съ нимъ однополаго ги- 
. перболоида. Это суть плоскоети, выражаемыя уравненями 


рт тре 
с = 
и В ОИ ДВ 


тдё Ки 1 постоянныя неопредФленныя (см. стр. 459). 

Очевидно геометрически, что между плоскостями, пересфкающими 
однополый гиперболоидь по оэллипсамъ; существують тавя, которыя 
вовсе не пересЪкають двуполаго гиперболоида. Таковы напр. плоскости, 
перпендикулярныя къ дЪйствительной оси двуполаго гиперболоида и 
пересЪкаюция эту ось между вершинами Си С’. 

607. Плоекость (4) будеть касательною, когда коэффищенты урав- 
неня (5) удовлетворяютъ условю (см. стр. 457) 


(ВЕ — АЕ? С' 03) —(В*—44А'0’)Е'= 


При указанных выше значеняхь этихъ коэффищентовь оно обра- 
щаетея въ 


Аза? -—- В — 0 -- 1*=0 
и двучлень В’ —4/4’С‘будеть имЪть отрицательное значеше 


а 
226 


Это показываеть, что всякая касательная плоскость къ двуполому 
зиперболоиду имъеть съ этою поверхностью только одну общую точку, 


СЫ 


СлЁдовательно, двуполый гиперболоидь не имфеть прямолинейныхь 
образующихь, ибо въ противномъ случаЪ существовали бы касатель- 
ныя плоскости, иивющя съ гиперболоидомъ общйя прямых (ем. стр. 468). 

Координаты точки прикоеновеня плоскости (4), какъ удовлетворя- 
юция одновременно ея уравненю и уравнению гиперболоида (1), бу- 
дутъ, очевидно, 


_ да В ий 
я р’ У р’ С: р 
Отсюда находимъ 
Фа Фу Ла 
Ва ая: ОИ 
велфдетые чего уравнеше (4) принимаетъ. видъ 
тт 22 
Е неа нео 


Это есть уравневе касательной плоскости къ двуполому типерболо- 
иду въ данной на немъ точкЪ. Оно же выражаеть полярную плоскость 
точки (7, /\,&) относительно двуполаго гиперболоида въ томъ слу- 
чаф, когда эта точка дана какъ-нибудь въ пространств. 

Уравнен!я нормали къ двуполому гиперболоиду въ точк®, данной на 
этой поверхности, будутъ, очевидно, 


4 2—1) _ (уф) _ 6% — я). 
Е ЕД еее 


608. Легко видЪть, что къ двуполому гиперболоиду могуть быть про- 
ведены касательныя плоскости, имфюя направлеше плоскостей кру- 
товыхъ сфчешй. Это слфдуетъ изъ того, что въ уравнешяхь (6) не- 
опредфленнымь постояннымь Ё и 1 могуть быть даны тавя дфйстви- 
тельныя значешя, при которыхъ они выражаютъ касательныя плос- | 
кости. Если положимъ, напр., что это справедливо для перваго изъ | 
уравнешй (6), то изъ сравневя его съ уравнешемъ касательной плос- 
кости (7) будемъ имфть | 

| 
. 


Слфдовательно, 


— 415 — 


Такъ какъ эти координаты должны удовлетворять уравнению гипер- 
болоида (1), то получимъ 


Та — а? ь - 6? у 
кие =, 
откуда 
ь—- жуй. 
Къ подобному же результату придемъ, отождествляя значеше вто- 
рого изъ уравненйй (6) съ значешемъ уравнешя (7). 


Для координать м, у, & получаемь, такимъ образомъ, сл5дующую 
систему значенй 


и ее уе 
У’ : Уя-я 


Это суть координаты точекъ округленя (см. стр. 446). 
609. Чтобы уравнению касательной плоскости (7) дать видъ 
лсоза -|- усозВ -- 26037 = р, 


тд р означаеть длину перпендикуляра изъ центра на эту плоскость, 
аа, В, 7 углы, составляемые имъ съ осями гииерболоида, нужно по- 
ложить 


Эс0за _ сов __ 626087 _ _ 
я и —а 2 
Сл$довательно, 
асозё — —В возр 2 оу ЕР, 
а ь с 
откуда 


* 2 2 
а2соз?а -|- 5960328 — с?созЗу = „Е: ыы и а == 0, 


и потому уравнене касательной плоскости, перпендикулярной къ дан- 
ной прямой, будетъ 


асоза -|- усов -|- 2с0у = 03% — ай6033«— 096039... . (8) 


Сравнивши это уравнеше съ подобнымь же уравнешемъ касательной 
плоскости къ однополому гиперболоиду (ем. стр. 458), легко видЪть, 
что, при одинаковыхь значеняхь угловъь &, в, 7, одно ‘уравнене вы- 
ражаеть дЪИствительную плоскость, а другое мнимую. Это показываеть, 


— 416 — 


что къ двумъь сопряженнымъ гиперболоидамъ въ одномъ и томь же 
направлеши касательныхъ плоскостей провести нельзя. 


Изъ уравневя касательной плоскости въ видф (8) выводятся для 
двуполаго гиперболоида такъ же, какъ и для другихъ центральныхь 
поверхностей слфдующёя два предложения: ; 

1) Сумма квадратовь перпендикуляровь, опущенныхь изъ центра на 

° три пертендикулярныя между собою касательныя плоскости, имтеть 
величину постоянную. 


2) Геометрическое мъсто вершины прямою триураннаю зрла, зрани 
которало касаются зитерболоида, есть сфера концентрическая съ 1и- 
перболоидомь \). 


610. Положимъ, что 2, и, а суть координаты какой-нибудь точки 
М; даннаго двуполаго гицерболоида (1). Уравнене касательной плое- 
кости въ этой точкЪ будетъ 


21 


2 Ут. #2 
гв 


с 


а уравнеше даметральной плоскоети, параллельной съ этою касатель- 
ной, будетъ 


06$ эти плоскости должны пересфкать однополый гиперболоилъ, 
сопряженный съ даннымъ двуполымъ, по эллипсу (см. стр. 400 и 473). 

Известно, что всякая д!аметральная плоскость, проходящая черезъ 
даметрь ОМ,, есть сопряженная съ плоскостью (9) (см. стр. 418). 
Поэтому, взявши на посл$дней двЪ точки М, и М:, служания концами 
двухъ сопряженныхъ д1аметровъ эллипса, получаемаго въ сЪчени одно- 
полаго гиперболоила, будемь имЪфть, что три даметра О, ОМ», 
ОМ; представляютъ систему сопряженныхь даметровъ, по отношенйо 
къ обоимъ сопряженнымъ гиперболоидамъ. 

Велфдетве того, что точка № взята на данномъ двуполомъ гипер- 
болоидф произвольно, можно заключить, что веф системы сопряженныхь 
дШаметровь для двухъ сопряженныхь гиперболоидовъ однЪ и т же. 
При этомъ одинъ изъ даметровъ всякой такой системы есть дЪйетви- 
тельный для двуполаго гиперболоида, а два друме для однополаго. 


$) Изъ этихь дпухъ свойствь, общих всёмъ ›центральнымь поверхпостямъ второго, 
порядка, одно есть слфдстые другого, ибо перпендикуляры изъ центра поверхности нь 
три грани прямого триграннаго угла, образуемаго касательными плоскостями, суть 
ребра прямого параллелопипеда, для котораго прямая, соединяющая вершину этого 
угла съ центром; есть дагональ, 


же 


Обозначая координаты точекъ М и № чрезъ 2, уз, 22 И 23, У, 23 
и замьчая, что эти точки лежать въ плоскости (9), будемь имфть 

а а, 3 2123 

а ь с 


о... (10) 


Такъ какъ, далфе, точка М; должна лежать въ дламетральной илос- 
кости, параллельной еъ касательною плоскостью къ однополому гипер- 
болоиду въ точкь М, то должно быть 


хз, не 2388 = 


с ороалИи юн НИК) 


Если положимъ, что углы, составляемые д1аметрами ОМ, ОМ., 
О Му съ осями гиперболоидовъ, суть послфдовательно «1, Р\, 71, @э, В», 
73, @з, Вз, 7з, То будемь имЪфть - 


Е КД Е Е У 
воз  с0зй,  с0зу 603% — 6088. — ©037з’ 


ыы 


603@3 6038:  собуз” 
велЪдетые чего изъ предыдущихъ разенствь получимь 


60864 с036 010 6037160872 
а Го Г 


=0, 


пон чей 6057160573 _ 
с? 


6036560343 ‚ 605856038: _ ©055с08уз 
с че -3 


а? р 6 


о, 


равенства, представляюния зависимость между направлешями трехъ 
сопраженныхь даметровъ гиперболоидовъ. ^ 

611. Изъь трехъ точекъ №, М, №, представляющихь концы со- 
пряженныхь даметровъ, первая принадлежить, какъ предположено вы- 
ше, данному двуполому гиперболоиду, а дв остальныя однополому. 
Велфдетвье этого должно быть 


Изь этихъ равенствъ и равенетвь (10) и (11) можно вывести соот- 
вошенвя между величинами сопряженныхь маметровъ посредотвомь та- 


48 — 


кихъ же точно преобразован, кавя были сдЪланы надъ подобными же 
равенствами для эллипсоида (см. стр. 447 и слЪд.). Нот же самыя с0- 
отношения могутъ быть обнаружены еще слфдующими соображен!ями, со- 
стоящими въ примфнени теоремъ Аполлон!я (см. стр. 193 и 291) къ 
сфченшямъ гиперболоидовь д1аметральными плоёкостями. 

Обозначимь черезь а’, ®’, с длины трехъ сопряженныхь полуда- 
метровь ОМ, ОМ., ОМ,. Изъ нихъ два первые суть сопряженные 
полудаметры эллипса, по которому плоскость 14.0.Мз пересЪкаетъ одно- 
полый гиперболоидъ. Если назовемь черезь а” и 5” два друге сопря- 
женные полудаметра эллипса, изъ которыхъ первый лежить въ плос- 
кости ХОЙ, то, въ силу хдной изъ теоремъ Аполлошя, будемъ имфть 


а ей 
при чемъ а”, $” и с представляють также систему трехъ сопряжен- 


ныхъ полуд1аметровь. 


Плоскость, проходящая черезь дламетры 5” и 6’, перееЪкаеть гипер- 
болоиды по гиперболамъ, для которыхъ эти д1аметры суть тоже сопря- 


женные. Обозначая черезь Б”’и с”’ два друше сопряженные полуда- 
метра тЪхЪ же гиперболъ, будемъ имЪть, въ силу теоремы Аполлона, 


ария 


и если допустимъ, что даметрь с’”’, такъ же какъ и а”, лежитъ въ плос- 
кости ХОЙ, то маметрь Ь”” будетъ совпадать съ осью ОУ и, сл%до- 
вательно, должно быть 5” =. 


Такимъ образомъ получимъ 


а — са - 


Замфчая, наконець, что а” и с”’ суть сопряженные полумаметры ги- 
перболь, по которымъ гиперболоиды пересфкаются плоскостью ХОЙ, 
будемъ имЪть, по той же теоремЪ Аполловя, 


а" — в" — 


276. 
Слфдовательно, 


а --ь— ва --— 


Итакъ, алебраическая сумма а?--Ь?— с? имъеть постоянную ве- 
личину дая всъхь системь сопряженныть Ф’аметровь обоиль чиперболои- 
90въ. 2 

612, Такими же разсужденями легко доказать и друмя соотноше- 
я между длинами сопряженныхь дзаметровъ, выведенныя выше для 
эллиисоидовъ. Такъ, обозначая черезь У(а’, И’, с’) объемъ параллеле- 


— 419 — 
пипеда, для которато полумаметры а’, ’, с’ служат ребрами, будемъ 
_ имфть 
Иа’, 5, в) = Иа", ",с), 
ибо эти два параллелепипеда имфютъ одну и ту же высоту и равно- 
велиюя основашя. По той же причин® заключаемъ, что 


Уа",5",с') = Та", 6, с”) = (а, 6, ©), 


тдз а", В", с” имВють ть же значешя, какъ и въ предыдущемъ. 
СлЪдовательно, 
;- Иа’, 5’, с) = И(а,Ъ, 6). : 


Итакъ, объемь параллелепипеда, построеннало на трель сопряженныхь 
даметрать зиперболоидовь, иметь величину постоянную. 


ГЛАВА СЕДЬМАЯ. 
ПАРАБОЛОИДЫ. 


$ 1. Эллиитичеекй параболоидъ. 


613. Мы видфли выше (см. стр. 404), что надлежащимь выборомъ 
системы координатъ уравнешме велкой поверхности второго порядка» 
имющей безконечно удаленный центръ, можеть быть приведено къ 
виду 

Д-Р Ву 0... 


При этомъ, если система координать прямоугольная, то плоскости 
ХОЙ и УОЙ суть главныя даметральных плоскости поверхности (ем. 
стр. 413). 

Ограничимся сперва случаемъ, когда въ уравнеши (1) в - 
Аи В имфютьъ одинаковые знаки. 

Такъ какъ посредством соотвфтетвующаго выбора положительнаго 
направлешя оси 0 можно третьему члену уравнения (1) придать ка- 
кой угодно знакъ, то, не лишая общности значене этого уравнен1я, мы 
можемъ предположить что коэффищенть -/ имфеть знакъ, обратный 
знаку двухъ другихъ коэффищентовъ. 

Полагая въ такомъ случа 


ра 
аи 5 =е, 
приведемь уравнеше (1) къ виду 


В Е лоза 5 
т , ( 
тдВ ри 4 суть величины положительныя, 


Займемея изслЪдовашемъ свойствъ поверхности, выражаемой такимъ. 
‘уравнешемъ. >. 
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‚ 614. Если положимъ въ уравнеши (2) 2 =0, то будемъ имфть 
2? У 
Е =0. 
р 50 9 


Единственныя дЪйствительныя значешя хи у, удовлетворяющя 
этому уравненю, суть х=0, у=0. Слфдовательно, плоскость ХОУ 
есть касательная къ поверхности (2), имфющая съ нею только одну 
общую точку, начало координатъ. 

Полагая, далЪе, въ уравнеши (2) послфдовательно у==0О и 2=0, 
получимъ 


а = ре 3-88) 


Отсюда видимъ, что плоскостями ХОЁи УОЙ поверхность (2) пе- 
ресВкается по двумъ параболамъ, имфющимь ось 0 общею осью и 
начало коорлинать общею вершиной. Величины ри 4 суть параметры 
этихъ параболъ. 

Изь того, что уравнешя (3) при дйствительныхь 5 и у удовлетво- 
ряются только положительными значевями 2, слдуеть, что об пара- 
болы иростираютел въ безконечность въ од- 
номь и томь же направлеши, именно въ 
положительномъ направлеви оси 0. 

Параболы АОА’и ВОВ’ (фиг. 117), по 
которымъ поверхность (2) пересЪкается плос- 
костями ХОЙ и УОЙ, представляютъ его 
злавныя съченя; ихъ общая ось называет- 
ся осью этой поверхности. Начало коорди- 
нать есть единственная вершина поверх- 
ности, 

615. Линя пересбченя разематриваемой Фиг. 117. 
поверхности какою-нибудь плоскостью, параллельною плоскости ХОУ, 
выразится совокупностью уравнен!я (2) съ уравнешемъ 


8=1, 


представляющимъ всякую такую плоскость. 
Проекщя этой лини на плоскость ХОУ, тождественная, очевидно, 
съ самою лишею пересфченя, будеть выражаться уравненемъ 


2 у 
---— =2% 
рта 

или 


РНЕ АЕ 
ор 2% ь 
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я 


== 482 = 
или, наконец, 
а 
а? Чи ыы 
гдф положено 
а=Уз и %5=У29. 


ПоелЪднее уравневе представляетъ эллипеъ, дЪЙствительный только 
при положительныхь значеняхъ №, безиредфльно увеличиваюцщийся пра 
возраставши # и обращающися въ точку при #=0. 

Это показываеть, что поверхность (2) расположена всфми точками 
выше плоскости ХОУ, простирается въ безконечность и состоить изъ 
одной сплошной полости, которую можно разсматривать, какъ описы- 
ваемую перемфннымь эллиисомь АВА’В’, плоскость котораго остаетея 
параллельною плоскости ХОУ, а вершины перемфщаются по двумъ па- 
раболамь АОА’и ВОБ,, находящимея на плоскостяхь ХОЁ и УОХ 

На этомьъ основаши поверхность (2) называется эллиитическимь па- | 
раболоидомь. : 

Если въ уравнеши (2) р=а, то веф лини пересфчешя поверхности 
плоскостями, перпендикулярными къ оси О, будуть круги. Въ этомь 
случа поверхность вазывается параболоидомь вращеншя, ибо ее можно 
разематривать, какъ описываемую постоянной параболой, вращающейся 
около ея оси. 

616. Возьмемъ теперь плоскость, выражаемую общимъ уравнешемъ 


‚Аз-- Ву бЕ--О=0,........ (4 


и будемъ сперва предполагать, что въ этомъ уравнени коэффищенть 
С не равняется нулю, т. е. что разематриваемая плоскость не парал- 
лельна оси 0Й. 

Въ такомъ случа, предетавляя уравнеше проекщи линш пересче- 
1я этой плоскости съ параболоидомъ (2) на плоскость ХОУ вь вид® 


А- Ву бу -- Оз Еу-Е'=0,..... 0 
будемъ имЪфть 
авы , ‚_@ ‚ . 
Е В'=0, О ПА, Е, =2В, ИТ: 


Отсюда видимъ, что лишя пересфчешя можеть быть только эллий- 
сомъ, ибо двучленъ 


В =—40° 
24 


имфеть величину отрицательную. 


23485. — 


Такъ какъ отношешя между козффищентами А’, В’, С’ независятъ отъ 
коэффищентовь сЪкущей илоскости (4), то заключаемь (ем. стр. 263), 
что уравнеше (5), при везхъ возможных положешяхъ этой плоскости, 
выражает эллипсы подобные и подобно расположенные. Въ частномъ 
случаЪ для параболоида вращеня всЪ эти эллиосы суть круги. 

Итакъ, проекиём веъхь возможныхь плоскить стчешй параболоида вра- 
эщеня на плоскость, перпендикулярную къ ею оси, суть круии. 

Услове, что плоскость (4) касается параболоида, т. е. что уравне- 


не (5) представляеть только одну дЪйствительную точку, выражается, 
как извфетно, равенствомъ 


(ВГЕ-— А'Е*— С) —(В*—4А’С)Е=0. 
Вь настоящемъ случа оно приводится къ слфдующему 
АЗр-- Ва — 200 =0. 
При этомъ условши, какъ уравнене параболоида, такъ и уравнеше 
плоскости (4) удовлетворяются слфдующими значен!ями координать 


Ар Ва 


х=——^ в= 


бет д’: а’ 


Это суть, слЪдовательно, координаты точки прикосновенйя касатель- 
ной плоскости. Обозначая ихъ черезъь 2, и, ^, будемъ имфть 


Са 


А=——, Пе Ф= Са. 
р Ч 


Велфдстые этого уравнеше (4) принимаеть видъ 
2 Л 
Ве а р Е Е . (6) 
Г Е Ч Е и 


въ которомьъ оно представляеть касательную плоскость къ параболонду 
въ данной на немъ точкЪ. 


Уравненя нормали къ эллиптическому параболоиду въ данной на 
немь точкЪ, будуть, слБдовательно, имЪть видъ 


Р(2— а) _9и— и) _ 
й Е 


617. Если въ уравненм (4) коэффищенть С равняется нулю, такъ 
что эта плоскость будеть параллельна оси ОЙ, то лишя ея пересфче- 
ня съ параболоидомъ опредфлитея проекщею на одну изъ плоскостей 
Х02 или У0Й. Такъ, исключая у изъ уравнен!й (4) и (2), подучимь 
уравнеше проекщи лини пересфченя на плоскость ХОЙ въ видЪ 

* 


усы АМ д ПОРА 7: 


— 484 = 


а 
В 
или 
А ар 1 
— 28" -| =0. 
т ты т 


Это есть уравнеше параболы, ось которой параллельна оси 07. 

Изь сказаннаго видимъ, то въ еЪчеши эллиптическаго параболоида, 
различными плоскостями могуть получаться лишь эллиисы и параболы, 
иричемь послфдн получаются только для сЪкущихъ плоскостей, 
параллельныхъ оси поверхности. 

Такъ какъ не существуеть вовсе гиперболическихь сфченй, то не 
можеть быть и плоскостей, которыя имфли бы съ поверхностью обиуя 
ирямыя. Слфдовательно, эллиптичесьй параболоидъь не имфетъ прямо- 
линейныхъ образующихъ. 

618. Обозпачая черезъ $ длину перпендикуляра изъ вершины пара- 
болоида на касательную плоскость, а черезь а, В, 7 углы этого пер- 
пендикуляра съ осями координать, Е уравнеше этой плос- 
кости въ видЪ 


2соза -|- усозВ -- 26037 —1=0. ...... (1) 


Изъ сравнешя этого уравнешя съ уравнешемъ (6) находимъ 


В 
рсоза 46038 037 1” 
СлЪдовательно, 
— _ 20084 — _ 4088 АНИ ы 
Е и сову › я с037 


Такъ какъ эти координаты должны удовлетворять уравнешю пара- 
болоида (2), то будемъ имЪть 


а 
с03у Чоу озу * 
откуда 
р оков кой 
— 26037 * 


велфдетые чего уравнеше (7) принимаеть видъ 


2(хсоза -- усозй -- зсозу)созу -- рбоз?а -|- 46088 =0. 


— 485 — 
Это есть уравнене касательной плоскости, имфющей данное направ- 
лене. 


Возьмемъ три какя-нибудь периендикулярныя между собою каса- 
тельных плоскости, и пусть уравненя ихъ будуть 


2(хсоза, -|- усозёу - 2057 )еозу; -- реоз?а; -[- 4603, =0, 
2(хсозаз -- усозёь -- 2еозуз)сову -- 503? -- 460838; = 0, 
2(хсозаз -- усовёз -- 2созуз)еовуз - роза - 96036 = 0. 
Велфдстве перпендикулярности плоскостей должно быть 
соз? с -- соз?а» + 03а; =1, 
0578, -- с033В.-|- 608°8; = 1, 
> . созу - соз?у» - с03?уз =1, 
6034; озу, - созазсозу» -|- с0543603уз = 0, 
сз; созу, - созвсозу» | соззсозуз = 0 


и потому, сложивши уравнен!я плоскостей, получимъ 


25 р 9=0. 


Это показываеть, что зеометрическое мьсто вершины прямою три- 
зраннаю ума, фани которало касаются эллиптическаю параболоида, 
есть плоскость, пертендикулярная къ оси этой поверхности. 

619. Между плоскостями, пересфкающими параболоидь по эллипсамъ, 
существують плоскости круговыхь сфчешй. Въ этомь легко удостов%- 
риться елЪдующимъ образомъ. 

Представимъ уравнеше параболоида (2) въ вид№ 


ая = рае 


и положимъ, что въ немъ (> р. 
Придавая къ обфимъ частямь послфдняго уравнешя выражене 


р(а? -| =), 
получимь 


а? На Ру) = рай А) 2 
или 


2? — (9 — р)? = р(ай--у?-- 21) — 2раг. 


Представленное въ такомъ видЪ уравнеше параболоида можеть быть 
разсматриваемо, какъ получающееся отъ перемножешя двухъ слФдую- 
щихь уравнен!й: 


2Ур=Уч—р=*, А . (8) 


ления 


; Ма ар) = рай Ну? =) — Эраз, 


въ которыхъ верхнему знаку соотвфтетвуеть верхн!й, а нижнему ниж- 
н, и изъ которыхъ первое выражаеть плоскость, а второе сферу. 
Отсюда заключаемъ, что плоскости, выражаемыя уравненями 


2Ур--зУч-р=Ё и  зУр-аУЧфь=, 


при неопредфленномъ значени й, пересфкають параболоидь по кру- 
гамъ. ВелЪдстве предположеня, что (> р, этими уравненями выра- 
жаются дЪйствительныя плоскости, параллельныя оси ОУ и наклонен- 
ныя къ плоскости ХОУ подъ равными углами, ибо, обозначая черезъ Ф 
уголь плоскости (8) съ плоскостью ХОУ, будемъь имЪть 


и, слЪдовательно, 


зшф === 


Итакъ, элаинтическй параболоидъ, подобно вефмъ центральнымь 
поверхностямъ, имфеть двф системы плоскостей круговыхь сёченй. — 
Плоскости эти перпендикулярны къ той изъ двухъ главныхъ плоскос- 
тей параболоида, которая даетъ въ сфчени параболу меньшаго пара- 
метра. ь 
. Очевидно, что для параболоида вращен!я об эти системы сливают- 
ся въ одну систему плоскостей, перпендикулярныхь къ оси вращешя. 

620. Въ уравнении (8) постоянному # можно дать такое значеше, при 
которомъ оно предбтавляеть касательную плоскость. Въ самомь дфлЪ, 
сравнивая это уравнеше съ уравнешемъ (6) въ предположен!и, что’ они 
имфють одно и то же значене, будемъ имфть ' 

Е рим 


у, =0- 
СлЪдовательно, 


Г 
а ===Ум-—»), и 


Подставляя эти координаты въ уравнеше параболоида (2), полу- 
чимъ 


откуда 


Такимъь образомъ убъждаемся, что эллиптичесый параболоидъ иметь 
двЪ точки округленя, опредЪляемыя координатами 


а—ь. 
2 


ш === Ур—р), и=0, а= 


621. Эллиптическй параболоидъ представляеть иредфлъ, къ которому 
приближается эллипсоидъ при безконечномь возрастави его осей, Въ 
самомъ дфлЪ, возьмемъ уравнене эллипсоида въ видЪ 


2 А. 
ао: 


с? 


Перемфстивъ систему координать такъ, чтобы начало координать со- 
впадало съ кавимъ-нибудь изъ концовъ большой оси поверхности, а на- 
правлене осей оставалось прежнее, преобразуемъ посл$днее уравнеше въ 


или 


Предполагая теперь, что постоянныя а, 6, с безпредфльно возрас- 
2 2 
. с 
тають, но такъ, что отношешя — и -—— стремятея къ конечнымь 
а а 
предфламъ ри 4, будемъ имфть, что уравнеше эллиисоида обратится 
въ предвлЪ въ 
ВЫ 
у 
= ж=0, 
р Ч 
а это есть уравнеше эллиптическаго параболоида, ось котораго совпа- 
даеть съ осью ОХ. 
Можно также разсматривать эллиптичесый параболоидь, какъ пре- 


дЪль двуполаго гиперболоида. Въ самомъ дЪфлЪ, взявъ уравнеше дву- 
полаго гиперболоида въ видЪ 


а? 


Я 


и перенеся начало координатъ въ одну изъ вершинъ поверхности, не 
измфняя при этомъ направленя осей, преобразуемъ его въ 


или 


‚ Предполагая, далфе, что постоянныя а, $, с безпред®льно возрас- 
2 2 
т С. 

тають, но тавъ, что отношевя -_ и -_ стремятоя къ конечнымь 


предЪламъ ри 4, будемъ имЪфть, что въ предфлЪ послЪднее уравнеше 
обратится въ 

ое 

—-=Е-- Е 2#=0, 

р + Ч 


что представляетъ эллиптический параболондъ, им ющий своею осью ось 0. 


$ 2. Гиперболичееый параболоидъ. 


622. Въ предыдущемь мы разсматривали поверхности, выражаемыя 
уравнешемъ 


и о: оны (0) 


когда въ немъ коэффищенты 4 и В имфють одинаковые знаки (ем. 
стр. 480). Обратимся теперь. къ случаю, когда знаки этихъ коэффи- 
щентовъ различны. 

Такъ какъ знакъ послФдняго члена уравнешя (1) зависить отъ вы- 
бора положительнаго направлешя оси ОЙ, то этоть выборъь можеть 
быть сдфланъ такъ, чтобы коэффищенты 4 и] имЪли различные знаки. 
ВслЪдстШе этого можно предполагать, что отноше я 

ВЫ 
А В 
имфютъ величины положительныя. 
Обозначая эти величины послфдовательно черезь р) и 4, дадимъ 


уравнению (1) видъ 


а В 


Займемел изслдовашемъ его значения, 


1 
4 
| 


— 489 — 


_ 623. Полагая #2=0, получимъ изъ уравнев!я (2) 


Это уравнеше выражаеть на плоскости ХОУ совокупность двухъ 
прямыхъ, проходящих черезъ начало координать и составляющих съ 
осью ОХ равные углы. Тангенсы этихъ угловъ суть - 


У. 


в9== 
Ур 

Слфдовательно, плоскость ХОУ есть касательная къ поверхности (2) 
и начало координатъ—ея точка прикоеновен!я. 

Полагая въ уравнен!и (2) поелфдовательно у=0 и 2==0, получимъ 


27 = уг и у = — 242. 


Отсюда видимъ, что плоскостями ХОЙ и УОЯ разематриваемая по- 
верхность пересфкаетея по параболамъ, имфющимьъ начало координать 
общей вершиной и ось ОЙ об- 2 
щею осью. При этомъ первая па- 
рабола АОЛ’ (фиг. 118) проети- 
раетея въ безконечность въ по- 
ложительномь на правлеши оси 
02, & вторая ВОВ’ въ обратную 
сторону. Величины р и 4 суть 
параметры этихъ параболъ. 

Параболы АОЛ’ и ВОВ’ пред- 
ставляютъ главныя сфченя по- 
верхности. Фит. 118. 


624. Лишя пересфчешя поверхности (2) съ какою-нибудь плоскостью, 
параллельною плоскости ХОУ, выражается совокупностью уравнен!й 


#=В 
ИЕ о аз 


изъ нихъ послЬднее представляеть на плоскости ХОУ @роекщю этой 
лини, 

Если величина й, т.е. разстояше сЪкущей плоскости отъ начала 
координать, имфетъ значеше положительное, то, полагая 


2% =а’ и 2% =, 


И 


дадимъ послфднему уравненю видъ 
и В 


в в 


Если же № есть величина отрицательная, то, полагая 


а и —20=5%, 
представимъ уравнене (3) въ видь р 
9? Е 
а ° 


Это показываеть, что плоскости, параллельных плоскости ХОУ, пе- 
ресфкаютъ поверхность по гиперболамъ, причемъь гиперболы, полу- 
чаемыя въ сЪчеши плоскостями, лежащими выше плоскости ХОУ, 
имфють дЪйствительную ось на плоскости ХОЙ и мнимую на плос- 
кости У0Й; для плоскостей же, лежащихъ ниже плоскости ХОУ, на- 
‘оборотъ. 

Такъ какъ изъ предыдущаго обозначен!я имфемъ 


то заключаемъ, что проекщи вехъ гиперболь, получаемыхъь при пе- 
'ресфчен!и плоскостями, параллельными плоскости ХОУ, имвютъ общя 
ассимптоты Я’ и НН. 

Такимъ образомъ видимтъ, что поверхность, выражаемая уравненемъ, 
(2), состоить изъ одной силошной полости, имфющей сфдлообразную 
форму, и простирается въ безконечность въ противоположныхь на- 
правленяхъ. 

Она называется зиперболическимь параболоидомь. Точка О есть ея 
вершина, прямая ОЙ ея ось. 

625. Исключая неизвфстное 2 изъ уравненя (2) и общаго уравнешя 
первой степени 


Аз-- Ву О=0,........ . (4) 


получимъ уравневе проекщи на плоскость ХОУ лиши перес$чен!я па- 
раболоида съ какою-нибудь плоскостью, не параллельною оси 07. Это 
уравнеше будетъ 


ОО деву 


или 
А’ -- Взу-- бу-- ОЕ ЕУ--Е=0,...... (5) | 
тдЪ 


о — 
ит, В=0, в=-®, ПЕ, Е=0В, ИОВ. 


Такъ какъ при этомъ двучлень 
В —44'С' 
иметь всегда значене положительное 
С? 
Ч 
Ра 
то заключаемтъ, что гиперболичесый параболоидъ вефми плоскостями, 
не параллельными его оси, пересфкается по гиперболамъ. | 
Если уравнене (4) выражаетъ плоскость, параллельную оси ОЙ, то 
въ немь (=0 и лишя переефченя этой плоскости съ гиперболоидомъ 
опредфлится проекщею на одну изъ плоскостей ХОЙ или УОХ. 
Исключая, напр., у, получимъ уравнеше проекщи лин пересфче- 
я на плоскость ХОЙ въ видЪ 


2 МЕ о, 
р В 
или 
(5-2): 2—2 АД, орз, 01 
р Я Ч Ч 


Это уравнеше выражаетъ параболу. 

Итакъ, веЪми плоскостями, параллельными оси, гиперболическй па- 
раболоидъ пересЪкаетея по параболамъ. 

. Эллиптическихь сфченй, и въ частности круговыхъ, не а 
м вовсе. ` 

626. Центръ гиперболы, получаемой при пересЪчени поверхности ©) 
съ плоскостью (4), имфетъь проекщею на плоскость ХОУ центръ ли- 
ни, выражаемой уравнешем» (5). ВелЪдетые этого его координаты 2 
и у опредфлятся слфдующимь образомъ (см. стр. 118): 


2С'] Е ВЕ’ _ Ар 
#= ты 
В 
у т ; 


а изъ уравнения (4) находимь для третьей координаты 2 слвдующее зна- 
чеше 
Аз-- ВУ-- О _ А В4— СО, 
ПР 0 0: 


к очей Зее 
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Если плоскость (4) касается поверхности, то уравнеше (5) выра- 
жаеть совокупность двухъ прямыхъ и потому должно быть 


(ВЕ — А’Ез— С) — (В*—4А'С)Е=0, 
что для настоящаго случая даетъ 
Ар — В —26р=0. 


Координаты точки прикосновен!я опредФлятся предыдущими выра- 
жешями для х,у,2, такъ что, называя эти координаты чрезь 21, и, а, 
будемъ имЪть 


Ар 
С 


<Я 


В. р 
ие = а =-Е С° 


Отсюда получимъ 


дб, в, реа, 


волфдетые чего уравневе (4) приметъ видъ 


— 
р 


Это есть уравнеше касательной плоскости къ гиперболическому па- 
раболоиду въ данной на немъ точкЪ. 

Уравнешя нормали въ той же точкф параболоида будуть, елдо- 
вательно, 


а 3. 


я ел тей 


627. Обозначая черезъ 1 длину перпендикуляра изъ начала коорди- 
нать на касательную плоскость, а черезь а, В, 7 углы этого перпен- 
дикуляра съ осями координать, представимъ уравнеше этой плоскости 
ВЪ видь 


хсоза -|- усозв -- #037 —1=0, 


и такъ какъ изъ сравнен!я этого ураввевя съ уравнешемь (6) слф- 
дуетъ, что 


откуда 


5 49 


то изъ уравнешя параболоида (2) будемъ имфть 


60524: Е ый 
Р оу — ео — ‘созу ° 
СлЪдовательно, 
т 20а — 4088 
о 260 ^ 


Уравнеше касательной плоскости, имфющей данное направлеше, при- 
нимаеть, такимь образомъ, видъ 


2(хеоза -|- усозё -- 200$7)с0зу —- ре03? — 40888 =0. 
Если положимь, что три касательныя плоскости къ параболоиду, 
перпендикулярныя между собою, выражаются уравненями 
2(хеоза, -- усозё, -- 2е03у/ )созу, -- роз? — 460538 =0, 
2(хсозаз —- усозВь -- 26032)е03У» -- рсоз*@, — 46088; =0, 
2(хсоза, -- усозВз - 260373)с037з - ре0з?аз — 4608*83 = 0, 


то должно быть 
й 


соз? ау + со -|- 03а: =1, 

с0526, -- с03?8. -|- 034; =1, 

воз? -- с03*уз -- 6083 = 1, 
созслсозу, -- соза»созу» -- 03636053 = 0, 
с0581 озу, — созВьсозуь -- соззсозу: == 0. 


Слфдовательно, складывая уравнен!я плоскостей, получимъ, 


22 р—9=0- 


Отеюда убЪждаемся, что зеометрическое мтьсто вершины прямою три- 
зраннал узла, зрани которало касаются зиперболическаю параболоида, 
есть плоскость, перпендикулярная къ ео оси. : 

Плоскость эта, какъ мы видЪфли, пересЪкаетъ параболоидъ, & въ слу- 
чаЪ, когда р=4, сама есть касательная. 

628. Уравнене гиперболическаго параболоида (2) можеть быть раз- 
сматриваемо, какъ получаемое отъ перемножен!я двухъ слфдующихь 
уравненй первой степени съ дЪйствительными коэффищентами: 


рр = Ц 


совокупность которыхъ, при неопредфленномь значеши постояннаго #, 
выражаеть систему прамыхъ, лежащихьъ на этой поверхности. Такъ 
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какъ въ то же время уравнеше (2) можно разематривать, какъ резуль- 
тать перемноженя уравнен!я 5 


славу ОЕ ет 
о в 

предетавляющихь, ири неопредфленномь {, также систему прямыхт, 
лежащихъ на поверхности, то убЪждаемся, что гиперболичесый пара- 
болоидъ, подобно однополому гипербодоиду, имфеть двЪ системы пря- 
молинейныхь образующихъ 

Въ этомъ же можно убфдитьел, отыскивая условя, при которыхъ 
произвольно взятая прямая лежитъ всефми точками на’ параболоид%. 

629. Пусть уравнешя какой-нибудь прямой въ пространств% будуть 


х=тг-- и и уе ..... сы 


Исключивь хи у изъ этихъ уравненй и уравнешя параболоида, по- 
лучимъ 


(биз м) _ (па-- в) _ 
р г г 
или 1 


2 У] з 2 . 
т? т ее ти __ то :) р и ЕО: 
г Ч р Ч р Я . 
Это поелфднее уравнене должно имЪфть мфето при всякомъ 2, если | 
прамая лежитъ на параболоилЪ. Поэтому заключаемъ, что условя, при 


которыхъ разематриваемая прямая (7) есть прямолинейная образующая | 
параболоида, должны состоять въ слёдующемъ: 


Е | 

р $ 

ти то 

АЕ 
т . (8) 
й Г 

ИЕ ЗЕ 

р Ч 


Изь того, что этихъ условй не достаточно для опредфлен!я четы- 
рехъ параметровъь т, %, м, ©, опредЪляющихь прямую (7), заклю- 
чаемъ о существовани безконечнаго множества, прямыхъ, лежащих 
на параболоид$. 

Такъ какъ и и о суть координаты слЪда прямой (7) на плоскости 
ХОУ (см. стр. 351), то послЪднее изъ условй (8) означаеть, что эта 
точка лежить на одной изъ прямыхъ, выражаемыхь въ совокупности 
‘уравнешемъ 


т.е. прямыхъ, по которымъ параболоидъ пересЪкается плоскостью ХОУ, 
обстоятельство геометрически очевидное. 
Первое изъ условй (8) требуеть существованя одного изъ равенетвъ 


т ® 
— =0 им —---==0, 
Ур Уз Ур Уз 
которых могуть быть разсматриваемы, какъ услошя параллельности 
прямой (7) съ одною изъ плоскостей, выражаемыхь уравнен!ями 


ЕЕ #_ Е Ей 
Ур Уч Ур У 

СлЪдовательно, каждая изъ прямыхъ, лежащихь на параболоид%, па- 
раллельна одной изь плоскостей, проходящихь черезъ его ось и че- 
резъ прямыя, по которымъ параболоидъ пересЪкается плоскостью ХОУ. 

Эти дв плоскости, которымъ, такимъ образомъ, должны быть па- 
раллельны всф прямолинейныя образующия гиперболическаго парабо- 
лоида, называются управляющими плоскостями этой поверхности. 

630. Первое и третье изъ условй (8) даютъ, 


и Е Е ИС. 


ти? п? 


Г ы 
или к 
ти те \ ти и 
——— =") =0. 
Ин 


Принимая же во внимаше второе изъ условй (8), заключаемъ, что 
равенство 


не можеть имфть мЪета. 
СлЬдовательно, параметры тж и опредфлятся чрезь ши изъ слф- 
дующихъ уравнен!й: 


ти и = 
ТОНЕ 
пи. 
вит, 
› 94 
именно 
т=-Е НВ 


496 5=- 


< Но изь третьяго уелошя (8) имфемъ. 


У 


О 
р 


и потому три параметра т, ®, ® прямой (7) выразатся чрезь четвер- 
тый и слёдующимъ образомъ: 


тдф верхнему знаку соотвфтетвуеть верхн!, а нижнему нижнй. 

ВелЪдетые этого вс прямолинейныя образуюция гиперболическаго 
параболоида раздфляются на дв системы: одн$ выражаются, при не- 
опредфленномъ и, уравнешями 


деть, у=- Ия ое 


и, очевидно, параллельны первой изъ управляющих плоскостей (9); 
друйн же выражаются уравнен1ями 


„фены ИННЫ 
Г Ув 
и параллельны второй управляющей плоскости (9), 
Каждая изъ прямыхъ какъ той, такъ и другой системы вполи® опре- 
дЪляется значешемъ параметра и. 
631. Возьмемъ двф прямолинейныя образуюния, принадлежания раз- 
нымъ системам и соотвЁтствующия предположенямъь и = и и== из. 
Уравнев1я этихъ прямыхъ будуть 


2 аи, э--УМ, ш ИЯ | 


2 


ПР Им ну 
2 ом у Ош м —= 


О 
Исключая изъ нихъ хи у, получимъ 


иво 


аа = 


Оба эти равенства удовлетворяются однимъ и т№мъ же значешемь 
&, именно 


Зимы 
#8==— 


еее наче + 9) 


Отсюда слфдуеть, что разематриваемыя прямыя пересфкаютея. 

Если же возьмемъ двф прямолинейныя образующая, принадлежаня 
одной и той же системЪ (10) и соотвфтетвующя тёмъ же значешямъ 
параметра и, то, исключая хи у изъ ихъ уравненй 


р ‚Им. Уа 
% и Ем» ов Е 
2:1 Им Уз 
о о м" 
получимь 
и 


соотношен я, несовифстимыя при одномъ и томъ же значеши 2 и раз- 
Личных м и № 
Изь сказаннаго видимъ, что всъ прямолинейныя образующия одной 
системы пересъкаются съ прямолинейными образующими друшй, но обра- 
зуюшия одной и той же системы вовсе не имтоть общихь точекъ. 
632. Если прямыя, выражаемыя уравненями (11), параллельны, то 
должно быть 


рака о. Рая. 
2 Зи Эиз 
т. е 
Ш — № и 9 = —%\, 


что, очевидно, невозможно. 
Если же ипрямыя (11) перпендикулярны между собою, то должно быть 


откуда 
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Велвдетые этого результать исключешя (12) неизвфстныхь ди у изв 
уравнеюй разсматриваемыхъ прямыхъ принимаеть видъ 


а. 


Такимъ образомь видимъ, что въ числ прямолинейныхь образую- 
щихъ типерболическаго параболоида параллельныхь не существуеть 
вовсе; перпепдикулярныхь же образующихьъ существуеть безчиеленное 
множество. Геометрическое мфсто точекъ ихъ пересЪчешя есть гипер- 
бола, по которой поверхность пересфкается плоскостью (13). 

633. Уравненя (10), взятыя въ отдфльности, представляютъ проек- 
щи на плоскости ХОЙ и УОЯ какой-нибудь прямолинейной образую- 
щей первой системы. Исключая изъ этихъ уравнешй неизвестное #, 


получимъ уравнеше проекши той же прямой на плоскость ХОУ въ 
слфдующемь вид 


Подобнымь же образомь найдемъ, что проекшя на плоскость ХОУ 


какой-нибудь прямолинейной образующей второй системы выражается 
уравнешемъ 


ЕВ 
Ур Уф УР . 

Очевидно, что прямыя, выражаемыя посл$дними двумя уравненями 
на плоскости ХОУ параллельны двумь прямымъ, по которымъ эта 
плоскость пересфкаеть параболоидъ. 

Такимъ образомъ видимъ, что ироекийи всъхб прямолинейныхь обра- 
Зующихь зиперболическало параболоида на касательную плоскость въ ею 
чершинь параллельны двумь образующимь, лежащимь въ этой плоскости. 

Свойство это есть прямое слдетые параллельности везхъ прямолиней- 
ныхь образующихъ съ управляющими плоскостями. Пользуясь имъ, легко 
найти построешемъ прамолинейныя обра- 
зующуя, проходяш!я черезь какую-нибудь 
точку №, данную на параболоид% (фиг. 119). 

Положим, что извфстна касательная 
плоскость ХОУ въ вершинф О и прямыя 
КК’и 1), по которымъ она перес%- 
хаеть параболоидъ. Опустивши изъ дан- 
ной точки М перпендикуляръ на эту плос- 
кость и проведя черезь его основаше № прямыя МР и №, парал- 
лельныя КК’и ГГ,, будемъ имЪть, что прямыя, соединаюнщуя точки 
РифФсь данною М, суть искомыя образующия. 


Фиг. 119. 


5 — 


Итакъ, черезъ всякую точку зиперболическало параболоида проходять 
9въ ею прямолинейныя образующая. 

634. Уравнеше гиперболическаго параболоида получаетъ очень прос- 
той видъ, когда система координатъ выбрана такимъ образомъ, что на- 
чало будеть находиться въ какой-нибудь точкЪ поверхности, а дв оси 
координать, наир. ОХ и ОУ будуть совпадать съ двумя прямолиней- 
ными образующими, проходящими черезь эту точку; плоскости же ХОЙ и 
У017 будуть проходить черезъ эти прямыя параллельно управляющимь 
плоскостямъ, велЪдетые чего ось ОХ будеть параллельна оси по- 
зерхности. 

‚ Вь самомь дфлЪ, въ этомь случа плоскость ХОУ пересфкаеть по- 
верхность по двумъ прямымъ, совпадающимь съ осями ОХ и ОТ, а 
каждая изь плоскостей ХОЙ и УОЙ по двумъ прямымъ, изъ кото- 
рыхъ одна безконечно удалена всеми своими точками. Велфдетве этого 
общее уравнене поверхности } 


А®-- Ву О -- 2Плу-- 2Ека -- Ру -- 
-26=-Е2Ну-Е 29=-- К=о, 


при 2=0, должно обратиться въ ху==0, что возможно только тогда, 
когда. А=0, В=0, @=0, Н=0и К=0. 

Еели же при этихъ услошяхъ положимъ въ уравнеши поверхности 
у=0, то получимъ 


(Са--2 ЕН) =0, 
и для того, чтобы одна изъ прямыхъ, выражаемыхъ этимъ уравнешемъ, 
именно прямыя 
Сг + 2Её 27 =0, 
была безконечно удаленною, необходимо принять, что С=0и Е=0. 


"Точно также, положивши въ уравнеши поверхности х==0, будемъ 
имфть 


(СЕ 2Ру-- 2} =0, 


и для того, чтобы одна изъ прямыхъ, выражаемыху этимъ уравнешемь 
была безконечно удалениою, нужно принать, что С=0 и Г=0. 

Такимь образомъ видимъ, что, при указанномъ выбор системы ко- 
ординать, въ общемъ уравнени поверхности будуть равняться вулю 
веЪ коэффищенты кром Л и 9, такъ что ово приметь видь 


Фежу- 4: =0 
| и 
или, полагая — =, 


ЕЕ зи а адаК) 


`—. 600: == 


Это и есть упомянутое простое уравнене гиперболическаго парабо- 
лоида. Оно содержитъ только одинъ постоянный параметръ т. 

635. Изъ веего сказаннаго о прямолинейныхь образующихъ гипербо- 
лическаго параболоида слфлуетъ, что эта поверхность принадлежить къ 
числу линейчатыхь, т. е. что она, подобно одвополому гиперболоилу, 
можеть быть разсматриваема, какъ описыпаемая движущеюся прямою,, 

При этомь движенше описывающей поверхность прямой можеть быть 
опредфляемо геометрически двоякимъ образомь: по первому опредфле- 
Но движущаяся прямая должна скользить по двумъ даннымь прямым 
и оставаться параллельною данной плоскости; но второму движущаяся 
пряма должна скользить по тремъ даннымь прямымъ, параллельнымь 
одной и той же плоскости. 

Постараемся убЪфдитьея въ обратномъ. 

Покажемь сперва, что мометрическое мъсто системы прямыть, пере- 
съкающихь двтъь данныя прямыя и параллельныхь данной плоскости, есть. 
зиперболическй параболондь. 

Примемъ данную плоскость за плоскость ХОУ, и пусть данных пря- 

2 мыя будуть 09 и АС (фиг. 120), пересБкающия 
а эту плоскость въ точкахъ Ои А. Примемъ, да- 
лфе, прямыя ОО и ОЛ за оси ОД и ОХ и вы- 

В беремъ плоскость УОЙ такъ, чтобы она была 
р параллельна второй изъ данныхъ прямыхь АС. 
о Этимъ система координать опредфлится вполнф и 


А 1)\Х уравнешя двухъ данныхъ прямыхь будуть 
У &=0, у=о 
Фиг. 120. 
и т=а, Утв, ео. (15). 


тдЪ аи т суть данпыя постоянныл величины. 

Возьмемь какую-нибудь прямую РЕ, параллельную данной плоскости 
ХОУ и переефкающуюся съ данной прямой ОО. Уравневя этой прямой 
будуть имфть видъ - 

Жо и: 
тдЪ ии суть неопредфленных постознныя. 

Если прямая РЕ пересекается съ прямою АС, то уравнен!я (15) и 
(16) должны быть совиВетимы, и потому, исключая изъ нихъ #2, у, 2, 
получимъ 

та = ай. 

Это есть услоше, которому должна удовлетворять всякая прямая (16), 
параллельная плоскости ХОУ и пересфкающая 00 данныя прямыя 
00 и АС. Слёдовательно, исключая неопредзленные параметры в ий 
изъ уравиенй (16) и этого услошя, мы получимъ уравнене геометри- 
ческаго мЪета вефхь тавихъ прямыхъ. Это уравнеше будетъ 


или, полагая Я т, 
т 
яё=т’у. . 

Сравнивь это уравнеше еъ уравненшемъ (14), заключаемъ, что оно 
выражаеть гиперболичесый параболоидь, для котораго плоскость ХО 
есть касательная, а плоскости ХОУ и УОЙ параллельна ‘управляю- 
щимь плоскостямъ. 

636. Докажемъ теперь, что зеометрическое мьсто системы прямыхь, 
пересъкающихь три данныя прямыя, параллельныя одной и той же 
плоскости, есть зитерболическй параболоидь. 

Положимъ, что данныя прямыя суть 00, АС, ОЕ (фиг. 120), и 
пусть ОД и РЕ будуть двЪ прямыя, пересфкаюния каждую изъ пихъ. 
Примемь прямыя ОО и ОД за оси ОЁ и ОХ и выберемъ плоскость 
У01 такъ, чтобы она была параллельна даннымь прямымь АСи ОЕ, 
а плоскость ХОУ такъ, чтобы она была параллельна прямой РЕ. 
Этимъ система координалъ опредфляется вполнф и уравнен!я данныхъ 
прамыхь АС и ЛЕ будутъ имЪть видъ 


&=а, у=та 
и #=5, у= а. 
Уравненя же прямой РЕ будутъ вида 
=, Уже 
Условя пересфченя послЗдней прямой съ двумя первыми будутъ, 
очевидно, 
та=аи и па=фи. 


откуда 
О Е ааа СИИ 


Возьмемь теперь какую-нибудь прямую ОЁ, пересфкающую одно- 
временно три данныя прямыя. Всякая такая прямая можеть быть раз- 
сматриваема, какъ пересфчеше двухъ плоскостей, изъ которыхь одна 
проходить черезъ прямую АС, а другая через ирямую ДЕ, и которыя 
пересфкаютъ ось 0 въ одной и той же точкЪ ©. 

Уравнешя этихъ плоскостей, очевидно, будутъ имфть видъ 


а, 
#—в=Цу— тг) | я 


Такъ какъ эти уравнешя при 2=0 и у=О должны давать одно и 
то же значеше для 2, то должно быть 


ть = та, 


— 505 — 


откуда, велёдетые соотношешя (17), получимъ 
&=1. 


Исключая, при помощи этого соотношен!я, & и { изъ уравненя (18), 
Находим \ 


{#—а)(у—пд=(&—В)(у— та). 


Это и есть уравневше искомаго геометрическаго мфста. Принимал во 
вниман!е равенство (17), приводимъ его къ виду 


(т — п) = (а—Ву 


: а— , 
или, полагая „ =’, 


же=т’у, 


а это, какь мы уже знаемъ, есть уравиеше гиперболическаго пара- 
болоида. 

. 637. Такъ какъ прямыя ОД, РЕ, ©Е (фиг. 120) лежать въ плоекос- 
тяхъ, параллельных между собою, то должно быть 


ибо, какъ извЪстно, отрёзки прямыхъ, заключающиеся межлу тремя 
параллельными плоскостями, пропорцюнальны, 

Это позволяет заключить, что прямолинейныя образующя гипербо- 
личеекаго параболоида, принадлежания одной и той же систем, оте%- 
каютъ на прямолинейныхъ образующихь другой системы пропорщональ- 
ные отрфзки. Также и обратно: прямыя лин!и, перес5каюния дв данныя 
прямыя и опредфляющя на нихъ пропорщюнальные отрфзки, суть 
образующия гиперболическаго параболонда. 

На этомъ основывается построевше модели гиперболичеекаго парабо- 
лоида изъ нитей, натягиваемыхь между точками противоположныхь 
сторонъ косого четыреугольника ОРЕО, въ которыхъ эти стороны 
длятся на одинаковое число равныхъ частей. р 

638. Гиперболичесый параболоидъ можно разсматривать, какъ пре- 
дЪль, къ которому стремится однополый гиперболоилъ при безконечномь 
возрастави его осей. Въ самомъ дЪлф, возьмемъ уравнеше однополаго. 
типерболоида въ вид 

-. у а 3 
НЫ 

Если перенесемъ начало координать въ одну изъ вершинъ, привад- 
лежащихь оси ОХ, сохраняя при этомь направлеше осей, то это 
уравнене преобразуется въ 


Предполатья, что величины а, 6, с ‘безпредльно возрастают, о к 
й з 2 
такъ, что отношешя ® и ее стремятся къ конечнымь предфламъ 


ид, будемь А ие уравнеше въ предфлф обратится въ 


2 
о 
р 1 


? а это есть уравнеше гиперболическато параболоида. 


ГЛАВА ВОСЬМАЯ. 
ФОКУСЫ И `ФОКАЛЬНЫЯ ЛИНИ. 


$1. Фокусы и фокальныя лини центральныхь поверхноетей. 


639. Положимъ, что дана точка, опредфляемая относительно прямо- 
угольной системы координатъ координатами а, В, 7, и двЪ плоскости, 


выражаемыя уравнешями х 
и Е мае | а, . а) 
Ва-Туте- т =0 


Постараемся найти геометрическое м$ето точки, разефбяше которой 
оть данной точки находится въ постоянномъь отношени къ средней 
геометрической ея разстояй оть данныхь плоскостей. 

Если назовемъ черезь 4 разстояне точки 1/ искомаго геометриче- 
скаго мета отъ данной точки, а черезь Фи 6’ разстоящя той же точ- 
ки М оть данныхь плоскостей, то услоше, опредфлающее искомое 
м$ето, будеть 

а= 99’ 
или 
а?= е?94’', 
гдф е евть данное постоянное отношеше. 
Но, обозначая координаты точки М черезь х, у, 2, будемъ имфть 


а = (х — «(ув 2—7, 
д -Е Е тат 
Уе-ЕР-Е т 
АЕ Вот». 
ут Ета 


Слфдовательно, координаты точки 2 удовлетворяють уравненю 


| 


— 505 — “ 
РЕ, ив 
ео оне Нина , 
У-ЕР--и? ИБН” 

Такь какъ оно второй степени, то заключаемь, что искомое геомет- 
рическое мфсто есть поверхность второго порядка \). 

Данная точка <, В, 7 называется ‹фокусомь такой поверхности, а 
прямал пересфчешя данныхъ плоскостей (1) директрисою, соотвЪтствую- 
щею этому фокусу. 

При изучени поверхностей второго порядка имфеть важное значе- 
ше вопрось: всякал-ли такая поверхность можеть быть разсматриваема, 
какъ геометрическое мЪето, опредфляемое указаннымь сейчасъ обра- 
зомъ? Другими словами, всякая-ли поверхность второго порядка имфеть 
фокусы? 


Постараемся разрёшить этоть вопрось сперва для центральныхъ 
поверхностей. 


(2) 


640. Уравнене всякой центральной поверхности, отнесенной къ ея 
тлавнымъ д1аметральнымь плоскостямъ, можно разсматривать въ видЪ 


Г 2 ы 
ие. АВ] 


Что же касается уравнешя (2), выражающаго разсматриваемое гео- 


метрическое мЪсто, то оно можеть быть представлено въ слфдующемъ 
вид: 


(в— а --(и— в -Н@—7— } я 
— на-Е у -Е тие т)быз -Нъу-ты-т)=0 


тд чрезь В, И, т, м обозначены ипроизведешя коэффищентовь 
®, 1, т, п на постоянный множитель 


ИЕР 


& чрезь №, №, та, из произведешя коэффищентовь #, {’, т’, ®’ на 
множитель 


е 
УЕЕЕИЕи 
Если уравнеше (4) выражаеть ту же центральную поверхность, какъ 
и (3), то оно не должно содержать членовь съ произведенями неиз- 


вфотныхь 2, у, # и съ первыми степенями этихЪ неизвфетныхъ. Это 
даетъ слфдующйя соотношешя: 


1) Эта поверхность будеть дфИствительною также м тогда, когда данныя плоскости 
(1) суть мвимыя сопряженныя (см. стр. 381). 


ВЫ--ЕЬ =0, Кть--ть=0, ат -Рть=о.. . 
Ит- и --2а=0, Ц --ть-- 28 =0 | в 
рить -- тть--27 =0 
Такъ какъ, кромф того, остальные коэффищенты уравнений (3) и (4) 
должны быть пропоршюнальны, то будемь имфть 
4 (1 — 1%) = В(1 — 8%) = С(Е— та) = | п) 
ит — @# — 8—7? 


Предетавивъ равенства (5) въ вид 
Вь=—1, ть =— ть Вт =Ь— т 


и перемноживъ ихъ почленно, получимъ 


р ити ть = — ит та 
или 
Эыйти ть = 0. 


Слфдовательно, по крайней мЪрф одинъ изъ коэффищентовь # , &, т» 
№, Ь, тэ равняется нулю. 
Если положимъ 1, =0, то изъ равенствъ (5) будемъ имЪфть или 
1 = т =0, или № =0. Первое можно допустить только тогда, когда 
разематриваеман поверхность (3) есть сфера, такъ какъ при этомъ до- 
‘пущев!и будемъ имфть изъ равенствъ (7) 
АВ 0% 
ВифетЪ съ тфмъ изъ равенствъ (6) получимъ 
&=0, В=0, у=0. 
Это показываеть, что въ случаЪ, когда разсматриваемая поверхность 
есть сфера, единственная точка, которую можно ‘разсматривать, какъ 
фокусъ, есть цевтръ этой поверхности, 
Во веЪхъ другихъ случаяхъ предположене #\ =0 влечеть за собою, 
хакь слфдетве, # =0, и обратно. 
Итакъ, соотношеня (5) требують одного изъ слфдующихъ предпо- 
ложен!й: 


или М =, =0, или 1 =1=0, или т! == тю =0. 


Соотвфтетвенно каждому изъ этихъ предположенй будемъ имЪть изъ 
соотношенй (6) 


или а=0, ‘или в=0, или 7=0. 


Это значить, что фокусы всякой центральной поверхности могуть 
находиться только на ея главных д1аметральныхь плоскостяхъ. 


== 169 — 


641. Займемся болфе подробнымь раземотрышемь сафдетый, къ ко 
торымь приводить предположеше зи: == тж =0. 
Въ этомь случа® уравнеше (4) будеть имфть видъ 
(#— «(у ВА — (ца ци тя Ру -- т) =0, „ (3) 
иричемь легко убфдиться, что произведеше 
(ыз-цу-- бе Рут)... (9) 
можеть быть представлено въ видЪ 
и(х— а) уф В. . (10) 
Для этого нужно только положить 
М =и, =, | г 
Ви, № = — а’, Цт-Рть = — 28, |... , (11) 
лиза == на’ -|- ов”. | 


Четыре первыя изъ этихъ равенствъ представляютъ опредфлешя ве- 
личинъ м, о, <’, В’ 1), послёдиее же есть ихъ необходимое слфдетве, 
Въ самомъ дЪлЪ, изъ этихь равенствъ имфемъ 


от -тЬ о-в, 
За: == жа 28’ = ПА 
Слфдовательно, 
в 2 
4 (шие в) = ры | батя 


т, 
В Гу 


откуда 


на —- в” и р 
или, волфдетве перваго изъ соотношенй (5), - 
пез оВ'3 = та. 

Далфе, изъ соотношенй (6) и (7) получимъ 


&=ие’, ВоВ’ | 
да-=ва-=о!.... 
ца 088 — в — = 0 


ре ИИ) 


2) Эти величины будуть дёйствительвыя и тогда, когда № и, Ц ий, им, 
суть мнимыя сопряженных количества. 


Отсюда находимъ 


Но 
слфдовательно 
3 4-С 
6 э== Е . 
и потому будемъ имфть 
с аа 
Не 


или, по сокращени вефхъ членовь на С, 


23 в 
Яо НВ о! ИИ (13) 

Это равенство есть, такимъ образомъ, результать исключешя изъ со- 
отношенй (12) или, что все то же, изъ соотношенй (5), (6) и (7) 
вефхъ неизвфстныхь параметровъ, кромф координать фокуса аи В. 
Изъ него мы видимь, что на плоскости ХОУ существуеть безчиелен- 
ное множество тонекъ, обладающихъ свойствами фокуса для поверх- 
ности (3). Это суть веБ точки лин второго порядка, выражаемой 
уравнешемъ 


ры 


А 


2 
Яо Рв-б 


Лин!я эта называется ‹фокальною лицей поверхности (3). Очевидно, 
что она имфетъь обице фокусы съ главнымъ сфчешемъ поверхности (3) 
плоскостью ХОУ. 

642. Велфдетые тождественности выражешй (9) и (10) уравнеше 


ие — ау =0, 


при данныхь и, ю, <’и 4’, выражаеть совокупноеть двухъ плоскостей, 
которыя въ отдфльности выражаются уравнешями 


ме-Нпу--т =0 и ъд-НЪу-Н в =0, 


т. е. совокупность плоскостей (1), пересфчешемь которыхъ опредЪляет- 
ся директриса. 


Плоскости эти будуть дЪйствительныя или мнимыя, смотря по тому, 
имфють ли величины м и о различные или одинаковые знаки. Въ 060- 
ихъ случаяхь директриса есть дЪйствительная прямая, параллельная 
оси 02, и величины а’и 6’ суть, очевидно, координаты фи у любой 
ея точки, 


Изъ предыдущаго видно, что 


и потому, велфдетве соотношешя (13), найдем 


40 т О 


#38 


„Олфдовательно, всякому фокусу, находящемуся на плоскости ХОТ, 
соотвфтетвуеть опредфленная директриса, периендикулярпая къ этой 
плоскости, и вс директрисы, соотвЪфтетвуюпия фокальной лиши (14), 
образуютъ цилиндрическую поверхность, выражаемую уравнешем» 


(а о -@—= 9 


=1. 


643. Касательная къ фокальной лини (14) въ какой-нибудь ея точкЪ 
(«,В) выражается, кавкъ извЪстно, уравнешемъ 


ИО О" ИО 


Если замнить здфсь аи В ихъ выражешемь чрезъ @’и р’, опре- 
дЪляемыми изь (15), то получимъ 


хо’, у’ 
ЕЕ 


Разсматривая «и й’, какъ координаты основан!я директрисы, соот- 
вЪтствующей точк® (с,@), т. е. какъ координаты точки пересфчешя 
директрисы съ плоскостью ХОУ, будемъ имфть, что послфднее урав- 
нене выражаеть поляру этой точки (@’,8’) ‘относительно лини 


по которой поверхность (3) перееВкаетея плоскостью ХОУ. 


Такимъ образомь видимъ, что касазиельная къ фокальной лини въ 
какой-нибудь ея точкъ есть поляра основанёя соотвътетвующей этой 
точкь директрисы относитедьно злавнаю съчевя поверхности: 


Другими словами, фокальная линёя м основаше цилиндра, образуемало | 
соотвътственными директрисами, суть взаимныя поляры ыы ы 


злавнало съченя (ем. стр. 282). 

644. Прямая, соединяющая какой-вибудь фокусъ (,@) съ основа- 
шемь соотвфтствующей директриеы (4',8’), выразится, какъ извфетно, 
уравненемъ 


или, велдетые соотношенй (15), 


2-—@ у—В 
ве А 
(20) (55) 
Очевидно, что эта прямая перпендикулярна къ касательной (16), 
Итакъ, ирямая, соединяющая какую-нибудь точку фокальной лини 
с> основащемь соотвътствующей этой точкь директрисы, есть нормаль 
къ этой фокальной лини. 


645. Существоваше на плоскости ХОУ фокальной лини (14) выве- 
дено вами изъ предположеня, что въ уравнен!и (4) 


| 


пи =т=0. 


Но, кромЪ этого предположешя, возможны, какъ мы видфли, еще два 
слфдующуя: 


И=Ь=0 и и=Ьь=о0. 


Каждое изъ нихъ, при посредств& такихь же, какъ и предыдупия, 
соображенй, приводить къ подобному же результату, относительно 


одной изъ других главныхъ плоскостей УОЙ или ХОЙ. Въ общемъ” 


получается слфдующ!й выводъ. 

Беякая центральная поверхность имъеть, вообще 10воря, три фокаль- 
ныя лини. Это суть лини второю порядка, находяцияся на злавныхь 
О!аметральныхь плоскостяхь и софопусныя съ злавными съченями по- 
верхности. 

Если уравнеше поверхности имЪеть видъ (3), то уравнен!я фокаль- 
ныхъ лин на соотвфтетвевныхь плоскостяхъ координать будуть: 


И) 


Каждой изъ фокальныхъь лин соотвфтотвуеть цилиндрическая по- 
зерхность, образуемая директрисами фокусовъ, составляющих эту лин!ю, 
Уравнешя этихъ цилиндровъ будуть: 


М0 (В- О 


646. Въ уравнеши поверхности (3) величины 4, В, С могуть быть 
какъ положительными, такъ и отрицательными, но, во всякомъ елуча$, 
между ихъ алгебраическими значешями долженъ существовать опредф- 
ленный порядокъ неравенства. Если положимъ, напр., что 


а> вс, 


‘то одно изъ уравпенй (17), именно послфднее, будетъ представлять 
мнимую лин!ю, два же первыя будуть выражать дЪфйствительный 
эллипсь и дЪйствительную гиперболу. То же самое будеть, очевидно, 
имфть мфето и при всякомъ другомъ порядкЪ неравенства между по- 
стоянными А, В, С, 

Итакъ, для веякой центральной поверхности одна изъ фокальныхь 
ли есть эллииеъ, другая гипербола и третья непремфнно мнимая. 


647. Положимъ, что разсматриваемая орраноееа оА ВОО 
выражаемый уравнешемъ 


тд$ @>ь> с. 
Это есть частный видъ уравнешя (3), когда 


А=а, ВЕ, б=е. 


СлЪдовательно, дФйствительных фокальныя лини эллиисоида будуть: 
`на плоскости ХОУ эллиисъ 


8 — с 


Мы видЪли выше (см. стр. 446), что это суть координаты точекъ 
округлен!я эллипсоида. 

Итакъ, точки окрузленя эллипсоида принадлежать къ числу фокусовь 
этой поверхности. 

Если разсматриваемая поверхность есть однополый гиперболоидъ, вы- 


ражаемый уравненемъ Е 


причемъ 5 > а, то, сравнивая это уравнеше съ уравнешемъ (3), бу- 
демъ имфть 


А=а, В=М, б=— о. 


Слфдовательно, дЪйствительныя фокальныя лин!и такого гиперболоида Е. 
суть: на плоскости ХОУ эллипеъ 


1 


2 ны, 
яратита“ 


и на плоскости УОХ гипербола 


06% эти лин не пересВкаются съ поверхностью. 
Полагая, наконець, что разематриваемая поверхность есть двуполый 
гиперболоидь 


Е 


будемъ имфть 


7 18 —. 


и если > а, то дЪйствительныя фокальныя лин будуть: на плос- 
кости УОЙ гинербола 
! =? у? | 


6? = а р — 
и на плоскости ХОЙ эллипеъ 


ен 
ва 


р 
Фуа 


Изъ нихъ поедфдняя пересЪкаеть поверхность въ точкахъ, коорди- 
наты которыхъ выражаются слфдующимь образомъ: 


_ ий з 
Уфе’ 


Это суть точки округлешя (см. стр. 475). 
648. Уравнеше (8) можеть въ частномь случаВ выражать конусъ, 
причемь оно также приводится къ виду 


(2—&- (у—в- 7 —ит— а’ — ку В) =0. 


Въ самомь дЪлЪ, веявый конуесъ второго порядка представляется 
‘уравненемъ 


Уа-Еа' 


"1 
а а 0 рее 8 
ата (8) 

Для того, чтобы эти два уравненя имфли одно и то же значеше, 
нужно положить 


аи, ВР’, 
в (1—и=арб—=-—е, 
и’ в? -|- 82 — ив — .в=0. 


Эти соотношеня могутъ быть разсматриваемы, какъ пять уравненй 
съ шестью неизвестными <, В, а’, В’, в, о. Исключивъ изъ нихъ че- 
тыре послфдв!я неизвЪотныя, получимь 


а? ЗЕ в 5 
ее Г - 2 ы 

Такъ какъ, по предположению, @ и В суть координаты фокуса, то 
заключаемъ, что точки плоскости ХОУ, обладаюция по отношешю къ 
конусу (18) свойствами фокусовъ, должны удовлетворять уравненю 


Андркиаь. АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ, 33 


Ев = 


Подобнымь же образомъ найдемъ, что точки, обладающя свойствами — 
фокусовь конуса (18) и принадлежащ!я плоскостямь ХОЙ и УО0Ё 
должны удовлетворять соотвфтственно уравненямъ 


ее а 


о 

ас 

Если положимъ, что «>, то изъ послфднихь трехъ уравненй 
только одно (19) имЪеть дЪйствительное значене, какъ выражающее 
дв дЪйствительныя прямыя. Два же друмя удовлетворяются только 
координатами вершины конуса и выражають мнимыя прямыя. 

Слфдовательно, конусь второю порядка имъеть только на одной изъ 
заавныхь плоскостей дъйствительную фокальную линю ц эта ливя есть 
совокупность двухь прямыть. 


649. Два конуса, изъ которыхъ одинъ выражается уравнешемъ (18), 
а другой уравнешемъ 


реа 


ее а 


называются взаимными, если между постоянными, входящими въ ихъь_ 
уравнен!я, существують соотношешя 


а с. 


Теометрическая зависимость между обоими конусами, обусловливаемая 
этими соотношешями и, въ свою очередь, ихъ обусловливающая, заклю- 
чается въ томъ, что образующия одного конуса суть перпендикуляры 
къ касательнымь плоскостямь другого. 

Чтобы убфдиться въ этомъ, найдемъ геометрическое м%сто перпенди- 
куляровъ, возставленныхь въ вершинЪ конуса (18) къ его касательнымь 
плоскостямъ. 

Уравнеше касательной плоскости къ конусу (18) въ какой-нибудь 
его точкф (2, и/,2) иметь видъ 


вии 2. 


СлЬдовательно, уравнев!я периендикуляра къ ней въ началв коорди- 
нать будуть 


— 515 — 


Но если точка (2, и, 2) находится на конус (18), то должно быть 
ИВ 
Ра“ 


Исключивь изъ этого равенства и предыдущихь уравнешй неопре- 
дфленныя постоянныя д, и, 2, получимъ уравнеше искомаго теомет- 
рическаго м%ста 

аа -- у? — с =0. 

Это есть уравнене конуса, и оно принимаеть видъ (20), если им$ютъ 

мфето соотношеня (21). 


Мы видфли выше (ем. стр. 459), что плоскости круговыхь сфчешй 
конуса (20) выражаются уравненями 


уе — бу —азжь, Зубоз-- СУ. 
с а с а 


Велфдетые соотношенй (21) ихъ можно представить въ видЪ 


Очевидно, что это суть двЪ плоскости, перпендикулярныя къ двумъ 
прямымъ, совокупноогь которыхъ выражается на плоскости ХОЙ урав- 
нешемь (19), т. е. къ фокальнымь прямымъ конуса (18). 


Итакъ, въ дуть взаимныхь конусать второю порядка фокальныя пря- 
‚мия одною суть нерпендикуляры къ плоскостямь круювыть съченй друшто. 


$ 2. Софокуеныя поверхности. 
650. Поверхности второго порядка, имБющия общия фокальныя лини, 
называются софокусными. 


Если намъ даны двЪ центральныя поверхности, имющия общя глаз- 
ныя плоскости и выражаемыя относительно ихъ ураввешями 


И ЛИН 
яв Ко НА ила = 


СЯ 
пн, 


то уравнешя ихъ фокальныхь ливЙ на соотвтетвенныхъ плоскоетяхъ 
координать будуть поелфдовательно 


К ааа 
ЕВЕ Е 


Отсюда видимъ, что необходимымь и достаточнымь услошемъ, чтобы 
данных поверхности были софокусныя, служать равенства 
А—б=А—б и В—б=в—0’ 
или 
д-а=В—В=С—С’. 


Поэтому, обозначан черезъ & величину трехъ поелфднихь разностей, 
можно уравнеше второй изъ данныхъ поверхностей представить въ вид® 


у не 
МЕ ВЕ Ной а ‚> (2) 
При неопред$ленномъ значен!и Ё это уравнеше будетъ, слфдовательно, 
представлять систему всфхъ возможныхь поверхностей, софокусныхь съ 
данною поверхностью (1). 
651. Какова бы ни была данная поверхность. (1), между величинами 
А, В, С мы можемь предположить слёдующий порядокъ неравенства, 


О Зе 


Въ такомъ случа послфднее уравнеше (2) будеть выражать эллии- 
соидъ при вефхь значешяхъ ®, меньшихъ этихъ трехъ величинъ, одно- 
полый гиперболоидъ при значешяхь &, заключающихея между Ви С 
и двуполый гиперболоидъ для значений &, заключающихся между Аи В. 
Наконець, ири значешяхъ №, большихъ всфхЪъ трехъ величинъ А, В, С, 
уравнеше (2) вовее не будеть имЪть дЪйствительнаго геометрическаго 
значен. 

Такъ какъ абсолютныя величины разностей А—й, В—№, О—Ё 
означають квадраты полуосей поверхности (2), то заключаемъ, что съ 
приближешемь # къ одной изъ величинъь А, В, С одна изъ осей этой 
поверхности безпредфльно уменьшается. Въ то же время дв друмя 
оси приближаются къ соотвБтственнымъ осямъ фокальной линш. . 

Отеюда слЪдуетъ, что чаеть какой-либо главной плоскости, ограниченная 
фокальною линей, можеть быть разсматриваема, какъ предфльная поверх- 


= = 


ность, принадлежащая системЪ (2), и именно такая поверхность, одна 
изъ осей которой равняется нулю. 

652. Возьмемъ какую-нибудь точку (м, и,21), и постараемся найти 
поверхность, проходящую черезъ эту точку и софокуеную съ данною 
поверхностью (1). 


Очевидно, что вопросъ сводится къ отысканйю величины / изъ условя 


2? и? а. 
Ут РВ ее СЕ 


По уничтожен!и знаменателей, это равенство можно представить въ 
видЬ 
(® — 4% — В)&-— О а — В&—О- и — 4—6) 
а — д)—В)=0, 
а это есть уравнен!е третьей степени относительно искомаго ®. 


Легко видЪть, что это уравневе всегда имфеть три дЪйствительные 
корня. 


Въ самомъ дфлЪ, первая часть его при подстановкЪ на мфето # по- 
слФдовательно величинъ 


О 


‘изъ которыхъ каждая слЪдующая больше предыдущей, получаеть рядъ 
значений, коихъ знаки послфдовательно суть 


НЕЕ 


Это показываеть, что въ каждомъ изъ трехъ промежутковь между 
величинами (4) заключается дЪйствительное значеше №, удовлетворяю- 
щее разсматриваемому уравнен!ю. 

ВиЪст съ тЬмъ, согласно сказанному выше, уравнене (2) при та- 
кихЪ значеняхь А представляетъ дЪйствительныя поверхности и при- 
томъ трехь различныхь видовъ. 


Итакъ, чрезь всякую зточку пространства проходять три дъйстви- 
тсльныя поверхности, софокусныя съ данною центральною поверхностью 
второю порядка, и изъ этить треть поверхностей одна есть эллипсоидъ, 
Орлрая однополый зиперболоидь и третья двуполый типерболоидь. 

653. Такъ какъ для вобхъ дфйствительныхъ поверхностей, выражае- 
мыхъ уравнешемъ (2), имфемъ # < Л, то можно положить 


А—=а*. 
ДалЪе, вслЪдстме неравенствъ (3), можно положить 


д—В= и  Афб=. 


— 518 — 
Въ такомь случаЪ будемъ имфть 
В-=е—й и О 
и уравнене (2) приметъь видъ 


Са в 2 
ааеаии-1.° 
ЗдЪсь Ди м суть величины вполнф опредфленныя, одинаковых для 
везхъ поверхностей системы. Ими опредфляются обиця фокальных ли- 
нм этихь поверхностей. Что же касается а, т. е. половины оси по- 
верхности, принятой за ось ОХ, то, какъ зависящая отъ неопреда- 
леннаго параметра, Ъ, опа также неопред$ленная. 
Давая въ уравнени (5) величинз а всЪ возможныя положительных 
значешя, получимъ всЪ возможныя софокусныя поверхности, фокаль- 


ныя лини которыхь выражаются на соотвЪтетвенныхъ плоскостяхъ ко- 
орхинать уравнешями 


Я ааа ыы ая 
ша Г — а ус” ину ти 


1; 
у? ГЫ 
28 РЗ 1. 


654. Если уравнеше (5) удовлетворяется координатами эл, и, а, то 
будемъ имЪть, по уничтожеши въ немъ знаменателей, 
аа? — 22) (а8 — и?) — жа? — 22а? — и?) — уза а? — и) — 
— ааа —2)=0 
‘или 
а — ааа ааа) |.. © 
аа а ал из? | 22) — из = 0 
Это есть уравнеше третьей степени относительно а”, опредфляющее, 


какъ и выше, три поверхности системы (5), проходяция черезъ данную 
точку. 


Обозначая корни этото уравненя черезь а:?, аз”, 43’, можемъ, оче- 
видно, положить 


и>и>а> А > аз. 
Велфдсте этого можно ввести еще слфдующее обозначение: 
а — В =, а — =, 2—1 = | 
абс, ан сй, мате | 


М) 


== 6 


при которомъ три поверхности сиетемы (5), проходяшфя черезъ точку 
(= ,‚уи,=), выразятся уравневями 


Оси этихъ поверхностей опредфляются по координатамь д, и, ^ 
изъ уравневя (6) и соотношевйй (7). 

655. Легко видфть, что и обратно, полуосями а: , аз, аз трехъ софо- 
кусныхъ поверхностей опредфляются вполнЪ абсолютныя величины ко- 
ординалть ихъ общихъ точекъ. 

Въ самомъ дфлЪ, велфдстые извфстнаго соотношешя между коэффи- 
щентами и корнями алгебраическихь уравневй, будемь имЪфть для 
уравнен!я (6) 


аи аи ааа, 
ааа (А-а аи -- 2 — аа аз? -- ана" Е азйаз", 
12 и?! = ал аз?аз?- 


Разсматривая @1, @, аз, Ди м, какъ извЪетныя, будемь имЪть, что 
эти соотношен:я представляютъ систему уравненй первой степени отно- 
сительно неизвфетныхь 2л?, и”, а. 

Иослфднее уравнене даеть непосредственно 


или, въ виду соотношений (7), 


Е АННЫ 
Йа) 
Изъ перваго же уравнешя находимъ 
жур а = аа -- а", 


выражеше, опредфляющее разетояше точки пересфченя трехъ софо- 
кусныхъ поверхностей оть ихъ общаго центра. 

Уравнеше (6) или (5) есть не что иное, какъ результать замны въ 
уравневи (2) неопредфленнаго постояннаго #, чрезъ а посредетвомъ 
предноложеня 


А-а. 


== 620 — 
Если сдфлаемъ подобное же преобразован!е, полагая 


В—Ё= или 


, 
то получимъ уравневя такя же, какъ (6), опредфляюция полуоси И, 
%, В или с, сз, сз софокусныхъ поверхностей. Изъ этихъ уравненй 
найдемъ, такъ же какъ и выше, для координать у: и 2 общихъ то- 


чекъ этихъ поверхностей слБдующия выраженйя: : 
В. 26. 2? 2126370 
ОИ: 112 Ба НИ : СЕ Бо В Е 
ИР) "ой Позы = 


656. Подетавивъ въ уравнешя двухъ первыхь изъ софокусныхь по- 
верхностей (8) координаты ихъ общей точки м, и, # и вычтя ре- 
зультаты, получимъ 


ал аз? — в) у" — 9) ме В й 
аа в 2ь е : 
Но, велЪдстые соотношенйй (7), имфемъ 
(5? — ал?) = (65? — 6) = — (©? -- с). 


Поэтому послфднее равенство обращается въ 


Въ такомь видф оно представляеть услове перпендикулярности плос- 
костей 


касательныхь къ каждой изъ поверхностей въ ихъ общей точк%. 

Мы убфждаемся, такимъ образомъ, что касательныя плоскости къ 
9вумь софокуснымь центральнымь поверхностямь в0 всякой ить общей 
точкъ перпендикулярны между собою. 

Отсюда слфдуетъ, что касательных плоскости къ тремъ софокуснымь 
поверхностямъ въ общей ихъ точкф составляють прямой тригранный 
уголъ. 

657. Изъ сказаннаго о софокусныхъ поверхностяхь второго порядка 
слфдуетъ, что пересфчешемь такихъ поверхностей можно опредфлять 
положеше точекъ въ пространетвЪ, подобно тому какъ, при употребле- 
ни прямолинейной системы координать, положеше точки опредфляется 


с 160 -—— 


пересфчешемь плоскостей, параллельнымь тремъ даннымъ. Тавимъ 0б- 
фазомъ получается особаго рода криволинейная система координатъ. 

Что касается собственно координатъ, т, е. величинъ, опредфляющихъ 
положене точки въ этой системЪ, то таковыми, какъ мы видфли, пред- 
ставляются параметры софокусныхь поверхностей, проходящихь че- 
резь эту’ точку, напр. длипвы полуосей си, аз, аз, имфющихъ общее 
направлен!е. 


$3. Фокальныя лини параболоидовъ, 


658. Данное выше опредфлеше фокусовъ (ем. стр. 504) относится ко 
вефыъ возможнымъ поверхностямъ второго порядка. Поэтому разыска- 
не фокусовь поверхностей съ безконечно удаленнымъ центромъ, или па- 
раболоидовъ, достигается такъ же, какъ и для центральныхь поверх- 
ностей, отождествлешемъ значевя ихъ уравненй съ уравнешемъ 


(е-- в -Р Ви 
— з- у - тет) бе Бу те в) =0, | ^ 


тдъ а, й, у суть координаты фокуса, а многочлены 


@) 


ау тие 
ых Бу то т 
суть первыя части уравнейй двухъ плоскостей, опредфляющихь своимъ 
пересфчешемь директриеу. 

Возьмемъ сперва эллиитическй нараболоидъ, выражаемый уравненемъ, 


22 


р 


Для того, чтобы предыдущее уравнеше (1) выражало также этот 
параболоидь, должны имфть мфето соотношешя 
В 


1— ить =0, } 
Вы =0, Ви ть =0, Ат -тЬ=о, 


т ть --2а=0, Ць-Ет- 28 =0, 
а 8-7" —тт=0, 


а 


|....© 


21 — В №ь) = аа — В) = (тив тт -- 2)... . (6) 


Первое изъ этихъ соотношен!й показываеть, что постоянныя ян и 7 
не`‘могуть равняться нулю, и такъ какъ, въ силу слЪдующихь трехъ 


— 522 — 


равенствь (3), произведене #115 т» равняется нулю, то, какъ вид — 
но изъ тЬхъ же равенствъ, должно быть или * 


В =№=0 ‘или и =Ь=0. 


Если допустимъ послфднее, то будемъ имфть @==0, такъ что иско- 
мые фокусы будуть находиться на плоскости ХОД и уравнеше (1) при- 
меть видъ 


(ии) — Ва- тете те) =0. 
Его можно представить также въ слёдующемь видЪ 
ео еше щеу о, 
для чего нужно только’ положить 
М =и, — тт=о 
т ть = — 2иа’, тт --тть = — 267’ 
ма’ ту’ = тт. 


Изъ этихъ равенствь четыре первыя опредфляють значения вели- 
чинъ и, 0, @', 7’, посл днее же есть ихъ слфдетве \). При этомъ оче- 
видно, что @’и 7’ суть координаты любой точки директрисы. 

Сличая послфднйя равенства съ соотношевями (3), (4) и (5), получимъ 


©=1, а=иа’, 
ау = ие 07, 
ви =Ч=у—и, 


откуда 
р—а С р« ‚ 
и = р с — 
5 Иа 
и потому м 
ро? 
ада в бе 
хь Е Ч 
или 


@—(р—9)(27—9. 
Это показываетъь, что координаты фокусовъ, находящихся на плос- 


кости ХОХ, удовлетворяють уравнению 


= (р—90:—9..... С. 


1) Это доказывается такъ же, какъ и для центральныхь поверхностей (см. стр. 507). 


— 523 — , 3 


Оно представляеть, такимъ образомъ, фокальную линйю параболоида 
(2) и именно параболу, ось которой совпадаеть съ осью бамой поверх- 


ности, а вершина находится отъ ея вершины на разстояи г. 


Если бы мы допустили, что 
=, =0, 


то имфли бы изъ соотношен!й (4) «=0 и, поередствомь такихъ же 
точно преобразован, какъ и предыдущия, обнаружили бы сл$дующую 
зависимость между координатами В и у фокусов; 


в —=(@а—в)(27—»). 


Слфдовательно, на плоскости УО7 существуеть также дЪйствитель- 


ная фокальная лин!я параболоида, именно парабола, выражаемая урав- 
нешемъ 


9 =(9а—2)(2е— р). ен: (1) 


Она имфетъ съ поверхностью общую ось и вершина ея отетоитЪ отъ 


начала координатъ на разстояше ъ. 


659. Такъ какъ параметры параболъ (6) и (7) имВютъ противопо- 
ложные знаки, то заключаемь, что оси ихъ имЪють противоположныя 
направлешя. Предполагая, что 4> р, будемъ имЪть, что парабола, (6) 
простирается въ безконечноеть въ отрицательномъ направлен оси 07, 
и легко видЪть, что она пересфкается съ поверхностью въ точкахъ, 


координаты которыхъь получимъ, рёшая совмфстно уравнеше (6) съ 
уравнешемъ тлавнаго сЪченя 


въ результат будемь имфть 


Это, какъ мы видфли (см. стр. 487), суть а точекъ округ- 
леншя. 


Что же касается параболы (7), то она не переефкается съ поверх- 
ностью, ибо, рЬшая совмфстно уравнеше (7) и уравнене главнаго 
сЪченя 


= 242, 


‘получимъ для координаты у мвимыя выражения. 


аб 


660. Предыдущия аналитичесыя преобразован!я будуть относиться к 
И ЕЪ гиперболическому параболоиду 


если замЪнимъ въ нихъ 9 чрезь — 9. 


Отсюда прямо заключаемъ, что гиперболическй параболоидь (8) 
имЪеть также двф фокальныя лиши па своихъ главныхь плоскостяхь 
и именно параболы, выражаемыя уравнешяии 


2 =(р--9)(22--а) 
и у =— (--9)(2#—»). 


ОбЪ эти лишШи не пересЪкаются съ поверхностью. 

661. Изъ того, что только для параболоидовъ фокальныя лини суть 
параболы, слфдуеть, что всякая поверхность ‘второго порядка, с0фо- 
куснал съ даннымь параболоидомъ, есть также параболоидъ. 

Положимъ, что данный параболоидь выражается уравнешемь (2). 
Такъ какъ всяый софокусный съ нимъ параболоилъ имфеть общую съ 
нимъ ось, то его уравнеше относительно той же системы р 
будеть имфть видъ 


ные, Е РОЙ 


тдЪ а, 6, с суть неопредфленныя постоянныя. 

Если перенесемъ начало координать въ вершину этого параболоида, 
не измфняя при этомъ направленя осей, то формулы преобразовашя 
координать будуть 


, / с 
угу, 2=-; 


и уравнеше (9) преобразуется въ 


- 
Е 
4 


Такъ какъ оно имфеть видъ уравнешя (2), то заключаемъ, что урав- 
нешя его фокальныхь лин будуть 


д? = (а—5)(2= —5) 


и = ($ —а)(2' — а). 


Понятно, что относительно первоначальной системы координать эти 
лин будуть выражаться уравнешями 


2 =(а— 5) (28 —в—%), 
у = (6 —а)(22—вс— а). 


ВслЪдетые того, что параболоиды (2) и (9) суть, по предположеню, 
софокусные, посл6дья уравненя должны имфть то же значене, какь 
и уравнения (6) и (7), а для этого должно имфть 


В-е=9 и ас=р. 


Уравнене (9) приметь въ такомъ случа видъ 


При неопредфленномь с оно представляеть, слфдовательно, систему 
софокусныхь параболоидовъ. Веякому значению с соотвЪтетвуеть един- 
ственная и опредфленная поверхность этой системы. 

Очевидно, что для вефхъ значенЙ с, заключающихся между риф, 
параболоиды (10) суть гиперболичесве, а для всЪхъ значенй с, боль- 
шихь или меньшихь обфихь этихъ величинъ, —эллиптичесяе. 

662. Зваченя параметра с, опредфляющя параболоиды системы (10), 
которые проходять черезъь данную точку (2\,\,2), опредЪлятся изъ 
‘условя 


и 
22а —с. 
к пня д — с 


По уничтожеши знаменателей это усломе обращается въ 


(с — ре — 9—2) —(—ри?—@е—Фа?=0. . . (11) 


Это есть уравнене третьей степени относительно с, имбющее три 
дЪйствительные корня. Въ самомъ дЪлЪ, полагая, что (> р, и давая 
величин с послфдовательно возрастающуя значеня 


20, р, а, 9, он. чин, (18) 


убфждаемсл, что первая часть уравнешя (11) получаеть значешя, им ю- 
ция знаки 


ВР 
Сл довательно, въ каждомъь изъ трехъ промежутковь между вели- 
чинами (12) заключается ио одному дЪйствительному корню разематри- 
ваемаго уравнешя. 


ЕВЕ 


Отсюда заключаем, что чрезь велякую точку пространства прохо- 
дять три софокусные параболоида системы (10) ‘и изъ этихъ парабо- 
лоидовъ два эллиптичесше и одинъ гинперболичесвй. 


663. Обозначая корни уравненя (11) чрезъ су, сз, сз, будемъ имть, 


что параболоиды системы (10), проходящще черезъ данную точку (21, и, 21), 
выражаются уравнениями 


Уравневя касательныхь плоскостей къ этимъ поверхностям въ дан- 
ной точк, какъ извЪетно, будуть 


2 КЕ 

а р У Ь к 

ра Ча и ` 

2 НИД с: 

Эа Е Сео" вии) 
у А не 

Ра Че в-Га— 6 


Если подставимъ въ первыя два изъ уравневйй (13) координаты 2, 
и, а и результаты вычтемь, то получимъ равенство 
р 
а и 
(ре) Г ч—а ас») 


21 =0, 


представляющее, очевидно, услове перпендикулярности первыхь двухъ 
изъ плоскостей (14). 


Такимъ образомъ, видимъ, что касательных плоскости къ двумъ со- 
фокуснымь параболоидамь въ ихъ общей точк перпендикулярны 
между собою, свойство, принадлежащее также и центральнымъ поверх- 
востямъ. 


664. Мы видфли выше (ем. стр. 487 и 502), что параболоиды могутъ 
быть разсматриваемы, какъ предфлы, къ которымъ стремятся централь- 
ныя поверхности при безконечномъ возрасташи ихъ осей. Понятно поэто- 
му, что свойства фокальныхь лин центральныхь поверхностей, им ю- 
пя мЪето при всякихъ разм$рахь осей, должны оставаться справед- 


иствующей ему директрисы, есть нормаль къ фокальной лини (ем. 
р. 510). Къ такимъ же свойствамъ относится и доказанное сейчась 
свойство софокусныхь параболоидовъ пересфкаться ортогонально, т. е. 
_ таюъ, что касательныя плоскости въ общихъ точкахъ периендикулярны 


ГЛАВА ДЕВЯТАЯ. 


СОКРАЩЕННЫЙ СПОСОБЪ ВЪ ПРИМЪНЕНИ 
КЪ ПОВЕРХНОСТЯМЪ ВТОРОГО ПОРЯДКА. 


$1. Системы поверхностей второго порядка. 


665. Положимъ, что намъ даны двё кавя-нибудь поверхности вто- 
рого порядка, выражающияся относительно какой-либо прямолинейной 
системы координать уравнеями 


5 =0 и В Е Зое Зы 


тд 51 и 8, суть сокращенно обозначенные многочлены второй степе- 
ни вида 


Аз? -|- Ву-- Са --2лу-- 2Ехг--2Еуг | 2бе-- Ну. К. 


Веф точки, координаты которыхъ удовлетворяють одновременно 0бо- 
имъ этимъ уравнешямъ, суть, очевидно, точки, принадлежан!я лини 
пересфчен!я поверхностей, Можеть случиться, однако, что всф эти точки 
будуть мнимыя. Въ такомъ случаЪ говорятъ, что поверхности пересЪ- 
каются по мнимой лини. 

Такъ какъ велкою плоскостью поверхности (1) пересфкаются по ли- 
шамъ второго порядка, а тая лиши имють, вфобще говоря, четыре 
(дЪйствительныхя или мнимыл) обийя точки, то заключаемъ, что линя 
пересфченя двухъ поверхностей второго порядка есть лиш!я четвертато 
порядка 1). 

Въ частныхь случаяхьъ, какъ увидимь пиже, эта лишя можеть быть 
совокупностью лишй низшихь порядковъ. 

666. Обозначая черезъ ® какое-нибудь постоянное количество, будемъ. 
имфть, что уравнеше 


О 


Т) Вообще, порядокъ злгебраической кривой лини въ пространств опредфляется 
числомъ точекь переебчешя ел съ какою угодно плоскостью. 


—55895 = 


выражаеть поверхность, проходящую черезъ, линню пересфченя поверх- 
цостей (1). Если же № есть неопредвленное постоянное, то послёднее’ 
уравнене представляеть цфлую систему поверхностей второго порядка, 
пересвкающихся по одной и той же лини (дЪйствительной или мнимой). 

Такая система называется пучкомъ поверхностей или линейною сис- 
чемою одного измфренйя. 

Очевидно, что поверхность, принадлежащая пучку (2), вполн% оире- 
дЪляется одною ея точкою, не находящеюся на лини пересфченя 
зиЪхъь поверхностей пучка. Въ самомъ дЪлЪ, по координатамъ данной 
точки для постояннаго & найдемь единственное и опреджленное ‘зна= 
чене, и если обозначимь черезь 1’ и 55’ результаты подстановки этихъ, 


координать въ первыл части уравненй (1), то уравнеше искомой по- 
верхности будеть 


815" — 858] 


667. Выше было доказано (ем. стр. 385), что девятью точками, принад- 
лежащими поверхности второго порядка, эта поверхность опредфляется 
вполнф. Если же приложимъ тЪ же самыя разсуждешя къ отысканио 
поверхности, проходящей черезь восемь данныхъ точекъ, то. замфтимъ 
безъ труда, что уравнеше искомой поверхности не будеть вполн% опре- 
дфленное, и такъ какъ оно будеть содержать одинъ неопредъленный 
параметрь въ первой степени, то, очевидно, приводитея къ виду (2). 

3% похлаываеть, что ве поверхности второго порядка, проходяния 
черезь восемь произвольно данныхъ точек, составляють, вообще т0- 
воря, пуземь, 9. ®. черксбхалиса между собою по одной и той же ливи. 

‚ Слфдовательно, восемь точекъ въ пространствЪ, хотя и не достаточ- 
ны для полнаго опред®ленмя проходжщей черезь нихъ поверхности вто- 
рого порядка, опредЪляють, т$мъ не менфе, цфлую линйо, принадлежа- 
щую этой поверхности, линю, по которой она пересЖкается съ без- 
численнымь множествомъ другихъ такихъ же поверхностей. 

Изь сказаннаго видимъ также, что девять точекъ въ пространств 
не могуть опредфлять проходящую черезъ нихъ поверхность второго 
порядка въ томъ случаЪ, когда всеЪ онф лежать на одной кривой пе- 
ресфчен!я, опредфляемой какими-нибудь восемью изъ нихъ. Въ этомъ 
случаЪ девятая точка не предетавляеть новаго независимаго условя 
для опредВлешя поверхности, такъ какъ услове, что поверхность 
должна проходить черезь эту точку, есть необходимое слёдетве усло- 

‚ я, что она проходить черезь восемь первыхъ точевъ. 
668. Положимъ, что намь даны три поверхности второго порядка, 


не принадлежания одному пучку и выражающяся сокращенно уравне- 
ями 


— 530 — 


Такъ какъ результать исключеня двухъ изъ неизвфетныхь 2, у, 2 
изъ этихъ уравненй есть, вообще говоря, уравнение восьмой степени 
относительно третьято, то заключаемъ, что три поверхности второго но- 
рядка имфютъ восемь общихъ точекъ, изъ которыхъ нфкоторыя (или 
вс) могуть быть мнимыя. 

ДалЪе, очевидно, что уравнеше 


$ — 18, —15: = 


аа сели ей 


гд% Ки 1 суть постоянныя, выражаеть поверхность второго порядка, 
проходящую черезъ т же общйя точки. При неопредленныхь ви} 
этимъ уравнешемъ представляется система поверхностей второго порядка, 
имфющихь восемь общихъ точекъ. Это есть система двухъ измфренй. 
По координатамъ двухъ какихъ-нибудь точекъ, не принадлежащихь 
всмъ поверхностямъ системы (4), постоянныя и { могуть быть най- 
дены, и такъ какъ для этихъ постоянныхь получаются единственныя 
значен1я, то заключаемъ, что двумя данными точками опредфляетея, 
зообще говоря, единственная поверхность, принадлежащая систем (4). 
Обозначая результаты подстановки въ первыл части уравнешй (3) 
координать первой изъ данныхь точекъ чрезь 5, 5:, 5, а второй 
чрезъ 5", ба”, 6з", будемъ имфть, что уравнеше поверхности, принад- 
лежащей системЪ (4) и проходящей черезъ данных точки, есть 


|5, 5, 4 | 
|’, вы, 8 |=0- 
| 5", 92”, 58" 


669. Если дано семь точекъ, чрезъ которыя должна проходить по- 
верхность второго порядка, то, предетавивъ уравнеше этой поверхнос- 
ти въ общемъ видф и выразивши подстановкою въ него координать 
данныхь точекъ услошя, которымъ должны удовлетворять коэффищенты 
этого уравнешя, мы будемъ имфть достаточно данныхъ для исключен я 
семи изъ этихъ коэффищентовъ. Въ результатЪ исключешя получимъ 
уравненше, содержащее только два, неопредфленныхъ параметра и, притомъ, 
первой степени относительно этихъ параметровъ, т. е. уравнен!е вида (4). 

Такъ какъ всф поверхности системы (4) имфють восемь общихъ то- 
чекъ, то убфждаемся, что семь точекъ, данныхъ въ пространетвЪ, бу- 
дучи недостаточны для опредфлешя проходящей чрезъ нихъ поверх- 
ности второго порядка, тЪмъ не менфе, опредфляють восьмую точку 
этой поверхности, именно точку, въ которой она пересфкается съ без- 
численнымь множествомъ другихъ такихъ же поверхностей, проходя- 
щихъ чрезь данныя точки, 

Мы видЪфли, что восемью точками вполнф опред%ляется‘ лишя пе- 
ресфчешя двухъ поверхностей второго порядка, но это не относится, 
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какъ теперь видно, къ тому случаю, когда эти точки составляють сис- 
тему точекъ пересфчен!я трехъ такихъ поверхностей. Въ самомъ дЪлф, 
каждая изъ точекъ этой системы не представляеть, для опредфлешя на- 
званной лини, особаго независимаго услов!я, а есть необходимое сл дотше 
условя, предетавляемаго въ совокупности семью остальными точками. 

670. Въ уравнении (2), представляющемъ пучекъ поверхностей, одинъ 
или оба многочлена 51 и 5» могуть разлагаться на множители первой 
степени. Эти случаи заслуживаютъ особаго внимашя, 

Положимъ, что 5. ееть произведеше двухъ многочленовъ первой сте- 
нени (ь и У,, такъ что уравнеше (2) принимаеть видъ 


БИ 1) 


Линя пересфченя всфхъ поверхностей, выражаемыхъ такимъ урав- 
ненемъ, будетъ состоять, очевидно, изъ двухъ кривыхь второго ио- 
рядка, по которымъ поверхность 


б:=0 и У» =0. 


Допустимъ, что прямая, по которой пересёкаются послёдея плос- 
кости, встрьчаетъ поверхность 51 =0 въ точкахь М и М, и вообра- 
зимъ, что въ точкБ М проведены двЪ касательныя къ названнымь 
кривымъ пересфчешя. 

Эти касательныя будуть также касательными прямыми къ любой 
изъ поверхностей, выражаемыхь уравнешемъ (5). СлЪфдовательно, про- 
ходящая черезь нихъ плоскость есть касательная плоскость ко вефмъ 
этимъ поверхностямь въ точкЪ М. То же самое должно быть сказано 
ио точк® М. 

ДьЬ поверхности, имфющия въ общей точк® общую касательную плос- 
кость, называются соприкасающимися между собою. Изъ сказаннаго ви- 
димъ, что во поверхности пучка (5) соприкасаются между собою въ двухъ 
точкахъ или, какъ еще говорять, имфють двойное соприкосновеше, 

Точки М и М могутъ быть мнимыми. Въ этомъ случаЪ и касательныя 
вЪ нихъ плоскости къ поверхности 5; =0 будутъ мнимыя, но такъ какъ, 
ТЪмъ не мене, онф имфють такое же отношене и ко вефмъ прочимъ 
поверхностямь пучка (5), т. е. также суть къ нимъ касательныя (хотя 
и мнимых), то поверхности пучка должно считать имъющими мнимое 
двойное еоприкосновеше (въ двухъ мнимыхъ сопряженныхь точкахъ). 


671. Не трудно убЪфдиться и въ обратномъ, а именно, что всяюя 
дв поверхности второго порядка, имюця двойное соприкосновеше, 
нересфкаются между собою по двумъ лишямъ второго порядка. 
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ДЪйствительно, пусть М и`М№ суть точки соприкосновешя поверх- 
‘ноетей и К какая-нибудь точка лини ихъ пересвчешя. Плоскость, про- 
`ходящая черезъ эти три точки; пересфчетъь 06% поверхности по двумъ 
‘лишямь второго порядка, имфющимь три общря точки и въ двухъ 
изъ нихь М и М общя касательныя. Таки лини, какъ извфетно, 
совпадаютъ. у 

672. Если поверхноеть 5, =0 есть сфера и система координать пря- 
моугольная, то уравнене (5) можно представить въ вид® 


(ва (у в 6—7): —п— МТ, =0, 


тд. а, В, 7 суть координаты центра, а х радусь сферы. 

Полагая х==0, получимь отсюда извфстное уравнеше поверхности 
второго порядка (ем. стр. 505), для которой точка (а, В, 7) есть фо- 
кусъ, а лишая пересфчешя плоскостей 0, =0 и У. =0 соотвфтетвую- 
щая ему директриса. 

Отсюда видимъ, что фокусы поверхности второго порядка могуть 
быть разематриваемы, какъ центры безконечно малыхъ сферь, имфю- 
щихъ съ поверхностью двойное соприкосновен!е. 

Само собою понятно, что это соприкосновеше не будеть мнимнмь 
только тогда, когда фокусъ есть точка, принадлежащая самой поверх- 
ности, именно точка округлешя (см. стр. 512). 

673. Если плоскости [3 =0 и У, =0 совпадають, ‘то уравнеше (5) 
обращается въ 

ВО да аь 08 


й 
и выражаетьъ, очевидно, пучекъ поверхностей, имфющихь безчисленное 
множество точекъ соприкосновеня. Это суть веБ точки лиши, по ко- 
торой каждая изъ поверхностей пучка пересфкается плоскостью 0. =0. 
Въ самомь дфлЪ, такъ какъ двф поверхности пучка не могуть имфть 
другихъ общихъ точекъ, кромф точекъ этой лини, то всякая плоскость, 
проходящая черезъ двЪ кавя-нибудь точки этой лини, будетъ пере- 
сфкать оф поверхности по кривымъ второго порядка, соприкасающимея 
въ этихь точкахъ. Слфдовательно, и сами поверхности будуть сопри- 
касаться въ тфхЪ же точкахъ. 

Если поверхность 5, =0 есть сфера и за плоскость ХОУ прамо- 
угольной системы координать принята касательная къ этой сферЪ плос- 
кость, то уравнеше (6) будеть имфть видъ 


(о-в -е- вы. 
Полагая ‘здесь # =0, получимъ 
(2 — «--(у— 8*—М2=0, 


тдЪ Г, ееть многочленъ первой стешени съ двумя неизвфстными 2 и у. 


_Поелвднее уравнеше выражаеть на плоскости ХОУ кривую второго, 
`порядка, для которой точка (а,6) соприкосновешя этой плоскости ‘со 
<ферою есть одинъ изъ фокусовъ (см. стр. 248). 

Отсюда убЪждаемся, что если поверхность второго порядка имфеть 
безчиеленное множество точекъ соирикосновеня со сферою, то всякая 
плоскость, касательная къ еферф, пересфкаеть поверхность по лини 
второго порядка, для которой точка соприкосновеня с$кущей плоскости 
<0 сферою есть одинъ изъ фокусовъ. 

Этимъ свойствомь мы пользовались” при разсмотрнти. лин. второго 
порядка, какъ сЪчешй прямого круглаго конуса (см. стр. 244). 
© 674. Извфетно, что уравнеше первой степени 


Аз-- Ву р=0 


выражаеть безконечно удаленную плоскость, когда въ немъ коэффищен- 
‚ты 4, В, С обращаются въ нуль. 


На этомъ основаши уравнеше 


Вос ми 38) 


гдЪ © есть какой-нибудь многочленъ второй степени, а 0 первой, мо- 
жеть быть разсматриваемо, какь частный случай уравненя (5), когда 
одна изъ плоскостей 


есть безконечно удаленнал. 

Слфдовательно, полагая, что всф коэффищенты многочлена 0’ суть 
‘неопредфленные, будемъ имЪть въ уравнении (7) общее выражеше вохъ 
`поверхностей второго порядка, ииБющихъ съ поверхностью 


8=0 


общую безконечно удаленную линю второго порядка (дфйствительную 
или мнимую). Тавя поверхности вазываются подобными и подобно рас- 
положенными. 

Отсюда заключаемъ, что двЪ поверхности второго порядка будуть 
подобны и подобно расположены, когда въ ихъ уравнешяхь коэффи- 
‘щевты всьхъ зленовъ второго измфрев!:я пропорщональны. ` 

Всявя деф сферы суть, слЪдовательно, поверхности подобныя и по- 
добно расположенных. 

675. ДЕБ полобвыя и подобно расположенныя поверхности второго 
-порядка, кромф безковечно удаленной вривой, ниБютъ еще общую кри- 
вую второго порядка, лежащую въ опредЪфлеваой плоскости. 
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Полагая, что (1, О», Оз суть три-каве-нибудь многочлена первой 
степени, мы можемь уравненя трехъ подобпыхь и подобно располо- 
женныхь поверхностей разематривать въ вид» 


5—И=0, 5—0:=0, 8— =0. 
Вычитая эти уравнен!я одяо изъ другого, получимъ 
0:—П=0, М—0:=0, 0:—0,=0. 


Это суть, очевидно, уравненя трехъ плоскостей, въ которыхъ лежать 
лини “пересЪчен!я поверхностей. 

Такъ какъ сумма первыхъ частей этихъ уравнешй тождественно 
равняется нулю, то заключаемъ, что ялоскости, въ которыть лежать 
лини пересъченя трехь подобныхь и подобно расположенныхь товерл- 
ностей второю порядка, проходять черезь одну прямую. 

Для случая сферъ это свойство было доказано выше (см. стр. 480). 

676. Положимъ теперь, что въ уравненйи (2) оба многочлена 5; и 58 
разлагаются на множители первой степени, такъ что это уравнен!е 
принимаетъ видъ 

ВО. ое инь 8) 


Ливя пересфчешя всфхъ поверхностей, имъ выражаемыхъ, будетъ 
въ этомъ случа состоять изъ четырехъ прямыхъ, по которымъ плос- 
кости 


ОО, Нм 
пересвкаются плоскостями 
П=0, УрО... , (10) 


Слфдовательно, всф эти поверхности суть линейчатыя, имфющя че- 
тыре обийя прямолинейныя образующя, изъ которыхъ двф принадле- 
жать одной систем и дв другой (см. стр. 464 и слфл.). 

Такъ какъ на всякой линейчатой поверхности можно взять четыре 
прямолинейныя образующуя, принадлежаня по дв® къ разнымъ систе- 
мамъ и предетавляюция въ совокупности линшю пересфченя этой по- 
верхности съ двумя парами плоскостей, то уравнеше (8) можеть быть 
разсматриваемо, какъ выражающее какую угодно линейчатую поверх- 
ность второго порядка. Полагая, что въ немъ (7, 0, И, ТР» суть 
многочлены первой степени въ нормальной формЪ, приходимъ къ 38- 
ключенйо, что всякая линейчатая поверхность второю порядка можеть 
быть разсматриваема, какъ зеометрическое мтъето точекъ, для кото- 
рыть произведене разстоянёй оть двуль данныхь плоскостей находится 
въ постойнномь отношени къ произведению разстоянй оть двуть дру- 
зихь данныхь плоскостей. 
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Уравнеше (8) можеть выражать и не линейчатую поверхность, но 
вЪ этомъ случа множители (7), У,, 1, И. будуть содержать мни- 
мые коэффищенты, такъ что плоскости, выражаемыя уравнешями (9) 
и (10), будуть мнимыя. 

677. ЗамЪтимъ, что уравнеше (8) удовлетворяется всфми значенями 
неизвфстных», которыя удовлетворяють совмфетно уравнешямъ 


ИЛ — В: =0 


й — 1% =0. 

Эти же послдн!я уравнен!я, при данномъ № и неопредфленномъ 1, 
предетавляють два пучка плоскостей, свазанныхь проективнымъ соот- 
вЪтетыемъ (см. стр. 98), такъ какъ всякой плоскости одного пучка, 
опредфляемой какимъ-нибудь значешемь параметра 1, соотвфтетвуеть 
единственная плоскость другого, опредфляемая тфмъ же значенемъ 1. 

Поэтому заключаемъ, что всякая линейчатая поверхность второло по- 
рядка можеть быть разсматриваема, какъ зеометрическое мьсто лин 
пересъченя соотвуътетвенныхь плоскостей двуть тучковъ, находящихся 
6% проективномь соотвътетви. 

Легко убфдиться также, что всябя два проективно-соотвЪтственные 
пучка плоскостей образують поверхность второго порядка. Въ самомъ 
ДЬлЪ, уравненя данныхь пучковь мы можемьъ разсматривать въ видВ 


лень 0 


Но извфетно, что проективное соотвфтсте между всякими двумя 
системами первой степени, элементы которыхъ опредфляются парамет- 
рами ви №, устанавливается уравнешемъ вида 


АВЕ -- ВЕСЕ ро, 


тдЪ А, В, С, Г данныя постоянныя величины. 
Исключая фи й изъ этого уравнешя и уравненйй (11) пучковъ, по- 
лучимъ 
АПТ, - ВИ, У. ОИ + Об. =0,.... . (12) 


а это есть уравнене поверхности второго порядка. 

678. Назовемъ чрезъ 1. прямую, черезъ которую проходятъ вс плос- 
кости перваго изъ пучковъ (11), и чрезъ 7» прямую пересфченя веЪхъ 
плоскостей второго изъ этихъ пучковъ. Всякая прямая, по которой ие- 
ресфкаются соотвфтственныя илоекости обоихъ пучковъ, будеть, оче- 
видно, пересфкаться съ каждою изъ прамыхь 14 И 1» '), 


1) Прамыя Г. и Г. нужно предполагать не пересфкающимися и не параллельными, 
Въ противномь слуза$ поверхность (12) будетъ коническая или цилиндрическая. 


= 5365 — 


Плоскости перваго изъ пучковъ (11), пересфкая прямую Те, обра- 
зують на ней рядъ точекъ, точно такь же, какъ и плоскости вто- 
рого пучка на прямой Гл. Оба эти ряда точекъ будуть; слЁдовательно, 
проективно-соотвЪтственные между собою, и прямыя пересВчен!я с0- 
отвфтетвенныхь плоскостей, нучковъ (11) будуть въ то же врёмя соеди- 
няющими соотвфтственныя точки этихъ рядов, 

Такимъ образомъ видимь, что всякая линейчатая поверхность вто- 
ро порядка можеть быть разсматриваема, какъ зеометрическое место. ' 
прямыхь, соединяющихь соотвътетвенныя точки двухь рядовъ, находя- 
щихся въ проективномь соотвътетвии. 

Частный случай проективнаго соотвфтетыя предетавлають ряды т0- 
чекъ, дфлящихь дв прямыя на пропоршюнальные отрёзки. Таве ряды 
называются подобными. 

Мы видфли выше (ем. стр. 502), что только въ этомъ случа поверх- 
ность, образуемая прямыми, соединяющими соотв тственных точки, есть. 
гиперболичесый параболоидъ. Во вефхъ же другихъ случаяхъ она есть, 
слЪдовательно, однополый гиперболоидъ. 

679. Возьмемъ опять уравнеше 


В — 5. =0, 


представляющее пучекъ поверхностей второго порядка. Будучи эторой 
степени, оно имфетъ видъ 


Аа? -- Вуз С -- 2Олу- 2Ехг-- 2Куг-- | (13) 


+26=-2Ну-272--К=о 


гдф каждый коэффищентьъ содержить неопредфленный параметрь # въ 
первой степени. 

Всякое соотношене между коэффищентами уравнешя поверхности 
выражаетъь нЪфкоторое свойство этой поверхности. Опредвляя # изъ та- 
кого соотношеня, мы найдемъ, слЪдовательно, въ числЪ поверхностей 
разематриваемаго пучка тавя, которыя обладають даннымъ свойствомъ. 

ИзвЪетно, напр. (ем. стр. 396), что услоше, при которомъ поверх- 
ность (13) есть конусъ, выражается равенствомъ 


ЧЕ 8 
|2, В: 
Ви бя 
Га а 


Здесь первая часть есть однородный многочленъ четвертой степени 
относительно коэффищентовь А, В, (...К. Слфдовательно, и относи- 


5-08 =— х 


тельно параметра ® это равенство предетавляеть уравнене четвертой 
степени. Это приводить къ заключению, что въ пучк» поверхностей вто- 
рою порядка существуеть, вообще 1оворя, четыре коническая поверхности. 


$ 2. Взаииныя поляры. 


680. По отношению къ какой-либо данной поверхности второго 40- 
рядка всякая точка имфетъ опредфлениую полярную плоскость и всякая 
плоскость опредБленный полюсъ (см. стр. 419). 

Полюсы вофхъ плоскостей, касательныхь къ какой-нибудь поверх- 
ности, образуютъ, очевидно, нфкоторую другую поверхность и, обрат- 
но, полюсы касательныхь плоскостей второй поверхности суть точки, 
принадлежания первой. Это слфдуеть изъ того, что полюсы двухъ плое- 
костей, приближающихся при перемфщен!и къ совнаден!ю, также ебли- 
жаются до совпаден!я, и обратно. 

Двф поверхности, изъ которыхь каждая есть геометрическое м$сто. 
полюсовь плоскостей, касательныхь къ другой, называютел взаимно-яо- 
лярными или взаимными полярами. 

Такь какъ чрезь всякую прямую лин!о можно провести къ поверх- 
ности второго порядка’ не болфе двухь касательвыхь плоскостей, то 
заключаемь изъ свойствь полярныхь плоскостей и ихъ полюсовъ (ем. 
стр. 420), что всякая прямая пересфкаеть поверхность, взаимно-поляр- 
ную съ какою-нибудь поверхностью второго порядка, не болфе какъ въ 
двухь точкахъ. Это показываеть, что взаимная золяра всякой поверт?- 
ности второю порядка есть также поверхность второю порядка. 

681. На основан!и зависимости между взаимными полярами легко обна- 
руживаются многя свойства поверхностей второго порядка, имфющя 
характеръ взаимности со свойствами уже извфстными. Такъ напр., легко. 
видфть, что девятью касательными плоскостями поверхность второго по- 
радка опредфляется вполн$. 

Въ самомъ дЪлЪ, взавши полюсы девяти данныхъ плоскостей по от- 
ношеню къ какой-нибудь поверхности второго порядка, будемъ имфть, 
что этими точками опредфляется вполнф поверхность, взаимно-полар- 
нал съ искомою. Съ тЬмъ вифеть опредЪфлится, очевидно, и искомая по- 
верхность. 

Способъ доказательства, состояний въ заключени о свойствахъ фи- 
гуръ въ прострамствЪ по свойствамъ ихъ взаимныхь поляръ, обыкно- 
венно называють слособом» взаимныть поляръ (ем. стр. 282). Заключе- 
ня такого рода можно иногда дЪлать неносредственно въ силу закона 
двойственности (см. стр. 349), такъ какъ вс полярпыя свойства но- 
верхностей второго порядка сами суть его сл®детня, 

682. Положимъ, что намъ даны двЪ поверхности второго порядка. 
Ихъ взаимных поляры, будучи также поверхностями второго порядка, 


— 538 — 


пересфкаются по нЪкоторой лин четвертаго’ порядка. Каждая точка 
этой лини будетъ имфть полярною плоскостью общую касательную плос- 
кость къ обфимъ даннымъ поверхностямъ. СлЪфдовательно, вс таюмя 
плоскости непрерывно слфдують одна за другою также точно, какъ точ- 
ки кривой линш, представляя какъ бы послЪфдовательныя положеня 
одной и той же плоскости, катящейся по обфимъ даннымъ поверхнос- 
ТяМЪ, 

Лин!я переефченя двухъ безконечно близкихъ общихъ касательныхь 
плоскостей къ двумъ поверхностямъ, при совпаденм этихъ плоскостей, 
обращается въ общую касательную прямую. Отсюда слЪдуетъ, что 
общая. касательныя плоскости къ двумъ даннымъ поверхностямъ вто- 
рого порядка, слФдуя непрерывно одна за хругою, огибаеть нФкоторую 
линейчатую поверхность, образующая которой суть обнйя касательныя 
прамыя къ даннымъ поверхностамъ. Такъ какъ эта линейчатая поверх- 
ноеть огибается катящеюся плоскостью, которая во всякомъ своемъ 
положеши соприкасдется съ нею по прямой, то въ свою очередь она 
можетъ катиться по плоскости и быть, сл$довательно, ‘развертываема 
или разгибаема, на плоскость. 

Изь сказаннаго видимъ, что взаимнаи поляра линм ‘пересфченя 
двухъ поверхностей второго порядка есть развёртываемая линейчатая 
поверхность, соприкасающаяся съ взаимными полярами этихъ поверх- 
ностей. 

Въ частномь случа, когда лишя пересфченя двухъ поверхностей 
состоитъ изъ двухъ кривыхъ второго порядка, эта развертывающаяся 
линейчатая поверхность будетъ состоять изъ двухъ конусовъ. Такъ 
будеть, напр., въ томъ случаЪ, когда разсматриваемыя поверхности 
суть двЪ сферы. 

Развертываемая линейчатая поверхность, соприкасающался съ двумя 
поверхностями второго порядка, будеть, очевидно, соприкасаться съ 
безчисленнымъ множествомъ другихъ такихъ же поверхностей, ‘именно 
съ взаимными полярами вефхъ поверхностей, имфющихъ общую линю 
пересЪ чения. 

683. Посредетвомъ способа взаимныхъь поляръ обнаруживаются мно- 
ти свойства развертываемой линейчатой поверхности, соприкасающейся 
©ъ двумя поверхностями второго порядка, свойства, представляющияся 
взаимными со свойствами лини пересфченя такихъ же поверхностей. 
Такъ, напр., очевидно, что чрезъ всякую точку въ пространств можно 
провести, вообще говоря, четыре касательныя плоскости къ такой раз- 


. вертываемой поверхности, соприкасающяея съ нею по прямымъ. 


ДалЪе, очевидно, что такая развертываемая поверхность опредфляется 
вполнЪф восемью касательными къ ней плоскостами, 

Легко видЪть отсюда, что доказанная выше опредфляемость поверх- 
ности второго порядка девятью ел касательными илоскостами не имфеть 
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‘мфета въ случаЪ, когда всЪ эти плоскости суть касательныя къ одной 
и той же развертываемой поверхности, соприкасающейся съ двумя по- 
верхностями второго порядка. 

'Изъ свойствь взаимныхь поляръ заключаемъ также, что три поверх- 
ности второго порядка имфють, вообще говоря, воеемь общихъ каса- 
тельныхь плоскостей и что семью изъ этихъ плоскостей вполнф опре- 
дЪляется положеше восьмой. 

Отсюда слЪдуеть, далфе, что развертываемая поверхность, соприка- 
«ающаяся съ двумя поверхностями второго порядка, не будеть опре- 
дфлаться восемью касательными къ ней плоскостями въ томъ случа, 
когда эти плоскости предетавляють систему общихъ касательныхъ плос- 
костей къ тремъ поверхностямъ второго порядка. * 

684. Положимъ теперь, что намъ даны три плоскости, касающяся 
какой-нибудь поверхности второго порядка въ точкахъ М, М», №, и 
пусть № будеть вершина образуемаго этими плоскостями триграннаго 
угла. 

Вообразимъ плоскость, проходящую черезь точки №, 145, Мз. Она 
‘пересъчеть поверхность по нЪкоторой лиши второго порядка, а три 
данныя плоскости по прямымъ, составляющимъ треугольникъ, описанный 
‘около этой лиши. 

Въ такомъ треугольник® прямыя, соединяющия вершины съ точками 
прикосновеня противоположныхь сторонъ, проходять, какъ известно 
(см. стр. 276), черезъ одну точку. Обозначимъ эту точку черезь Р.. 

Такъ какъ три плоскости №М, Ро, №М.Рь и №М:Ро проходять 
также черезь вершины этого треугольника, а слдовательно и черезъ 
лин!и пересфчен!я данныхъ плоскостей, и имфють, притомъ, дв® общя 
точки № и Ру, то приходимъ къ слфдующему заключению. 

Три плоскости, протодяшия черезь ребра описаннало около поверхности 
второю порядка тризраннало уула и черезь точки прикосновеня проти- 
воположныхь зраней этою зрла, пересъкаются между собою то одной 
арямой. 

685. Присоединияь къ тремъ ханнымь плоскостямъ четвертую, также 
касательную къ разсматриваемой поверхпости въ какой-нибудь точкЪ 
Мо, и пусть точки пересЪченя этой плоскости съ ребрами триграннаго 
угла, образуемаго прежними плоскостями, будуть №, №, №. Веб 
четыре данныя плоскости составять тетраэдръ, описанный около по- 
верхности, а точки ихъ прикосновеня 2№, М, №», № будуть вер- 
шинами другого тетраэдра, вписаннаго въ поверхность. 

На основайн предыдущего три плоскости №2 №, №Мь№ и №Мз № 
проходать зерезь одну прямую №Ро. СлЪдовательно, эта послЪдняя 
прямая пересЪкаетса съ каждою изъ прамыхь М, №М, №Мз, 
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лежащихь въ этихъ плоскостяхъ. Въ то же время она пересвкается съ. 
прямою № М5 въ точкВ №. > 

Итакъ, прямая №Р., пересфкается со всеми четырьмя прямыми, 
соединяющими вершины описаннаго тетраэдра съ точками прикоснове- 
я его противоположныхь граней. 

Предыдущее предложеше можеть быть примнено къ каждому изъ 
тригранныхь угловъ, образуемыхъ четырьмя разсматриваемыми каса- 
тельными плоскостями. Велфдетые этого заключаемъ, что, кромВ прямой 
№Ро, должны существовать еще три различныя прямыя, пересЪкаю- 
пИяся съ каждою изъ прямыхъ №М, №, №М., №Мз. 

Послфдя ирямыя можно поэтому разсматривать, какъ образующия 
нЪкоторой линейчйтой поверхности второго порядка. 

Такимъ образомъ получаемь слфдующее предложеше. 

Прямыя лини, соединяющая вершины тетраэдра, описаннато около- 
поверхности втором порядка съ точками прикосновенёя противополож- 
ныль раней, суть образуюция одной и той же линейчатой поверхности. 
второю порядка. 

686. Два разсматриваемые тетраэдра, описанный около поверхности 

. Второго порядка и вписанный въ нее, представляютъ взаимно-полярныя 
фигуры относительно этой поверхности. Поэтому изъ иредыдущаго пред- 
ложеня по способу взаимвыхъ поларъ выводимъ еще сл5дующее. 

Прямыя лини, по которымь зрани тетраэдра, вписаннаю въ поверт- 
ность второю порядка, пересткаются съ касательными плоскостями въ- 
противоположныхь вершинахь, суть образуюция одной и той же линей- 
чатой поверхности второю порядка. 
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